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PREFACIO 


A pesar de que las ecuaciones de Maxwell fueron formuladas cerca de 100 anos 
atrás, el tema de electromagnetismo no ha permanecido estancado. Por lo general, 
los estudiantes de licenciaturas en ciências, a quienes dirigimos nuestra atención en 
la presente obra, abordan esta disciplina con conocimientos cualitativos dei fenóme¬ 
no atómico. Al mismo tiempo, cuentan con buena preparación en matemáticas y, 
por primera vez, se encuentran capacitados para resolver algunos de los problemas 
más importantes de la física clásica. El texto que ahora presentamos surgió de la ex- 
periencia acumulada en nuestros cursos de electricidad y magnetismo para alumnos 
con especialidad en física dei Case Institute of Technology y el Dartmouth College . 
Un curso de electromagnetismo resulta óptimo para exponer el análisis vectorial, las 
ecuaciones diferenciales parciales y los problemas con valores en la frontera. Las 
secciones dei libro donde se aplican estas técnicas están escritas de manera tal, que 
suponen pocos conocimientos prévios sobre los temas. 

Creemos que presentar la electricidad y el magnetismo, a partir de leyes experimen- 
tales básicas, es un enfoque correcto para los niveles intermédios de aprendizaje. 
Por esto, hemos sido rigurosos en la exposición de princípios básicos. También, nos 
ha preocupado incluir cierto número de ejemplos destinados a acortar la brecha que 
suele existir entre el desarrollo formal de fundamentos y los problemas enunciados. 
Un entendimiento apropiado de los campos eléctricos y magnéticos en el interior de 
la matéria sólo puede adquirirse después de comprender la naturaleza atómica de los 
materiales. Por tanto, para desarrollar la teoria macroscópica hemos adoptado li- 
bremente conceptos atómicos elementales. 

Preferimos estudiar el campo electrostático en un medio material después de ana- 
lizar el campo eléctrico en el vacío. Hicimos algo parecido para introducir el campo 
magnetostático. Sin embargo, el lector puede examinar ambos casos en el vado 
antes de avanzar al campo eléctrico o magnético en la matéria. Para hacer esto, debe 
aplazar la lectura de los capítulos 4, 5, 6, 7 (exceptuando las Secs. 7.1 y 7.2), 9 y 10 
hasta después de revisar el capítulo 8 e, incluso, el 11. Incluímos en capítulos separa¬ 
dos (4, 7, 9, 14 y 15, respectivamente), el comportamiento macroscópico electro¬ 
magnético de los dieléctricos, conductores, materiales magnéticos, plasmas y super- 
conductores. Hacemos un análisis sencillo de la teoria microscópica de esta clase de 
materiales (excluyendo los superconductores) en los capítulos 5, 7, 10 y 14. 

La tercera edición de este libro es diferente a las anteriores en su inclusión de nue- 
vo material sobre ondas electromagnéticas. Los dos capítulos sobre ecuaciones de 
Maxwell han sido ampliados a cinco. De esta manera, damos al libro más adaptabi- 
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lidad para cursos de uno o dos semestres de duración. De seguirse la última posibili- 
dad, el segundo semestre puede dedicarse a reafirmar conocimientos en los campos 
de generación y propagación de radiación. 

Gran parte de la física moderna (y la ingeniería) se relaciona con los campos elec¬ 
tromagnéticos dependientes dei tiempo, en los que la corriente de desplazamiento de 
Maxwell ocupa un lugar de importância. Los capítulos 16 a 20 tratan su aplicación a 
las ondas, especialmente en lo que toca a la óptica, tema en el que se encuentra el 
orden de frecuencias; en la actualidad, de mayor interés tecnológico que las micro- 
ondas. Los capítulos 16 y 17 amplían lo dicho sobre ecuaciones de onda en ediciones 
anteriores, al introducir la idea de transformaciones de medida. Ponemos énfasis en 
las nociones de funciones complejas en dieléctricos e índice de refracción, para con¬ 
seguir mayor claridad conceptual y simplificación de las fórmulas. El capítulo 18 
completa el tratamiento de problemas con valores en la frontera; incluye ejemplos 
de interés relacionados con filtros ópticos y guias de onda. El capítulo 19 revisa la 
teoria microscópica clásica de la propagación de ondas transversales en la matéria 
(dieléctricos, metales, plasmas) y profundiza lo expuesto en los capítulos 5 y 7 para 
campos dependientes dei tiempo. Incluye, también, un análisis sencillo de las rela¬ 
ciones de dispersión de Kramers-Kronig para una función de respuesta lineal. 

El material dei resto dei libro ha sido ligeramente reordenado, de manera que la 
presentación de los campos estáticos y de las corrientes estacionarias se coloca antes 
de la introducción a la ley de inducción de Faraday (Cap. 11), texto que es seguido 
por su aplicación a las corrientes de variación lenta en circuitos c.a, plasmas y super- 
conductores (Cap. 13, 14 y 15). La formulación relativista dei electromagnetismo se 
sitúa al final de la obra, aunque puede estudiarse en cualquier momento después de 
examinar el capítulo 16. En la presentación de la fuerza magnética (Cap. 8), y de la 
ley de Faraday (Cap. 11), se anticipan aspectos relativistas. 

Otros câmbios en esta nueva edición incluyen la introducción de la función delta 
de Dirac (Cap. 2) y su uso en la simplificación de derivaciones posteriores. Las trans¬ 
formaciones ortogonales fueron trasladadas a un Apêndice que puede leerse, si se 
desea, en unión con el capítulo 1. La notación operador dei se emplea para la dife- 
renciación vectorial. Todas las tablas de datos y las referencias a otros libros han 
sido actualizadas y se utilizan las unidades dei sistema mks, de principio a fin. (Sin 
embargo, también se hace referencia al sistema gaussiano de unidades, por ser am- 
pliamente usado en física.) Una sección de resúmenes, al final de cada capítulo, ayu- 
da a identificar los conceptos y fórmulas clave que aparecen en el texto y unos 130 
problemas adicionales amplían y demuestran su aplicación. 

Como ayuda al lector hemos marcado con asteriscos los problemas más difíciles. 
De igual forma, hemos marcado las secciones y capítulos dei texto que no son indis- 
pensables para la comprensión de lo que sigue. Pueden ser omitidos en un curso de 
corta duración. 


Dearborn , Michigan 
Columbus , Ohio 
Hanover , New Hampshire 


J. R. R. 
F. J. M. 
R. W. C. 
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1 ANALISIS 
VECTORIAL 


En el estúdio de la electricidad y dei magnetismo, se puede evitar de una manera 
eficaz la complejidad de la notación utilizando la notación dei análisis vectorial. Al 
proporcionar esta valiosa taquigrafia, el análisis vectorial también lleva a un primer 
plano los conceptos físicos contenidos en las ecuaciones. El propósito de este capítulo 
es dar una exposición breve pero completa dei análisis vectorial básico y proporcio¬ 
nar el conocimiento bastante útil de este campo, necesario para un tratamiento de 
electricidad y magnetismo. Aquellos que ya estén familiarizados con el análisis 
vectorial encontrarán que esto es un repaso útil y una introducción a la notación dei 
texto. 


1.1 DEFINICIONES 

En el estúdio de la física elemental se han encontrado varias clases de cantidades; en 
particular, se ha hecho una división en vectores y escalares. Para nuestros pro¬ 
pósitos será suficiente definir un escalar en la siguiente forma: 

Un escalar es una cantidad que está caracterizada completamente por su 
magnitud. 

Los ejemplos de escalares son numerosos: masa, tiempo, volumen, etc. Una amplia- 
ción sencilla dei concepto de un escalar es un campo escalar, es decir, una función de 
posición que está completamente determinada por su magnitud para todos los 
puntos dei espacio. 

Un vector puede definirse de la forma que sigue: 

Un vector es una cantidad que está caracterizada completamente por su 
magnitud y dirección. 

Como ejemplos de vectores citemos la posición a partir de un origen fijo, la 
velocidad, la aceleración, la fuerza, etc. La generalización a un campo vectorial da 
una función de posición que se determina completamente por su magnitud y 
dirección para todos los puntos dei espacio. 
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Estas definiciones pueden refínarse y ampliarse; de hecho, en el Apêndice I son 
reemplazadas por definiciones más refinadas en términos de propiedades de transfor- 
mación. Además, se encuentran a veces cantidades más complicadas, tales como 
tensores. Sin embargo, los escalares y los vectores serán suficientes para nuestros 
propósitos hasta el capítulo 22. 


1.2 ALGEBRA VECTORIAL 

Como el álgebra de los escalares le es familiar al lector, ésta se utilizará para 
desarrollar el álgebra vectorial. Para continuar con este desarrollo es conveniente 
tener una representación de vectores, para cuyo fin introducimos un sistema 
coordenado cartesiano tridimensional. Este sistema tridimensional se representará 
por las tres variables x, y, z o, cuando sea más conveniente, x l5 x 2 , x 3 . Con respecto a 
este sistema coordenado, un vector se determina por sus componentes x, y y z. De 
esta forma un vector* V se especifica por sus componentes V x , V y , V z , donde V x = 
= |V| cos a ls V y = |V| cos a 2 , V z = |V| cos x 3 y donde las a son los ângulos entre V y 
los ejes coordenados correspondientes. El escalar |V| = yjv x + V y 2 + V z 2 es la 
magnitud o longitud dei vector V. En el caso de campos vectoriales, cada una de las 
componentes debe considerarse como una función de x, y y z. Debe hacerse énfasis, a 
estas alturas, en que introducimos una representación de los vectores con respecto 
a un sistema de coordenadas cartesiano sólo por la sencillez y facilidad de compren- 
sión; todas las definiciones y operaciones son, de hecho, independientes de cualquier 
elección especial de coordenadas. 

La suma de dos vectores se define como el vector cuyas componentes son la suma 
de las componentes correspondientes de los vectores originales. Así pues, si C es la 
suma de A y B, escribimos 



C = A + B 


(í-i) 

C x = A x + B x , 

Cy = Áy + By , 

C z = A z + B z . 

(1-2) 


Esta defmición de suma vectorial es completamente equivalente a la conocida regia 
dei paralelogramo para la suma de vectores. 

La resta de vectores se define en términos dei negativo de un vector, el cual es el 
vector cuyas componentes son los negativos de las componentes correspondientes al 
vector original. De esta forma, si A es un vector, —A se define por 

(-A) x = -A„ (-A) y =-A y , ( — A) 2 = — A z . (1-3) 

La operación de resta se define entonces como la suma dei negativo. Esto se expresa 
como 

A — B = A + ( —B). (1-4) 


Las cantidades vectoriales se denotarán por símbolos en tipo negro. 
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Puesto que la suma de números reales es asociativa y conmutativa, se sigue que la 
suma de vectores (y la resta) también es asociativa y conmutativa. En la notación 
vectorial esto se ve como 

A + (B + C) = (A + B) + C = (A + C) + B = A + B + C (1-5) 

En otras palabras, los parêntesis no son necesarios, como se indica en la última 
expresión. 

Pasando ahora al proceso de multiplicación, observaremos que el producto más 
sencillo es el de un escalar por un vector. Esta operación da como resultado un vector 
dei cual cada componente es el escalar por la componente correspondiente dei vector 
original. Si c es un escalar y A un vector, el producto cA es un vector B = cA, 
definido por 

B x = cA x , B y = cA y , B z = cA 2 . ( 1 - 6 ) 

Es claro que si A es un campo vectorial y c un campo escalar , entonces B es un nuevo 
campo vectorial que no es necesariamente un simple múltiplo dei campo original. 

Ahora, para multiplicar dos vectores, existen dos posibilidades, que se conocen 
como producto vectorial y producto escalar. Considerando primeramente el produc¬ 
to escalar, notemos que el nombre proviene de la naturaleza escalar dei producto, 
aunque a veces se nombra en forma alternativa como producto interno o producto 
punto. La definición de producto escalar, que se expresa por A • B, es 

A • B = A X B X + A y By + A Z B Z . (1-7) 

Esta definición es equivalente a otra, tal vez más familiar, que es el producto de las 
magnitudes de los vectores originales por el coseno dei ângulo que forman. Si A y B 
son perpendiculares el uno al otro, 


A • B = 0. 

El producto escalar es conmutativo. La longitud de A es 

| A | = y/Ã * A. 

El producto vectorial de dos vectores, como su nombre indica, es un vector. Se le 
nombra alternativamente como producto externo y producto cruz. El producto 
vectorial se expresa por A x B; si C es el producto vectorial de A y B, entonces 
C = A x B, o 

C x = A y B z - A z By , Cy = A Z B X - A X B Z , C z = A x B y - A y B x . (1-8) 

Es importante notar que el producto cruz depende dei orden de los factores; ya que si 
se intercambia éste, se introduce un signo menos: 


B x A = -A x B. 
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Consecuentemente, 


A x A = 0. 


Esta definición es equivalente a la siguiente: el producto vectorial es el producto de 
las magnitudes por el seno dei ângulo que forman los vectores originales, con la 
dirección dada por la regia dei tornillo de rosca a la derecha (de la mano derecha)*. 

El producto vectorial puede ser fácilmente recordado en términos de un determi¬ 
nante. Si i, j y k son vectores unitários, es decir, vectores de magnitud unidad, en las 
direcciones x, y y z, respectivamente, entonces 


A x B = 


i j k 

Á x A v A z 

Bx B y B z 


(1-9) 


Si este determinante se evalúa con las regias usuales, el resultado es precisamente 
nuestra definición de producto vectorial. 

Las operaciones algebraicas discutidas anteriormente pueden ser combinadas en 
muchas formas. La mayoría de los resultados así obtenidos son obvios; sin embargo, 
hay dos productos triples lo suficientemente importantes para mencionados explíci¬ 
tamente. El triple producto escalar D = A • B x C, que se encuentra fácilmente 
mediante el determinante 


D=ABxC= 


A x Ay A z 
B x B y B z 

C x Cy C z 


-B AxC 


( 1 - 10 ) 


Este producto no varia al intercambiar el punto y la cruz o por una permutación 
cíclica de los tres vectores; los parêntesis no son necesarios, puesto que el producto 
vectorial de un escalar y un vector no está definido. El otro triple producto de interés 
es el triple producto vectorial D = A x (B x C). La aplicación repetida de la 
definición de producto cruz, ecuación (1-8), da por resultado 


D = A x (B x C) = B(A • C) - C(A * B), (1-11) 


que se denomina frecuentemente la regia dei factor medio. Debe observarse que en el 
producto vectorial los parêntesis son vitales; sin ellos, el producto no está bien 
definido. 

En este punto podríamos preguntarnos sobre la posibilidad de la división 
vectorial. La división de un vector por un escalar, por supuesto, puede definirse como 
la multiplicación por el recíproco dei escalar. Sin embargo, la división de un vector 
por otro vector sólo es posible si los dos vectores son paralelos. Por otra parte, es 

* Supongamos que A gira hada B en el menor ângulo posible. Un tornillo de mano derecha girado en 
esta forma avanzará en una dirección perpendicular tanto a A como a B; esta dirección es la direcdón 

de A x B. 
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psãble expresar soluciones generales de ecuaciones vectoriales y lograr en esta forma 
afeo parecido a la división. Consideremos la ecuación 

c = A • X, (1-12) 

Ande c es un escalar conocido, A un vector conocido y X un vector desconocido. 
U*a solución general de esta ecuación es 

X-^+8 , (M3) 


é andt B es un vector de magnitud arbitraria y perpendicular a A, esto es, A • B = 0. 
Lo que hemos hecho es muy semejante a dividir c entre A; en forma más correcta, 
hemos hallado la forma general dei vector X que satisface la ecuación (1-12). No hay 
màiMÀôn única, y este hecho explica el vector B. Del mismo modo podemos 
considerar la ecuación vectorial 


C = A x X, (1-14) 

Amde A y C son vectores conocidos y X es un vector desconocido. La solución 
ipneral de esta ecuación es 


x = ^ 

A • A 


+ kA 


(1-15) 


m C - A = 0, siendo k un escalar arbitrário. Si C • A # 0, no existe solución. Nueva- 
■ente, esto se aproxima al cociente de C entre A; el escalar k toma en cuenta la no 
■■iddad dei proceso. Si se pide que X satisfaga tanto (1-12) como (1-14), entonces el 
resultado es único (si es que existe) y está dado por 


C x A cA 
A■A + A • A' 


(1-16) 


L3 GRADIENTE 

Se considerarán ahora las ampliaciones de las ideas anteriores, para incluir la 
drierenciación e integración, es decir, el cálculo vectorial. La más simple de éstas es la 
rrlación de un campo vectorial particular a Ias derivadas de un campo escalar. Es 
conveniente íntroducir primero la idea de derivada âireccional de una función de 
varias variables. Esta es justamente el valor de cambio de la función en una dirección 
determinada. La derivada direccional de una función escalar <p generalmente es 
representada por d<pjds\ debe entenderse que ds representa un desplazamiento 
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infinitesimal en la dirección que estamos considerando, y que ds es la magnitud 
escalar de ds. Si ds tiene como componentes dx, dy , dz, entonces 

dtp <*>(x + Ax, y + Ay, z + Az) - <p{x, y, z) 

-f- = hm —- - t-- 

ds As 

dtp dx dtp dy dtp dz 

ôx ds õy ds õz ds 


Para aclarar la idea de una derivada direccional, considere una función escalar de 
dos variables. De esta forma, tp(x, y) representa un campo escalar bidimensional. 
Podemos h &cei la gráfica de tp como una función de x e y como se ve en la figura 1.1 
para la función <p(x, y) = x 2 + y 2 . La derivada direccional en el punto x 0 , y 0 depende 
de la dirección. Si escogemos la dirección correspondiente a dy/dx = -x 0 ly 0 , 
entonces encontramos que 


dtp 

ds 


*0,70 


d<p dx dtp dy 
dx ds dy ds 


2x 0 - 2 yo ^ 

yo 



(l-17a) 


Altemativamente, si escogemos dy/dx = y„/x 0 , encontramos 


dtp 

ds 


xo,yo 


( 2x ° +2 t)J 


Xp 

xo + yl 


= 2y/xo + yo, 


(1-17b) 


tf 
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puesto que ds — yj(dx) 2 + (dy) 2 . Como una tercera posibilidad escojamos dy/dx = 
= a; entonces 



= (2* 0 + 2ay 0 )(l + oe 2 ) 1/2 . (1- 


(l- 17 c) 


Si este resultado se deriva respecto a a y la derivada se iguala a cero, entonces, se 
encuentra el valor de oc para el cual la derivada es un máximo o un mínimo. Cuando 
realizamos estas operaciones, obtenemos a = y 0 /x 0 , lo cual significa simplemente 
que el valor de la máxima variación de la función q> = x 2 + y 2 está en la dirección 
radial. Si la dirección es radial, y hacia afuera, entonces el máximo es el máximo valor 
dei incremento; si es radial, y hacia dentro, es el valor máximo dei decremento o valor 
mínimo dei incremento. En la dirección especificada por dyjdx = -x 0 /y 0 el valor de 
cambio de x 2 + y 2 es cero. Esta dirección es tangente al círculo x 2 + y 2 = x% + y 2 . 
Evidentemente, sobre esta curva, <p = x 2 + y 2 no cambia. La dirección en la cual 
dq>jds se anula da la dirección de la curva q> = constante en el punto considerado. 
Estas líneas, que son circunferências para la función x 2 + y 2 , son completamente 
análogas a las conocidas curvas de nivel o líneas de altitud constante que aparecen en 
mapas topográficos. La figura 1.2 muestra la función q> = x 2 + y 2 representada 
ahora como un diagrama de curvas de nivel. 


du I 



Fig. 1.2 La función <p(x, y) de la figura 1.1 
representada como diagrama de curvas 
de nivel en dos dimensiones. 


La idea de curvas de nivel puede generalizarse a una función de tres variables, en 
cuyo caso las superfícies, <p(x, y, z) = constante , se denominan superfícies de nivel o 
superfícies equipotenciales. El análogo tridimensional a la figura 1.2 es la única forma 
práctica de representar gráficamente un campo escalar para un espado tridi¬ 
mensional. 

El gradiente de una función escalar puede defínirse ahora en la siguiente forma: 

El gradiente de una función escalar q> es un vector cuya magnitud es la máxima 
derivada direccional en el punto en consideración y cuya dirección es la dirección 
de la máxima derivada direccional en ese punto. 
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Es evidente que el gradiente tiene dirección normal a la superfície de nivel de <p en el 
punto considerado. Los símbolos más comunes para el gradiente son V y grad; de 
éstos, utilizaremos al principio el último. En términos dei gradiente, la derivada 
direccional está dada por 


dq> 

ds 


= | grad <p | cos 0, 


(1-18) 


donde 0 es el ângulo entre la dirección de ds y la dirección dei gradiente. Esto se 
evidencia inmediatamente en la geometria de la figura 1.3. Si representamos por ds el 
desplazamiento vectorial de magnitud ds, entonces (1-18) puede escribirse como 

-j- = grad ' "T - (1-19) 

ds ds 

Esta ecuación nos permite hallar la forma explícita dei gradiente en cualquier sistema 
de coordenadas en donde conozcamos la forma de ds. En coordenadas rectangulares 
sabemos que ds = i dx + j dy + k dz. Sabemos también que 

. õq> , õ<p , dq> 
d<p = -r— dx + -T— dy + dz. 
dx ôy ôz 

A partir de esto y de la ecuación (1-19) se sigue que 

^-dx + ^-dy + ^dz = (grad <p) x dx + (grad <p) dy + (grad y) : dz. 
dx dy dz 

Al igualar los coeficientes de las diferenciales de las variables independientes en 
ambos miembros de la ecuación, se tiene 

grad</> = i^ +j^ +k Õ f (1-20) 

dx õy õz 



Fig. 1.3 Partes de dos superfícies 
de nivel de la función q>(x , y, z ). |g rad <p\ 
en P es igu al al limite de AcplPQ 
cuando PQ -► 0 y dípjds es el limite 
correspondiente de A (p/PS. 
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a coordenadas rectangulares. En un caso más complicado, el procedimiento es el 
■iuno. En coordenadas polares esféricas, con r, 0, <j> definidos como en la figura 1.4, 

monos 




( 1 - 21 ) 


y 


ds = a r dr + a 0 r dO + a^r sen 8 d<f >, 


( 1 - 22 ) 


donde a 0 y a^ son vectores unitários en las direcciones de r, 8 y <j >, respectivamente. 
Afficando (1-19) e igualando los coeficientes de las variables independientes obtene- 


. 1 õq> 

grad <p = a r — + a e - — + a 0 


1 


dr 


r Õ8 


r sen 8 d<j> 


(1-23) 


coordenadas esféricas. 


Fig. 1.4 Defmición de las coordenadas 
polares r, 0, 0. 



14 INTEGRACION VECTORIAL 

Qvo está que existen otrqs aspectos de la diferenciación en donde intervienen 
wrtores; sin embargo, conviene discutir primero la integración vectorial. Para 
Mcstros propósitos podemos considerar tres clases de integrales: de línea, de 
^*rficie y de volumen, según la naturaleza de la diferencial que aparezca en la 
■iegral. El integrando puede ser un vector o un escalar; no obstante, ciertas 
combinacioncs de integrandos y diferenciales dan origen a integrales que no son de 
■terés. Las de mayor interés aqui son Ia integral de línea de un vector, la integral de 
nperficie de un vector y la integral de volumen tanto de vectores como de escalares. 

& F es un vector, la integral de línea de F se denota como 

r b 

F • dl, 

“c 


(1-24) 
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donde C es la curva sobre la cual se efectúa la integración, a y b los puntos inicial y 
final de esta curva y dl un desplazamiento vectorial infinitesimal a lo largo de la 
curva C. Puesto que F dl es un escalar, es claro que la integral de línea es un escalar. 
La definición de la integral de línea es muy semejante a la definición de Riemann de la 
integral definida. El segmento de C entre a y b es dividido en un gran número de 
pequenos incrementos Al,-; para cada incremento se escoge un punto interior y se 
halla el valor de F en ese punto. Se encuentra el producto escalar de cada incremento 
con su correspondiente valor de F y se calcula la suma de todos ellos. La integral de 
línea se define entonces como el limite de esta suma a medida que el número de 
incrementos llega a ser infinito de tal manera que cada incremento tienda a cero. Esta 
definición puede expresarse en forma compacta por 



Es importante notar que la integral de línea depende generalmente no sólo de los 
extremos ay b, sino también de la curva C sobre la que se efectúa la integración. La 
integral de línea alrededor de una curva cerrada tiene tanta importância que se ha 
empleado una notación especial para ella; ésta es 



(1-25) 


La integral alrededor de una curva cerrada puede o no ser cero; el tipo de vectores 
para los cuales la integral de linea alrededor de una curva cerrada es cero, es de 
importância considera ble. Por esta razón uno se encuentra a menudo con integrales 
de linea alrededor de trayectorias cerradas no indicadas, por ejemplo. 



(1-26) 


Esta notación es útil sólo en aquellos casos donde la integral es índependiente dei 
contorno C dentro de limites bastantes amplios. Si hay posibílidad de ambigüedad, 
conviene especificar el contorno. El enfoque básico para la evaluación de integrales 
de linea es obtener una descripción para expresar la integral de línea como la suma de 
ires integrales unidimensionales ordinárias. En todos los casos, salvo los más simples, 
este es un procedimiento largo y tedioso; afortunadamente, muy pocas veces es 
necesario evaluar las integrales en esta forma. Como veremos posteriormente, a 
menudo es posible mostrar que la integral de línea no depende de la trayectoria entre 
los extremos. En este último caso se escoge una trayectoria sencilla para simplificar la 
integración. 

Si F es de nuevo un vector, una integral de superfície F se denota por 



(1-27) 
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donde S es la superfície sobre la cual se realiza la integración, da es un área 
infinitesimal en S y n es una normal unitaria a da. Existe una doble ambigüedad al 
escoger n, la que se elimina considerando que n es la normal dibujada hacia afuera si 
S es una superfície cerrada. Si S no es cerrada y es finita, entonces tiene una frontera y 
el sentido de la normal es importante sólo con respecto al sentido arbitrário positivo 
al atravesar la frontera. El sentido positivo de la normal es la dirección en la cual 
avanzaría un tornillo a la derecha si se girara en la dirección dei sentido positivo 
sobre la curva limitadora. Esto se ilustra en la figura 1.5. La integral de superfície de 
F sobre una superfície cerrada S se expresa a veces por 

| F • n da. 

J s 

Comentários completamente paralelos a los hechos para la integral de línea pueden 
hacerse para la integral de superfície. La integral de superfície es claramente un es¬ 
calar; por lo general, depende de la superfície S y los casos en que no depende de ella 


Fig. 1.5 Relación de la normal n 
a una superfície, y el sentido de 
recorrido en la frontera. 



tienen particular importância. La definición de la integral de superfície se hace de un 
modo exactamente comparable a la de la integral de línea. La formulación detallada 
se deja como ejercicio. 

Si F es un vector y q> un escalar, entonces las dos integrales de volumen que nos 
interesan son 


J = \ (pdv, K = f F dv. (1-28) 

J V -V 

Evidentemente, J es un escalar y K es un vector. Las definiciones de estas integrales se 
reducen rápidamente a la integral de Riemann en tres dimensiones, excepto que en K 
se debe observar que hay una integral para cada componente de F. Estas integrales 
son suficientemente conocidas, de modo que no se necesita hacer ningún otro 
comentário. 


1.5 DIVERGÊNCIA 

Otro operador importante, que se presenta esencialmente como una derivada, es el 
operador divergência. La divergência dei vector F, expresada por div F, se define 
como sigue: 
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La divergência de un vector se define como el limite de su integral de superficie por 
unidad de volumen a medida que el volumen encerrado por la superficie tiende a 
cero. Esto es 



La divergência es evidentemente una función escalar puntual (campo escalar), y se 
define en el punto limite de la superficie de integración. La definición anterior tienc 
algunas propiedades: es independiente de cualquier elección especial dei sistema de 
coordenadas y puede ser usada para encontrar la forma explicita dei operador 
divergência en cualquier sistema particular de coordenadas. 

En coordenadas rectangulares, el elemento de volumen Ax Ay Az proporciona 
una base conveniente para encontrar la forma explicita de la divergência. Si un 
vértice dei paralelepípedo rectangular es el punto x 0 , y 0 , z o> entonces 


F x (x 0 + Ax, y, z) = F x (x 0 , y,z) + Ax-^ 

ÔF 

F y (x, >'() d" Ay> z ) = F y {x, d" AV ~Qy 

ÔF Z 

F z (x, y, z 0 + Az) = y» ^o) + Az 


(1-29) 


donde los términos de orden mayor en Ax, Ay y Az se han omitido. Puesto que el 
elemento de área Ay Az es perpendicular al eje x. Az Ax es perpendicular al eje y 
y Ax Ay es perpendicular al eje z, la definición de la divergência resulta ser 







(1-30) 


El signo menos asociado a los tres últimos términos toma en cuenta el hecho de que 
la normal trazada hacia afuera está en el sentido negativo de los ejes en estos casos. 
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t ® *"™ te * toma fácilmente, y se encuentra que la divergência en coordenadas 
retangulares es 


.. r ÕF X ÕF y dF z 

div F = -T- 5 + -r 1 + -r 1 

ox ôy dz 


(1-31) 


En coordenadas esféricas el procedimiento es semejante. El volumen encerrado 
por d intervalo de coordenadas Ar, A0, A(fi se elige como el volumen de integración. 
Ede volumen es r 2 sen 0 Ar A0 A <f>. Como el área encerrada por los intervalos de 
coordenadas depende de los valores de las coordenadas (observe que éste no es el 
oao con coordenadas rectangulares), es mejor escribir F • n Aa en su forma explícita: 

F • n Aa = F,r 2 sen 0 A0 A<f> + F e r sen 0 A<j> Ar + F^r Ar A0. (1-32) 

Es evidente de esta expresión que r 2 F T sen 0, más bien que sólo F r , debe desarrollarse 
m serie de Taylor. Similarmente, el coeficiente de los produetos de los intervalos de 
coordenadas debe desarrollarse en los otros términos. Haciendo este desarrollo y 
^■pfeandolos para evaluar la integral de superfície en la definición de divergência, se 


div F = lím 


1 


( F r r 2 sen0) Ar A0 A</> 


k"‘Ô rl sen 0 Ar A0 A <f> \dr 

ô f) 

+ (Fe r sen 0) Ar A0 + — (F^r) A <l> Ar A 6 


(1-33) 


Tomando el limite, se ve que la forma explícita de la divergência en coordenadas 
afincas es 


div F = \ 4- (r 2 F r ) + —- 

r 2 dr ' ' r sen 0 00 


1 


a (sa,ef » ) + 7^ã/- i 1 - 34 » 


Este método para hallar la forma explícita de la divergência es aplicable a cualquier 
astema de coordenadas siempre y cuando se conozcan las formas de los elementos de 
volumen y de superfície o, alternativamente, los elementos de longitud. 

El significado físico de la divergência se puede ver de inmediato en un ejemplo 
tomado de la mecânica de fluidos. Si V es la velocidad de un fluido, dada en función 
de la posición y p es su densidad, entonces pV • n da es evidentemente la cantidad 
neta de fluido por unidad de tiempo que sale dei volumen encerrado por S. Si el 
fluido es incompresible, la integral de superfície mide la fuente total dei fluido 
encerrado por la superfície. La definición anterior de divergência indica entonces que 
puede interpretarse como el limite de la intensidad de la fuente por unidad de 
volumen, o sea, la densidad de la fuente de un fluido incomprensible. 

Un teorema muy importante en donde interviene la divergência puede ahora 
cnunciarse y demostrarse. 
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Teorema de la divergência. La integral de la divergência de un vector sobre un 
volumen V es igual a la integral de superfície de la componente normal dei vector 
sobre la superfície que limita V Esto es, 



Considere que el volumen se subdivide en un gran número de pequenas celdas. Sea 
AI^ el volumen de la i-ésima celda que está limitada por la superfície Es claro que 



(1-35) 


donde en cada integral de la izquierda la normal se dirige hacia afuera dei volumen 
considerado. Puesto que el sentido hacia afuera para una celda es el sentido hacia 
adentro de una celda adyacente, todas las contribuciones dei primer miembro de 
(1-35) se anulan excepto aquellas que provienen de la superfície S. y la ecuación (1-35) 
queda esencialmente demostrada. El teorema de la divergência se obtiene haciendo 
que el número de celdas se aproxime a la infinidad, de tal modo que el volumen de 
cada celda tienda a cero. 



(1-36) 


En el limite, la suma sobre i se convierte en una integral sobre V y la razón de la 
integral sobre S, a AT^ se convierte en la divergência de F. Así, 



(1-37) 


que es el teorema de la divergência. Tendremos frecuentes ocasiones para utilizar este 
teorema, tanto para el desarrollo de los aspectos teóricos en electricidad y dei 
magnetismo como para el propósito práctico de evaluar integrales. 

1.6 ROT ACION AL 

El tercer operador diferencial de interés es el rotacional. El rotacional de un vector, 
denotado por rot F, se define de la forma siguiente: 

El rotacional de un vector es el limite de la razón entre la integral de su producto 
vectorial con la normal trazada hacia afuera, sobre una superfície cerrada, y el 
volumen encerrado por la superfície cuando este volumen tiende a cero. Es decir, 



(1-38) 
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La semejanza entre esta definición y la definición de la divergência es bastante 
evidente; en lugar dei producto escalar de un vector con la normal trazada hacia 
afuera, se tiene el producto vectorial. Por lo demás, las definiciones son las mismas. 
Existe una definición distinta pero equivalente que resulta ser de mayor utilidad. Esta 
definición es: 

La componente de rot F en la dirección dei vector unitário a es el limite de una 
integral de línea por unidad de área , a medida que el área encerrada tiende a 
cero , siendo esta área perpendicular a a. Esto es, 



(1-39) 


donde la curva C, Ia cual limita la superfície S, está en un plano normal a a. Es fácil 
ver la equivalência entre las dos definiciones, considerando una curva plana C 
y volumen recorrido por esta curva cuando se desplaza una distancia ç en la 
dirección de la normal a este plano, como se muestra en la figura 1.6, Si a es normal a 
este plano, entonces al tomar el producto escalar de a con la primera definición dei 
rot acionai, (1-38), se tiene 



(1-40) 


Como a es paralelo a la normal para toda la superfície limitadora excepto para la 
franja angosta limitada por C y C, sólo se necesita considerar la integral sobre 
Ia superfície. Para esta superfície notamos que a x n da es sólo Ç dl, donde dl es un 
desplazamiento infinitesimal sobre C. Puesto que, además, V= £S, el limite de la 
integral de volumen es: 



que se reduce a la segunda forma de nuestra definición al eliminar las £ Esta 
equivalência puede demostrarse sin emplear el volumen especial utilizado aqui; sin 
embargo, el hacerlo de este modo sacrifica bastante la sencillez de la demostración 
dada anteriormente. 


Fig. 1.6 Volumen recorrido 
al desplazar la curva C en el sentido 
de su normal a. 















16 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


La forma dei rotacional en vários sistemas coordenados puede calcularse de un 
modo muy parecido al que se hizo para la divergência. En coordenadas rectangulares 
es conveniente el volumen AxAyAz. Para Ia componente x dei rotacional, sólo 
contribuyen las caras perpendiculares a los ejes yyz. Recordando que j x k = - k x 
x j = i, las contribuciones que no se elimina n de las caras de! paralelepípedo de la 
componente x dei rotacional dan 


(rot F)* = lím p {[— F y (x, y, z 4- Az) + F y (x y y, z)] Ax Ay 

+ [F,(x, y + Ay, z) - F,(x, y, z)] Ax Az}. (1-41) 

Haciendo un desarrollo en serie de Taylor y sacando el limite se tiene 


para la componente x dei rotacional. Las componentes yyz pueden encontrarse en 
una forma exactamente igual. Son 


(rot F) = 


ej\ 

dz 


õ h 

dx ’ 


, _ dF y 

(TOtF) z = — 


õy ' 


(1-43) 


La forma dei rotacional en coordenadas rectangulares puede recordarse fácilmente si 
se observa que es sólo el desarrollo de un determinante de tres por tres, es decir, 


rot F = 


i j k 

d_ d_ d_ 
dx ôy dz 

F x F y F z 


(1-44) 


El problema de hallar la forma dei rotacional en otros sistemas coordenados es sólo 
un poco más complicado y se deja para los ejercicios. 

Como con la divergência, nos encontramos con un teorema importante y útil en 
que interviene el rotacional, conocido como teorema de Stokes. 

Teorema de Stokes. La integral de línea de un vector alrededor de una curva 
cerrada es igual a la integral de la componente normal de su rotacional sobre 
cualquier superfície limitada por la curva. Esto es, 
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donde C es una curva cerrada que limita la superfície S. La demostradón de este 
teorema es bastante análoga a la demostración dei teorema de la divergência. La 
superfície S se divide en un gran número de celdas. La superfície de la i-ésima celda se 
denomina A S t y la curva que la limita es C f . Puesto que cada una de estas celdas debe 
recorrerse en el mismo sentido, es claro que la suma de las integrales de línea sobre 
las C t es justamente la integral de línea alrededor de la curva limitadora; todas las 
demás contribuciones se cancelan. Así pues, 

í F • dl = £ | F • dl. 

J c i Jc/ 

Sólo falta determinar el limite a medida que el número de celdas se vuelve infinito, de 
tal modo que el área de cada celda tienda a cero. El resultado de este procedimiento 
de limite es 



que es el teorema de Stokes. Este teorema, como el de la divergenda, es útil tanto en 
el desarrollo de la teoria electromagnética como en la evaluadón de integrales. Tal 
vez valga la pena observar que ambos teoremas, el de la divergenda y el de Stokes, 
son esendalmente integradones parciales. 


1.7 EL OPERADOR VECTOR DIFERENCIAL V 


Introduciremos ahora una notación alternativa para los tres tipos de diícrendación 
vectorial que se han discutido: el gradiente, la divergenda y el rotadonal. Estos se 
han expresado en términos dei operador diferencial del> que está definido en 
coordenadas cartesianas como 


V = 




õ_ 
dz' 


(1-46) 


Del es un operador diferendal que se aplica solamente delante de una fundón de 
(x,y, z), la cual queda así diferenciada; es un vector que obedece a las leyes dei 
álgebra vectorial*. En términos de dei , las ecuadones (1-20), (1-31) y (1-44) se 
expresan como 

grad = V, 


V<p = i 


ôq> 

dx 


. dq> 
+ l ~õy 


+ k 


dq> 
dz ' 


( 1 - 20 ) 


* Es también un vector en términos de sus propiedades de transformación, como se muestra en el 
Apêndice I. 
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div = V •, 


8F X õF y ÕF Z 


(1-31) 


rot = V x , 


V x F = 


J 


k 

d õ_ õ_ 

dx ôy õz 

F, F, F, 


(1-44) 


acuerdo con las ecuaciones (1-19), (1-45) y (1-37), son 


r b C 

Sq> • dl = I d<p = (p 

* n- J a 


= <Pb~ <Pa > 


V x F 


í 


* nda = <b F 

J c 

F dv = í F 

J s 


dk 


nda. 


(1-47) 


(1-45) 


(1-37) 


Estas nos dan la integral de una derivada de una función sobre una región de n 
dimensiones en términos de los valores de la función misma sobre el limite de (n 1) 
írricôíde la región, para n - 1.2,3. Debido a ,»e el operado, dei obed^ laa 
regias dei álgebra vectorial, es conveniente usarlo en los cálculos dei analisis 
vectorial, y de ahora en adelante expresaremos el gradiente, la divergência y 
rotacional en términos de V. Se observará que V es un operador lineal. 

V(a<p + bij/) = aVcp + bVi//, 

V • (aF + bG) = aV • F + b\ • G, 

V x (aF + bG) = aV x F + b\ x G, 


si a y b son cscíilíircs const&ntcs. 

* H. T. Yang da un análisis elemental 


t>Ti .ÍOtÀTflCll 


ni_1 QTO 1 
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L8 DESARROLLOS POSTERIORES 

Las operaciones de tomar el gradiente, la divergência o el rotacional de 
adecuadas de campos pueden repetirse. Por ejemplo, tiene sentido tomar la divergên¬ 
cia dei gradiente de un campo escalar. Algunas de estas operaciones repetidas dan 
cero para cualquier campo de buen comportamiento. Una es de tanta importanda 
que tiene un nombre especial; las otras pueden expresarse en función de operaciones 
más sencillas. Una operación doble de mucha importância es la divergência dei 
gradiente de un campo escalar. Este operador combinado se conoce como el 
operador laplaciano y generalmente se expresa por V 2 , 

V • V = V 2 . 


En coordenadas rectangulares, 


vy = 


d 2 q> ô 2 <p 
õx 2 dy 2 


õ 2 q> 
+ ~õz 2 ' 


(1-48) 


Este operador es de gran importanda en electrostática y se estudiará con detalle en el 
capítulo 3. 

El rotacional dei gradiente de cualquier campo escalar es cero. Este enundado se 
verifica más fácilmente expresándolo en coordenadas rectangulares. Si el campo 
escalar es q>, entonces 


V x (V<p) = 


i 

j 

k 

õ 

Õ_ 

e 

ôx 

õy 

õz 

d(p 

ô<p 

õ(p 

~õi 

õy 

õz 


ay ay \ 

õy õz dz õy) 


(1-49) 


que verifica el enunciado original. En términos dei operador 

V x V = 0. 


La divergência de cualquier rotacional es también cero. Esto se verifica directamente 
en coordenadas rectangulares al escribir 




d h 

õy 


_õF 1 \,±(dF^ 

õz ) õy \ õz 


+ *' * = 0 , 


(1-50) 


o 


V VxF = VxV F = 0. 
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La otra posible operación de segundo orden es tomar el rotacional dei rotacional de 
un campo vectorial. Se deja como ejercicio demostrar que en coordenadas rectangu- 


lares 


(1-51) 


V x (V x F) = V(V • F) - V 2 F, 


donde el laplaciano de un vector es el vector cuyas componentes rectangulares son 
los lapladanos de las componentes rectangulares dei vector original. En cualquier 
otro sistema coordenado que no sea rectangular, el laplaciano de un vector esta 

definido por la ecuación (1-51). . , . . 

Otra forma de ampliar la aplicación de los operadores vectonales diferenciales es 
aplicarlos a diferentes productos entre vectores y escalares. Hay seis combmaciones 
posibles de productos y operadores diferenciales; se encuentran en la tabla 1.1. 
Estas identidades pueden verifícarse fácilmente en coordenadas rectangulares, lo cual 
es suficiente para asegurar su validez en cualquier sistema de coordenadas. Una 
derivada de un producto de más de dos funciones o una derivada de más de segundo 
orden, puede calcularse mediante aplicaciones repetidas de las identidades de la tabla 
1.1, que es, por tanto, exhaustiva. Las fórmulas pueden recordarse fácilmente a partir 
de las regias dei álgebra vectorial y la diferenciación ordinaria; la única ambiguedad 
posible se encuentra en (1-1-6), en donde aparece F ■ V (no V • F). 

Algunas funciones de tipo particular figuran con tanta frecuencia en la teoria 
electromagnética que merece la pena mencionar ahora sus diversas denvadas. Para 
la función F = r. 


V • r = 3, 
V x r = 0, 
G • Vr = G, 
V 2 r = 0. 


(1-52) 


Para una función que sólo depende de la distancia r — |r| — y/x + y + 



(1-53) 


Tabla 1.1 Identidades dei vector diferencial 


V x (F x G) = (V ■ G)F - (V • F)G + (G • V)F - (F • V)G 


V x (V x F) = V(V • F) - V 2 F 
V(W0 = (?<pW + <pV<l' 

V(F • G) = (F • V)G + F x (V x G) + (G • V)F + G x (V x F) 

V ■ (q>F) = (Vcp) • F + q>V • F 


V • (F x G) = (V x F) • G - (V x G) • F 
V x (<pF) = (\<p) x F + <pV x F 


V ■ \<p = V 2 <p 
V•V x F = 0 
V x V<p = 0 


( 1 - 1 - 1 ) 

( 1 - 1 - 2 ) 

(1-1-3) 

(1-1-4) 

(1-1-5) 

( 1 - 1 - 6 ) 

(1-1-7) 

( 1 - 1 - 8 ) 

(1-1-9) 

( 1 - 1 - 10 ) 
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tton una función que depende dei argumento A • r, donde A es un vector constante, 


<p(A-r) o F(A-r): V = A^-^. 


(1-54) 


fina una función que depende dei argumento R = r — r', donde r' se considera un 
origen constante, 


V = V 


R> 


v *-'é + *j? +k é- 


(1-55) 


donde R = Xi + Yj + Zk. Si r es considerada una constante, entonces tendremos 


donde 


V = -V' 


(1-56) 


V' = 


•A -A 

1 dx' + J dy' 



Hay varias posibilidades para la ámpliación dei teorema de la divergenda y dei 
teorema de Stokes. La más interesante de éstas es el teorema de Green, que es 


í (iAV 2 (jp — <pV 2 t/f) dv =| (i/fV^p — (pVi//) • n da. (1-57) 

V J S 


Este teorema se obtiene de la aplicación dei teorema de la divergência al vector 

F = ij/\(p — 

Utilizando esta F en el teorema de la divergenda, obtenemos 

[ V • — (pVi)/] dv = <j> (^V<p — * n da. (1-58) 

V J s 


Empleando la identidad (tabla 1.1) para la divergenda de un escalar por un vector se 

tiene 

V • (ip\(p) — V • (<j= \j/V 2 (p — <pV 2 tj/. (1-59) 

Combinando (1-58) y (1-59) se obtiene el teorema de Green. Algunas otras integrales 
figuran en la tabla 1.2. 

Esto concluye nuestra breve exposidón dei análisis vectorial. Por motivo de la 
brevedad, las demostraciones de muchos resultados se han dejado como ejerddos. 
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No se ha hecho ningún intento para lograr un alto grado de rigor; todo el enfoque 
se ha basado únicamente en la utilidad. Lo que necesitaremos es lo que hemos 
desarrollado; todo lo demás se ha omitido. 

TaMa 1.2 Teoremas de integrales vectoriales 



( 1 - 2 - 1 ) 


( 1 - 2 - 2 ) 


(1-2-3) 


| (V • G + G • V)F dv = £ F(G ■ n) da (1-2-4) 

1.9 RESUMEN 

Tres diferentes clases de diferenciación vectorial pueden expresarse mediante el 
operador vectorial diferencial dei, V, o sea, el gradiente, la divergência y el rotacional: 




i j k 

_a õ _ õ _ 

dx õy dz 
F x Fy F z 


dei es un operador lineal. Su aplicación repetida o su aplicación a productos de 
funciones, produce fórmulas que pueden obtenerse en coordenadas rectangulares, 
pero que son independientes dei sistema de coordenadas. Estas formulaciones 
pueden recordarse mediante las regias dei álgebra vectorial y de la diferenciación 
ordinaria. Las derivadas de algunas funciones especiales vale la pena conservarias en 
la memória. Los teoremas integrales más importantes acerca de las derivadas son. 



V • F dv = | F • n da (Teorema de la divergência). 


Estas son generalizaciones dei teorema fundamental dei cálculo. 
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PROBLEMAS 

y. 1-1 Los vectores dei origen a los puntos A, B, C, D son 

A = i + j + k, 

B = 2i + 3j, 

C = 3i + 5j - 2k, 

D = k — j. 

Demuestre que las rectas AB y CD son paralelas y encuentre la razón entre sus longitudes. 
1-2 Demuestre que los siguientes vectores son perpendiculares. 

A = i + 4j + 3k, 

B = 4i + 2j — 4k. 

13 Demuestre que los vectores 

A = 2i - j + k, 

B = i — 3j — 5k, 

C = 3i - 4j - 4k 

constituyen los lados de un triângulo rectángulo. 

1.4 Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación 

A = B — C 

e interpretando el resultado geométricamente, demuestre la «ley de los cosenos». 

1.5 Demuestre que 

A = i cos a + j sen a, 

B = i cos p + j sen p 

son vectores unitários en el plano xy formando ângulos a, p con el eje x. Por medio de un 
producto escalar, obtenga la fórmula para cos (a — p). 

1.6 Si A es un vector constante y r es el vector dei origen al punto (x, y, z), demuestre que 

(r - A) • A = 0 

es la ecuación de un plano. 

1.7 Con A y r definidos como en el problema 1.6, demuestre que 

(r — A) • r = 0 

es la ecuación de una esfera. 
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IS Usando d producto punto, encuentre el coseno dei ângulo entre la diagonal interna de un 
cabo y ima de las arístas de éste. 

L» Demuestre la ley de los senos para un triângulo mediante el uso dei producto cruz de un 
sector con A + C = B. 

1.10 Si A, B, C son vectores dei origen a los puntos A, B, C, demuestre que 

(A x B) + (B x C) + (C x A) 


es perpendicular al plano ABC. 

1.11 Verifique mediante sustitución directa que la ecuación (1-15) es una solución de la 
ecuación (1-14). [Observe que la ecuación (1-14) implica que C es perpendicular a .] 

1.12 Demuestre que A, B y C no son linealmente independientes si 


^Son los vectores 


A = j + 3k, 
B = i — 2k, 


C = i + j + k 


linealmente independientes? 

1.13 Demuestre que el vector unitário normal a la superfície <p(r) = constante es 


Encuentre n para el elipsoide 


n = V<p/|V<j>|- 
<p = ax 2 + by 2 + cz 2 . 


114 Encuentre el gradiente de <p en coordenadas cilíndricas, sabiendo que ds dr» r + 
1 r dd*a 4- dz k. Se observará que r y 0 tienen distintos significados en este caso que en las 
ecuaciones (1-21) y (1-22). En coordenadas esféricas, r es la magmtud dei radm vector que va 
desde el origen y 0 es el ângulo polar. En coordenadas cilíndricas, r es la distancia 
perpendicular desde el eje dei cilindro y 0 es el ângulo azimultal con respecto a este eje. 


1.15 De la definición de la divergência, obtenga una expresión para V-F en coordenadas 
cilíndricas. 


1.16 Encuentre la divergência dei vector 


i(x 2 + yz) + j(y 2 + zx) + k(z 2 + xy). 


Encuentre también su rotacional. 

1.17 í,Es V x F necesariamente perpendicular a F para cualquier función vectorial F? 
Justifjque su respuesta. 

1.18 Para dos funciones escalares cualesquiera q> y i/», demuestre que 

S 2 {(p^i) — tpV 2 il* + <pV 2 (p + 2V<p • Vt j/. 
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® S r es un vector que va dei orígen al punto (x, y, z), demuestre las fórmulas 
V-r = 3; Vxr = 0; (u-V)r = u. 

■ cs un vector cualquiera.] 

9M S A es un vector constante, demuestre que 

V(A - r) = A. 

Ui ftuebe Ias identidades (1-1-7) y (1-1-9) de la tabla Ll. 

SS S r es Ia magnitud dei vector que va dei origen al punto (x, y, z ) yf(r) es una función 
^traria de r, demuestre que 

IB Demuestre que 

V.F(r) = I.^. 
r dr 

UI Demuestre que 

í Mí)-A0 

Verifique la ecuadón (1-51) en coordenadas rectangulares, donde V 2 F en estas coorde- 
tiene la forma definida en el texto. 

Ptuebe las identidades (1-2-2) y (1-2-4) de la tabla 1.2. (Sugerencia: Utilice el teorema de 
ergencia y una o más identidades de la tabla 1.1.) 
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2f ELECTROST ATIC A 


2.1 CARGA ELECTRICA 

La primera observación de la electrización de objetos por frotamiento está perdida 
en la antigüedad; sin embargo, es una experiencia común que al frotar un peine de 
ebonita con un pedazo de lana, el peine adquiere capacidad para levantar pequenos 
pedacitos de papel. Como resultado de frotar los dos objetos (hablando estrictamen- 
te, como consecuencia de ponerlos en contacto), tanto la ebonita como la lana 
adquieren una nueva propiedad; se cargan. Este experimento sirve para introducir el 
concepto de carga. Pero la carga, en sí, no se crea durante este proceso; la carga total, 
o sea, la suma de las cargas de los dos cuerpos, es aún la misma que antes de la 
electrización. A la luz de la física moderna sabemos que las partículas micros¬ 
cópicas cargadas, específicamente los electrones, se transportan de la lana a la 
ebonita, dejando la lana cargada positivamente y el peine de ebonita cargado ne¬ 
gativamente. 

La carga es una propiedad fundamental y característica de las partículas 
elementales que forman la matéria. De hecho, toda matéria está compuesta funda¬ 
mentalmente de protones, neutrones y electrones, y dos de estas partículas tienen 

carga. . . , 

Pero aun cuando en una escala microscópica la matéria se componga de un 
gran número de partículas cargadas, las potentes fuerzas eléctricas asociadas con 
estas partículas quedan bastante ocultas a una observación macroscópica. El motivo 
es que hay dos clases de carga, positiva y negativa, y un pedazo ordinário de ma¬ 
téria contiene aproximadamente cantidades iguales de cada clase. Desde el punto 
de vista macroscópico, la carga se refiere a la carga neta, o al exceso de carga. 
Cuando décimos que un objeto está cargado, lo que queremos decir es que tiene 
un exceso de carga, ya sea un exceso de electrones (negativos) o un exceso de pro¬ 
tones (positivos). 

En este capítulo y en los siguientes, la carga se representará generalmente por 

el símbolo q. . 

Es una observación experimental que la carga no puede crearse m destruirse. La 
carga total de un sistema cerrado no puede cambiar. Desde el punto de vista 
macroscópico, las cargas pueden reagruparse y combinarse en distintas formas, 
sin embargo, podemos establecer que la carga neta se conserva en un sistema 
cerrado. 
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12 LEY DE COULOMB 


Hada finales dei siglo XVlll Ias técnicas de la ciência experimenta! lograron suficiente 
perfeecionamiento para hacer posíble observaciones refinadas de las fuerzas entre 
cargas eléctricas, Los resultados de estas observaciones, que eran extremadameme 
discutidas en aquella época, pueden resumi rse en tres princípios: (a) Hay dos y sólo 
dos clases de carga eléctrica, conocidas ahora como positiva y negativa, (b) Dos 
cargas puntuales ejercen entre sí fuerzas que actúan sobre la línea que las une y que 
son inversamente proporcionales ai cuadrado de su distancia de separación. (c) Estas 
fuerzas son también proporcionales al producto de las cargas, son repulsivas para 
cargas iguales, y atractivas para cargas contrarias* Los dos últimos principios, con el 
primero como preâmbulo, se conocen como ley de Coulomb en honor de Charles 
Augustin de Coulomb (1736-1806), quien fue uno de los destacados estudiantes de 
dectricidad dei siglo XVI n. La ley de Coulomb para cargas puntuales puede 
iòrmularse condsamente con la notación vectoríal dei capítulo 1 como 


Fx = C 


<h<h £12 

r h r 12 


( 2 - 1 ) 


r i 2 — r i — r 2s 

donde F x es la fuerza sobre la carga q l9 r 12 es el vector que va de q 2 a q u r í2 es la 
magnitud de r 12 y C es la constante de proporcionalidad respecto de la cual se 
hablará posteriormente. En la ecuación (2-1) se ha formado un vector unitário en la 
dirección de r 12 al dividir r 12 por su magnitud, artificio que se utilizará frecuentemen- 
te. Si ha de hallarse la fuerza sobre q 2 , sólo es necesarío cambiar cada subíndice 1 a 2 
y cada 2a 1. Entender esta notación es importante, puesto que en el trabajo futuro 
proporcionará una técnica para seguir el rastro de las variables dei campo y de la 
hiente. 

La ley de Coulomb se aplica a cargas puntuales. En el sentido macroscópico una 
«carga puntual» es aquella cuyas dimensiones espaciales son muy pequenas en 
comparación con cualquier otra longitud pertinente al problema en consideración, y 
utilizaremos el término «carga puntual» en este sentido. Hasta donde sabemos, la ley 
de Coulomb también se aplica a las interacciones de partículas elementales tales 
como protones y electrones. La ecuación (2-1) es válida para la repulsión electrostáti- 
ca entre núcleos a distancias mayores de 10“ 14 metro, aproximadamente; a distan¬ 
cias menores dominan el panorama las fuerzas nucleares, potentes, pero de corto 
alcance. 

La ecuación (2-1) es una ley experimental; sin embargo, hay evidencia teórica y 
experimental para indicar que la ley dei inverso de los cuadrados es exacta, es decir, 
que el exponente de r 12 es exactamente 2. Por un experimento indirecto* se ha 

demostrado que el exponente de r 12 puede diferir de 2 en no más de una parte 
en 10. 


* E. R. Williams, J. E. Faller y H. A. Hill, Phys. Rev. Letters, 1971, vol. 26, pág. 721. Experimentos 
similares fueron realizados anterionnente. Maxwell establedó el exponente de 2 hasta una parte en 20000. 
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La constante C de la ecuación (2-1) requiere algún comentário, ya que con ella se 
determina el sistema de unidades. Las unidades de fuerza y distancia son presumible- 
mente las mismas que pertenecen a uno de los sistemas empleados en mecânica; el 
procedimiento más directo en este caso seria fijar C = 1, y elegir la unidad de carga 
de tal forma que la eCuación (2-1) concuerde con el experimento. Este es el 
procedimiento adoptado por el sistema gaussiano de unidades. También son posibles 
otros procedimientos y pueden tener ciertas ventajas; es decir, la unidad de carga 
puede determinarse por anticipado. Giorgi demostro en 1901 que todas las unidades 
eléctricas comunes, tales como el ampere, el volt, el ohm, el henry, etc., pueden 
combinarse con uno de los sistemas mecânicos (el llamado sistema mks o metro- 
kilogramo-segundo) para formar un sistema de unidades para todos los problemas 
eléctricos y magnéticos. Una ventaja de este sistema es que los resultados de los 
cálculos de circuitos eléctricos se expresan en las mismas unidades eléctricas que se 
emplean en el laboratorio; emplearemos en este texto el sistema de unidades mks 
racionalizado o de Giorgi. Como en este sistema q se mide en coulombs (C), r en 
metros y F en newtons (N), es claro que C debe tener dimensiones de newtons por 
metros 2 por coulomb 2 . La magnitud de la unidad de carga, el coulomb, se establece a 
partir de experimentos magnéticos; esto requiere que C = 8.9874 x 10 9 N ■ m 2 /C 2 . 
Hacemos la sustitución aparentemente complicada, C = lj4ne 0 , con el motivo de 
simplificar ecuaciones posteriores. La constante e 0 se presentará repetidamente; ésta 
es conocida como permitividad dei espado libre , y numéricamente es igual a 
8.854 x 10" 12 C 2 /N ■ m 2 . En el Apêndice I, las definiciones de coulomb, ampere, 
permeabilidad y permitividad dei espado libre se relacionan entre si y con la ve- 
locidad de la luz en una forma lógica; puesto que una formulación lógica de estas 
definiciones requiere conocimientos de los fenómenos magnéticos y de la propaga- 
ción de ondas electromagnéticas, no es apropiado presentarlas ahora. En el Apên¬ 
dice II se discuten las unidades dei sistema gaussiano. Hasta el capítulo 4, toda 
fórmula puede cambiarse a unidades gaussianas simplemente reemplazando a e 0 
por 1/47L 

Si se tienen más de dos cargas puntuales, las fuerzas mutuas se determinan por la 
aplicadón repetida de la ecuadón (2-1). Particularmente, si se considera un sistema 
de N cargas, la fuerza sobre la i-ésima carga está dada por 


F _ - y Qj r ü 
1 j£i 4 ne 0 rfj ’ 


( 2 - 2 ) 


donde la sumatoria de la derecha se extiende a todas las cargas excepto la i-ésima. 
Esto es, por supuesto, solo el principio de superposición de fuerzas, que dice que la 
fuerza total que actúa sobre un cuerpo es la suma vectorial de las fuerzas indivi- 
duales que actúan sobre él. 

Una simple extensión de la idea de la interacdón entre N cargas puntuales es la 
interacdón de una carga puntual con una distribución continua de cargas. Hemos 
escogido esta configuradón deliberadamente para evitar algunas dificultades que 
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pueden encontrarse cuando se considera la interacción de dos distribuciones 
continuas de carga. Antes de continuar, debe examinarse el significado de una 
distribución continua de carga. Es bien sabido ahora que la carga eléctrica se 
cncuentra en múltiplos de una carga básica, la dei electrón. En otras palabras, si se 
examina una carga con detalle, se verá que su magnitud es un múltiplo entero de Ia 
magnitud de la carga electrónica. Para los propósitos de la física macroscópica, el 
que la carga sea discreta no ocasiona dificultades, simplemente porque la carga 
electrónica tiene una magnitud de 1.6019 x 10~ 19 C, que es extremadamente 
pequena. La pequenez de la unidad básica significa que las cargas macroscópicas 
estan compuestas invariablemente de un número muy grande de cargas electrónicas; 
esto a su vez significa que en una distribución macroscópica de carga cualquier 
demento pequeno de volumen contiene un gran número de electrones. Se puede 
describir entonces una distribución de carga en términos de una función de densidad 
de carga, definida como el limite de la carga por unidad de volumen a medida que el 
volumen se vuelve infinitesimal. Sin eçibargo, debe tenerse cuidado al aplicar esta 
dase de descripción a problemas atómicos, puesto que, en estos casos, sólo interviene 
un pequeno número de electrones y el procedimiento de tomar el limite no tiene 
sentido. Dejando a un lado estos casos atómicos, podemos proceder como si un 
segmento de carga pudiese subdividirse indefinidamente, y describir la distribución 
de carga por medio de funciones puntuales: 

una densidad volumétrica de carga definida por 


p = lím 

AK->0 


Aq 

AV’ 


(2-3) 


y una densidad superficial de carga definida por 


o = lím 
a s->o 


Aq 

AS 


(2-4) 


De lo que se ha dicho respecto a q , es evidente que p y <j son densidades de carga neta 
o excesos de carga. Vale la pena mencionar que en materiales típicos sólidos incluso 
una densidad muy grande de carga, p , implicará una variación en la densidad local 
de electrones de sólo una parte en 10 9 . 

Si la carga se distribuye en un volumen V con una densidad p y sobre una 
superfície S que limita a V con una densidad a, entonces la fuerza ejercida por esta 
distribución de carga sobre una carga puntual q, situada en r, se obtiene de (2-2) 
sustituyendo qj por Pjdv j (o por Gjda'j) y procediendo luego a obtener el limite: 


F< ■ Ú l M *'+ ikl jhr? ^ ia ' ,2 - 5) 


La variable r' se usa para localizar un punto dentro de la distribución de carga, esto 
es, hace el papel dei punto fuente ij en la ecuación (2-2). Puede parecer a primera vista 
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qae si d punto r está dentro de la distribución de carga, la primera integral de (2-5) 
divergirá. Este no es el caso; la región de integración en la vecindad de r contnbuye 
cn una cantidad despreciable, y la integral tiene buen comportamiento (véase pro¬ 
blema 2.5). 

Es claro que la fuerza sobre q, como la de la ecuación (2-5), es proporcional a q ; lo 
mismo es válido en la ecuación (2-2). Esta observación nos conduce a introducir un 
campo vectorial el cual es independiente de q, la llamada fuerza por unidad de carga. 
Este campo vectorial, conocido como campo eléctrico, se estudia con detalle en la 
siguiente sección. 


2.3 EL CAMPO ELECTRICO 

El campo eléctrico en un punto se define como el limite de la siguiente razón: la fuerza 
sobre una carga de prueba colocada en el punto con respecto a la egrga de la carga de 
prueba, tomándose el limite a medida que la magnitud de la carga de prueba tiende a 
cero. El símbolo que se acostumbra emplear para el campo eléctrico es E. En 
notación vectorial, la definición de E se convierte en 

E = lím —. (2-6) 

El proceso dei limite está incluido en la definición de E para asegurar que ia carga de 
prueba no afecte a la distribución de carga que produce E. Si, por ejcmplo, se 
distribuye carga positiva sobre la superfície de un conductor (un conductor es un 
material en el que la carga puede moverse libremente), entonces al acercar una carga 
de prueba a la vecindad dei conductor, la carga sobre el conductor se redistribuirá. Si 
el campo eléctrico se hubíera calculado utilizando la razón de fuerza a carga para una 
carga de prueba finita, el campo obtenido seria el debido a la carga redistribuída, y 
no e) debido a la distribución original de carga. En el caso especial en que una de las 
cargas de la distribución de carga puede ser usada como carga de prueba, no es 
necesario tomar el limite. En este caso, el campo eléctrico en la posición de la carga 
de prueba será el producido por todo el resto de la distribución de carga; no habra, 
por supuesto, redistribución de carga, ya que la distribución apropiada de carga se 
obtiene bajo la influencia de toda la distribución de carga, incluída la carga que se 
está empleando como carga de prueba. En algunos otros casos, particularmente en 
aquellos en que la distribución de carga está especificada, la fuerza será proporcional 
a la magnitud de la carga de prueba. En estos casos, también resulta innecesario el 
limite; sin embargo, si existe alguna duda, es más seguro emplear siempre el proceso 
dei limite. 

Las ecuaciones (2-2) y (2-5) proporcionan médios fáciles para obtener una 
expresión dei campo eléctrico debido a una distribución dada de carga. Sea la 
distribución de carga tal que consista de N cargas puntuales, q u q 2 , q^, localizadas 

en los puntos r l5 r 2 ,..., r N , respectivamente, y una distribución volumétrica de carga 
especificada por la densidad de carga p(r') en el volumen V y una distribución su- 
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perficial caracterizada por la densidad superficial de carga <r(r') sobre la superfície S. 
Si una carga de prueba q se encuentra en el punto r, experimenta una fuerza F 
dada por 



N 


Z 9< 



q r r - 
47tê 0 j v | r — r' | 3 


r' 


p( T ) dv' 


+ 


q 

4ne 0 



ff(r') da', 


(2-7) 


debida a la distribución de carga dada. El campo eléctrico en r es el limite de la razón 
entre esta fuerza y la carga de prueba q. Como la relación es independiente de q, el 
campo eléctrico en r es solo 


E(r) 


1 y r — r f 1 
4ne 0 í=i q ‘ |r - r, | 3 + 47 ü£ 0 

+ ÍÍ |7 



P( r') dv' 


( 2 - 8 ) 


La ecuación (2-8) es muy general; en la mayoría de los casos no se necesitarán uno o 
más términos. 

La cantidad que acabamos de definir, el campo eléctrico, puede calcularse en cada 
punto dei espacio en la vecindad de un sistema de cargas o de una distribución de 
carga. De este modo, E = E(r) es una función vectorial puntual, o un campo 
vectorial. Este campo tiene muchas propiedades matemáticas interesantes que 
desarrollaremos en las siguientes secciones y en el siguiente capítulo. Como una 
ayuda para visualizar la estructura dei campo eléctrico asociado con una distribu- 
dón de carga particular, Michael Faraday (1791-1867) introdujo el concepto de 
Hneas de fuerza. Una línea de fuerza es una línea imaginaria (o curva) dibujada de tal 
manera que su dirección en cualquier punto es la dirección dei campo eléctrico en 
dicho punto. 

Considere, por ejemplo, la estructura dei campo eléctrico asociado con una sola 
carga puntual positiva, q x . Las líneas de fuerza son líneas radiales que se dirigen hacia 
afuera de q 1 . De modo semejante, las líneas de fuerza asociadas con una carga 
puntual negativa aislada son también radiales, pero esta vez el sentido es hacia 
dentro (es decir, hacia la carga negativa). Estos dos ejemplos son extremadamente 
sencillos; sin embargo, ilustran una propiedad importante de las líneas de campo: las 
hneas de fuerza terminan en las fuentes dei campo eléctrico, es decir, en las cargas que 
producen el campo eléctrico. 

La figura 2.1 ilustra vários campos eléctricos sencillos que se han trazado con la 
ayuda de líneas de fuerza. 


2-4 EL POTENCIAL ELECTROSTATICO 

Se ha observado en el capítulo 1 que si el rotacional de un vector se anula, entonces el 
vector puede expresarse como el gradiente de un escalar. El campo eléctrico dado por 
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Fig. 2.1 El trazado de un campo eléctrico con ayuda de líneas de fuerza. 


la ecuación (2-8) satisface este critério. Para verifícarlo, observemos que tomar el 
rotacional de la ecuación (2-8) implica la derivadón con respecto a r. Esta variable 
aparece en la ecuación solo en funciones de la forma (r — r')/|r — r'| 3 y, por tanto, 
será suficiente demostrar que las funciones de esta forma tienen un rotacional nulo. 
Utilizando la fórmula de la tabla 1.1 para el rotacional dei producto (vector por 
escalar) se tiene 


V x 


r - r 


I r r ' | 3 |r — r'| : 


V x (r - r') + 


I r r ' | 3 


x [r - r']. 


(2-9) 


Un cálculo directo (véase problema 1.19) demuestra que 


V x (r - r') = 0, 


(2-10) 
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y (véase problema 1.22) que 


V 



-3 



( 2 - 11 ) 


Estos resultados, junto con la observación de que el producto vectorial de un vector 
con un vector paralelo es cero, son suficientes para demostrar que 


V x 


r — r 


|r-r'| 


715 = 0* 


( 2 - 12 ) 


Como cada contribución de la ecuación (2-8) al campo eléctrico es de esta forma, 
hemos demostrado que el rotacional dei campo eléctrico es cero. La ecuación (2-12) 
indica que existe una función escalar cuyo gradiente es el campo eléctrico; falta hallar 
esta función. Esto es, sabemos ahora que existe una función que satisface 


E(r)= — V<p(r), 


(2-13) 


pero tenemos que hallar la forma de la función <p. Deberá observarse que es 
convencional incluir el signo menos en la ecuación (2-13) y llamar a <p el potencial 
electrostático. 


es 


Es fácil encontrar el potencial electrostático debido a una carga puntual q x ; éste 


<p(r) = 


1 <h 
47te 0 | r — r, | ’ 


(2-14) 


como se verifica por la derivadón directa. Con esto como guia, es fácil adivinar que el 
potencial que da el campo eléctrico de la ecuación (2-8) es 


<p(r) = £ 1——T + J— f I — \ | dv' 

dne 0 iti | r - r, | Ant 0 J v \ r - r' | 

4ne 0 4 | r - r' | 


(2-15) 


lo cual también se verifica fácilmente por derivadón directa. Puede parecer que las 
ecuadones (2-14) y (2-15) se obtuvieron de un modo arbitrário; sin embargo, puesto 
que todo lo que se exige de tp es que satisfaga (2-13), y como esto ya se ha verificado 
directamente, no importa el medio por el cual se ha obtenido (p. 

El potendal electrostático <p puede obtenerse directamente tan pronto como se 
establezca su existenda. Puesto que se sabe que existe <p, podemos escribir 


í E(ri) ■ d\' — -f r Víp-dri, 

J ref ‘'ref 


(2-16) 
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donde ref indica un punto de referencia en el que <p es cero. De ia defmición de 
gradiente. , 

V(p ■ dv‘ = dq>. (2-17) 

Al sustituir (2-17) en la ccuación (2-16), ésta se convierte en la integral de una 
diferencial perfecta, que se resuelve fácil mente. E! resultado es 


*r f* - 

-I Sq> ■ dr'= -v(r)= E(r') • í/r', 

* ref rc ’ 


(2-18) 


que es realmente Ia inversa de la ecuación (2-13). Si el campo eléctrico debido a una 
carga puntual se utiliza en la ecuación (2-18) y el punto de referencia, o limite inferior 
de la integral, se considera en el infinito, siendo ahi el potencial cero, el resultado es 


9(0- 


4jtf 0 í' 


(2-J9) 


Esto, por supuesto, es sóto un caso especial de la ecuación (2-14), es decir. el caso en e 
que T[ es cero. Este proceso puede ampliarse para obtener la ecuación (2-15), sm 
embargo, el procedimiento es demasiado engorroso para mcluirlo aqui. 

Otro aspecto interesante y útil dei potencial electrostático es su semejanza con la 
energia potencial asociada a la fuerza electrostática conservativa. La energia poten¬ 
cial asociada con una fuerza conservativa arbitraria es 


l/(r) = - f F(r') • dr', 

'ref 


( 2 - 20 ) 


donde l/(r) es la energia potencial en r con respecto a un punto de referencia en que la 
energia potencial se considera arbitrariamente cero. Como en el caso electrostático 
F aE, se sigue que si se escoge el mismo punto de referencia para el potencial 
electrostático y para la energia potencial, entonces el potencial electrostático es sólo 
la energia potencial por unidad de carga. Esta idea se utiliza a veces para presentar ei 
potencial electrostático; sin embargo, creemos que la presentacion por medio de la 
ecuación (2-13) resalta la importância dei potencial electrostático para determinar el 
campo electrostático. Por supuesto, no hay duda acerca de la equivalência funda¬ 
mental de los dos enfoques. . 

La utilidad dei potencial electrostático al calcular campos electncos puede 
notarse al comparar las ecuaciones (2-8) y (2-15). La ecuación (2-8) es una ecuación 
vectorial; para obtener el campo eléctrico a partir de ella, es necesano evaiuar tres 
sumas o tres integrales para cada término. En el mejor de los casos, éste es un 
procedimiento tedioso; en algunos, es casi imposible integrar. La ecuación (2-15), en 
cambio, es una ecuación escalar e implica sólo una suma o integral por termino. 
Además, los denominadores que intervienen en esta ecuación son todos de la forma 
|r - r' |, lo que hace que las integrales sean mucho más sencülas que las de la ecuación 
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C~êl Esta simplificación es a veces suficiente para establecer la diferencia entre tener 

• mo tener que efectuar las integrales. Puede objetarse que después de hacer las 
Hiegrales de la ecuadón (2-15) es aún necesario derivar el resultado; esta objeción se 
ifeiiiiua de inmediato observando que la derivación puede siempre llevarse a cabo si 
**** 4cn l* 8 derivadas, y es, de hecho, por lo general, mucho más fácil que la 
«cgración. En el capítulo 3 se verá que el potencial electrostático es aún más 
mportante en aquellos problemas en los que no se especifica la distribución de carga, 

debe determinarse durante la resolución dei problema. 

Em d sistema mks, la unidad de energia es el newton-metro o joule. La unidad 
potencial es el joule/ coulomb, pero esta unidad se presenta tan frecuentemente que 

* ^ d* cl nombre especial de volt (V). La unidad dei campo eléctrico es el 
iion/coulomb o el volt/metro. 


15 CONDUCTORES Y AISLANTES 



isucomportamiento eléctrico, los materiales pueden dividirse en dos categorias: 

res de electricidad y aislantes (dieléctricos). Los conductores son sustancias, 
k>s metales, que contienen un gran número de portadores de carga libre 
^"renahn ente. Estos portadores de carga (electrones en la mayoría de los casos) 
mtma la libertad de mo verse por el material conductor; responden a campos 
seztrioos casi infinitesimales y continúan su movimiento mientras experimentan un 
1 Estos portadores libres llevan la comente eléctrica cuando se mantiene un 
' eléctrico en el conductor por medio de una fuente externa de energia. 

1 dieléctricos son sustancias en las que todas las partículas cargadas están 
muy fuertemente a las moléculas constituyentes. Las partículas cargadas 
cambiar sus posiciones ligeramente como respuesta a un campo eléctrico, 
o se alejan de la vecindad de sus moléculas. Hablando estrictamente, esta 
móàn se aplica a un dieléctrico ideal, uno que no muestra conductividad en 
ada de un campo eléctrico que se mantiene exteriormente. Los dieléctricos 
* ícales pueden mostrar una débil conductividad, pero en un dieléctrico típico 
a iuctividad es IO 20 veces menor que la de un buen conductor. Como IO 20 es un 
fcaor tremendo, por lo general es sufidente dedr que los dieléctricos no son 

C&rfos materiales (semiconductores, electrólitos) tienen propiedades eléctricas 
~~ * ! “tre las de los conductores y los dieléctricos. En lo que respecta a su 

dento en un campo eléctrico estático, estos materiales se comportan casi 
i los conductores. Sin embargo, su respuesta transitória es algo más lenta^ es 
í materiales necesitan más tiempo para alcanzar el equilibrio en un campo 




capítulo y en los cuatro siguientes nos reladonaremos con materiales en 
dectrostáticos. La polarizadón dieléctrica, aunque sea un fenómeno básica- 
VBDríÜQ, produce efectos más bien complicados, por lo que pospondremos su 
kasta el capítulo 4. Por otra parte, los conductores pueden estudiarse con 
f a ritidad en términos de los conceptos que ya hemos desarrollado. 
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Como la carga puede moverse libremente en un conductor, aun bajo la influencia 
de campos eléctricos muy pequenos, los portadores de carga (electrones o iones) se 
mueven hasta que encuentran posiciones en las que no experimentan fuerza neta. 
Cuando llegan al reposo, el interior dei conductor debe ser una región donde no 
existe campo eléctrico; esto debe suceder ya que la población de portadores de carga 
en el interior dei conductor de ningún modo puede agotarse y, si persistiera un 
campo, los portadores continuarían moviéndose. Así, pues, en condiciones estáticas, el 
campo eléctrico en un conductor se anula. Además, puesto que E = 0 en un conductor, 
el potencial es el mismo en todos los puntos dei material conductor. En otras 
palabras, bajo condiciones estáticas, cada conductor forma una región equipotencial dei 
espacio. 


2.6 LEY DE GAUSS 

Existe una relación importante entre la integral de la componente normal dei campo 
eléctrico sobre una superfície cerrada y la carga total encerrada por la superfície. Esta 
relación, conocida como ley de Gauss, será investigada ahora con más detalle. El 
campo eléctrico en el punto r debido a una carga puntual q situada en el origen es 


Considérese la integral de superfície de la componente normal de este campo 
eléctrico sobre una superfície cerrada (tal como la que se muestra en la Fig. 2.2) que 
encierra el origen y, en consecuencia, la carga q\ esta integral es simplemente 



( 2 - 22 ) 


La cantidad (r/r) • n da es la proyección de da en un plano perpendicular a r. Esta área 
proyectada, dividida por r 2 , es el ângulo sólido subtendido por da , que se expresa por 
díl. Se ve en la figura 2.3 que el ângulo sólido subtendido por da es el mismo que d 
subtendido por da, un elemento dei área superficial de la esfera S r cuyo centro está en 
el origen y cuyo radio es r\ Es posible entonces expresar 




Fig. 2.2 Una superfície cerrada imaginaria S, 
que encierra una carga puntual en el origen. 
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n 


E 


23 Construcción de la superfície 
c^rica S' como ayuda para 
licvaluación dei ângulo sólido 


■Atendido por da. 


demuestra que 


I E • n da 


S 


4ne 0 £ 0 


(2-23) 


m é. caso especial descrito antes. Si q está fuera de S, se ve en la figura 2.4 que S puede 
fjfcüse en dos áreas, S x y S 2 , cada una de las cuales subtiende el mismo ângulo 
■■rio icspecto a la carga q. Sin embargo, para S 2 , el sentido de la normal es hacia q 9 
sestras que para es alejándose de q . Por consiguiente, las contribuciones de S 1 y 
i b integral de superfície son iguales y opuestas, y la integral total se anula. Así 
fA, si la superfície rodea la carga puntual q, la integral de superfície de la 
«nponente normal dei campo eléctrico es qje 0 , mientras que si q está fuera de 
hMperficie, la integral de superfície es cero. El enunciado anterior se aplica a 
aaiquier superfície cerrada, aun a las llamadas reentrantes. El estúdio de la figura 2.5 
Sflrficiente para verificar que éste es, de hecho, el caso. 

S varias cargas puntuales quq 2 >---i<lN están encerradas por la superfície S, 
*Énces el campo eléctrico total está dado por el primer miembro de la ecuación 
Cada carga subtiende un ângulo sólido completo (4n\ por lo que la ecua- 
mÊm (2-23) se convierte en 



(2-24) 


Este resultado puede generalizarse de inmediato al caso de una distribución de 
Ap continua caracterizada por una densidad de carga. Si cada elemento de carga 



Fig. 2.4 La superfície S puede 
dividirse en dos superfícies, S 1 y S 2 , 
cada una de las cuales subtiende 
el mismo ângulo sólido respecto a q. 
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Fig. 2.5 Un elemento de ângulo sólido cortando la superfície S más de una vez. 


p dv se considera como una carga puntual, ésta contribuye con p dv\t 0 a la integral de 
superfície de la componente normal dei campo elétrico, siempre que « e dentro de 
la superfície sobre la cual estamos integrando. La integral de superfície total 
enton^s la suma de todas las contribuciones de esta forma debidas a la carga que 
está dentro de la superfície. Por tanto, si S es una superfície cerrada que limita el 

volumen V, 

(2-25) 


| E • n da = — f P dv, 
J* to V 


Las ecuaciones (2-24) y (2-25) se conocen como ley de Gauss. El primer miembro, ta 
integral de la componente normal de campo eléctrico sobre la superfície S, es llamado 

a veces flujo dei campo eléctrico a través de S. , 

La ley de Gauss puede expresarse aún en otra forma empleando el teorema de la 
divergência. El teorema de la divergência (1-37) establece que 


Si este teorema se 
tendremos 


F • n da = f V • F dv. 

Jy 

aplica a la integral de superfície de la componente normal de E, 
E • n da = f V • E dv, ( 2 " 26 > 


que, cuando se sustituye en la ecuación (2-25), da 

í V • E dv = — í p dv. 

L £o V 


(2-27) 


La ecuación (2-27) debe ser válida para todos los volúmenes, es derir, para cualquier 
efcodón dei volumen V La única forma en que esto puede ser cierto es que los 
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■iW dei primer miembro y dei segundo miembro sean iguales. Así pues, la 
ét la ecuación (2-27) para cualquier elección de V implica que 


V • E = — p. 


( 2 - 28 ) 


sahado puede considerarse como la forma diferencial de la ley de Gauss. 


AVUCACION DE LA LEY DE GAUSS 

. nÓD (2-28) o, más adecuadamente, una forma modificada de esta ecuación 
m deducirá en el capítulo 4, es una de las ecuaciones diferenciales básicas de 
ndad y magnetismo. En este sentido es importante, por supuesto; pero la ley 
nstambién tiene utilidad práctica. Lo práctico de la ley consiste principalmen- 
ipoporcionar una forma muy fácil para calcular los campos eléctricos en 
■■ts suficientemente simétricas. En otras palabras, en algunas situaciones 
ca simétricas de considerable interés físico, el campo eléctrico puede calcular- 
mado la ley de Gauss en lugar de utilizar las integrales dadas anteriormente o 
■wrdimientos dei capítulo 3. Cuando esto puede hacerse, nos evitamos un 
séktzo para llevar a cabo el cálculo. 

que la ley de Gauss sea útil en el cálculo dei campo eléctrico, debe ser posible 
r ísa superfície cerrada tal que el campo eléctrico tenga una componente no: mal 
■a cero o un sólo valor fijo en cada punto de la superfície. Como ejemplo, 
■Übdc nna línea larga de carga, con densidad de carga A por unidad de longitud, 
■ se moestra en la figura 2.6. La simetria de la situación indica claramente que el 
ps dectnco es radial e independiente tanto de la posición en el alambre como de 
angular respecto al alambre. Estas observaciones nos conducen a elegir la 
1^» de la figura 2.6. Para esta superfície es fácil evaluar la integral de la 
pmae normal dei campo eléctrico. Los extremos circulares no contribuyen, 



Parte de una 
línea larga 
de carga 


E 



Zé Una superfície cilíndrica 


i con la ley de Gauss para 
d campo eléctrico producido 


con la ley de Gauss para 


u 


par na línea de carga. 
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dKndika. La ley de Gauss adquiere entonces la forma 

(2-29) 

2nrlE r = — ■ 

*0 

Se puede despejar E r de la ecuación (2-29) de modo que 

A 


£,= 


(2-30) 


2ne 0 r 


El esluerxo evitado ai emplear la * de Gaussi “ 

problema 24 | "''imTOlMM^dèla”” * 1 Gauss es que la carga (carga neta) de un 
Otro resultado importante ae y . sección 2.5 que el campo 

conductor cargado reside en s “«‘anute Podemos construir una superfície 
eléctrico dentro de un conduc o Gauss la carga neta encerrada 

gaussiana en elinteriordd P nstro J amos )a superfície gaussiana S de la 

por estas superfícies es cero. Fmalm , único lugar en el que puede 

r,a 2 l^^^ 

completamente en la superfície exterior • ; nme diato de un conductor cargado 

El campo eléctrico <l“ d f“daquela superlici.es una 

debe ser normal a la suçrftae " h carga de un conductor «tá dada por 

equipotencial, y E _ - V<p.í>upo g <■; aDÜca j a i ey de Gauss a ia pequena 

*" 2& Li la -orma * «<+ * **-■ — 


E AS 




donde AS « el área d. una de las bases d. la caj. de pildoras. De aqui que el campo 
Srico que «ti en el exterior intnediato de un conductor « 

(2-31) 


a 

£ = -- 



Flg. 2.7 Una superfície gaussiana S construída 
dentro de un conductor cargado. 
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Fig. 2.8 Aplicación de la ley de Gauss 
a una superfície S, con forma de caja 
de píldoras, que corta la superfície 
de un conductor cargado. 



2* EL DIPOLO ELECTRICO 

Dos cargas iguales y de signo contrario a una pequena distancia de separación 
forman un dipolo eléctrico. El campo eléctrico y la distribución dei potencial 
producidos por tal configuración de cargas pueden investigarse con la ayuda de las 
formulas de las secciones 2.3 y 2.4. Supongamos que una carga - q está en el punto r' 
y ? ue una car 8 a <? esta en r' + l, como se muestra en la figura 2.9; entonces, el campo 
eléctrico en un punto arbitrário r puede encontrarse por aplicación directa de la 
ecuación (2-8). Se determina que el campo eléctrico en r es 



(2-32) 


Este es el campo eléctrico correcto para cualquier valor de q y cualquier valor de la 
separación í; sin embargo, no es fácil de interpretar. Lo que deseamos es el campo 
dipofar, y en el dipoio la separación 1 es pequena comparada con r - r’; por tanto, 
podemos desarrollar !a ecuación (2-32), conservando sôlo e! primer término que no 
se anule. Como este procedimiento es de utilidad general, será considerado con 
detalle. La principal dificultad para cfectuar este desarrollo se encuentra en e! 



Fig. 2.9 Geometria que interviene 

en el cálculo dei campo eléctrico E(r) debido 

a dos cargas puntuales. 


O 
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denominador dei primer término de la ecuación (2-32). El recíproco de este denomi- 
nador puede expresarse en la forma 

1 - 3/2 


|r — r' — /| -3 = [(r — r') 2 — 2(r — r') * /+ l 2 ]' 

2(r - r ) * / 


= Ir - r 


M-3 


1 - 


/ 2 


r — r‘ 


/ |2 


r-r' 


/|2 


- 3/2 


Es fácil desarrollar esta última expresión por el teorema dei binomio, conservando 
sólo los términos lineales en /. El resultado de este desarrollo es 


Ir — r' — /1 3 = |r — r'| 3 {l + L_ r H2- + "' 


(2-33) 


donde los términos en los que interviene l 2 se han suprimido. Sustituyendo la 
ecuación (2-33) en la (2-32), y conservando nuevamente sólo los términos lineales e , 

se tiene 


E(r) = 


q |3(r — r') • / 


47te 0 


r-r 


15 




/ 


r-r 


.' 13 


+ ... 


(2-34) 


La ecuación (2-34) da la parte dei campo eléctrico, debida a un dipolo electnco finito, 
que es proporcional a la separación de las cargas. Hay otras contribuciones 
p ropo rei on ales al cuadrado, al cubo y a potências mas altas de la separación. Sm 
embargo, si !a separación es pequena, estas potências mayores contnbuyen muy 
poco. En el limite, mientras l tiende a cero, todos los términos se anulan a menos que 
la carga se vuelva infinita. En el limite, si í tiende a cero mientras q tiende a infinito, de 
tal modo que ql permanece constante, todos los términos, excepto el lineal en I, se 
anulan En este limite se forma un dipolo puntual. Un dipolo puntual no tiene carga 
neta ni extensión en el espado, y se caracteriza completamente por su momento 
dipolar, que es el limite de ql cuando l tiende a cero. Utilizamos el símbolo p para 
representar el momento dipolar eléctrico, y escribimos 


p = qi- 


(2-35) 


En términos dei momento dipolar, la ecuadón (2-34) puede expresarse como 

* 

p I (2-36) 




r-r 


La distribución de potencial produdda por un dipolo puntual tambien es 
importante Esto podría encontrarse buscando una función con gradiente igual al dei 
segundo miembro de la ecuadón (2-36). Sin embargo, es más fácil aplicar la ecuación 
(2-15) a la distribución de carga que consiste en dos cargas puntuales separadas por 
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a pequena distancia. Empleando la notación de la ecuación (2-32), la distriboción 
áe potencial está dada por 


<P(r) = 


4tt£ 0 


-r'-/| | r — r' | 


(2-37) 


Desarrollando el primer término exactamente en la misma forma que se hizo para el 
primero de la ecuación (2-32) y conservando sólo el término lineal en /, la ecuación 
(2-37) puede ponerse en la forma 


<p(r) = 


Q 

4ne 0 


(r-r ')•/ 

I r _ |3 


(2-38) 


Esta ecuación es válida para la misma aproximación que la (2-34); es decir, los 
Kiiumos proporcionales a í 2 y a potências mayores de / se despredan. Para un dipolo 
puntuai, p, la ecuación (2-38) es exacta; sin embargo, es mejor expresarla como 


<p(r) = 


1 

4 ne 0 


P • (r ~ 0 

|r-r'| 3 ' 


(2-39) 


La ecuación (2-39) da el potencial <p(r) producido por un dipolo eléctrico; de este 
potencial puede estimarse el campo eléctrico (ecuación 2-36). También es interesan- 
te estudiar la energia potencial de un dipolo eléctrico que se coloca en un campo 
tÊictrico externo. En el caso de dos cargas, — q en r y q en r + f, situadas en un campo 
déctrico descrito por la función de potencial <p ext (r), la energia potencial es simple- 
nente 

U = -Wex.(r) + q<p eu {r + í). (2-40) 

S / es pequena comparada con r, <p ext (r + /) puede desarrollarse en una serie de 
potências en / y sólo los dos primeros términos pueden conservarse. El desarrollo da 


<Pex,(r + t) = <?„,( r) + / • (2-41) 

donde debe utilizarse el valor dei gradiente en el punto r. Si este desarrollo se utiliza 
en la ecuación (2-40), el resultado es 

* 

U = ql- V<p CI( . (2-42) 

Tomando el limite de un dipolo puntuai se tiene simplemente 

l/(r) = p • V<p ext , (2-43) 

lo que, por supuesto, es exacto. Como el campo eléctrico es el negativo dei gradiente 
dei potencial electrostático, una forma alternativa de la ecuación (2-43) es 


U(r) = -p • E exl (r). 


(2-44) 
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Frtn es, entonces, la energia potencial de un dipolo p en un campo eléctrico externo 
F w . donde E ext (r) se evalúa en la posición dei dipolo. 

Es importante observar que se han discutido en esta sección dos potenciales. En 
las ecuaciones (2-37), (2-38) y (2-39), se considera el potencial electrostático producido 
por un dipolo eléctrico. En las ecuaciones (2-40) a (2-43), se considera que el dipolo 
está en un campo eléctrico existente descrito por una función de potencial <p e xt(r). Este 
campo eléctrico se debe a cargas que no constituyen el dipolo; de hecho, el campo 
dipolar debe excluirse para evitar un resultado infinito. Este principio podría 
conducirnos a cuestiones bastante complicadas en donde intervienen fuerzas y 
energias propias, que no discutiremos aqui; sin embargo, puede observarse que la 
energia potencial que resulta de la interacción de un dipolo eléctrico con su propio 
campo proviene de fuerzas ejercidas sobre el dipolo por si mismo. Dichas fuerzas, 
conocidas en dinâmica como fuerzas internas, no afectan al movimiento dei dipolo 
como un todo. Para nuestros fines, no será necesario hacer más consideraciones 
sobre este asunto. 


2.9 DESARROLLO MULTIPOLAR DE CAMPOS ELÉCTRICOS 

Es evidente de la definición de momentos dipolares dada anteriormente que algunos 
aspectos de la distribución de potencial producida por una distribución de carga 
determinada se pueden expresar bastante bien en términos de su momento dipo¬ 
lar eléctrico. Para hacer esto es necesario, por supuesto, definir el momento dipolar 
eléctrico de una distribución de carga arbitraria. En lugar de utilizar una definición 
no razonada, consideraremos cierto desarrollo dei potencial electrostático debido a 
una distribución de carga arbitraria. Para reducir el número de coordenadas de 
posición se considerará una distribución de carga en la vecindad dei origen de 
coordenadas. Restringiremos nuestra distribución de carga a que esté encerrada 
completamente en una esfera de radio a, que es pequeno comparado con la distancia 
al punto de observación. Un punto arbitrário dentro de la distribución de carga se^ 
designará por r\ la densidad de carga en ese punto por p(r ) y el punto de obser¬ 
vación por r (véase Fig. 2.10). El potencial en r está dado por 



(2-45) 



Fig. 2.10 La carga está localizada 
en un volumen V con una densidad 
de carga p( r'). El campo eléctrico se debe 
calcular en el punto r. 


Punto de 
observación 
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donde dv' se utiliza para designar un elemento de volumen en la djstribución de carga 
- ^ representa el volumen total ocupado por la distribución de carga. En vista de la 
restricción hecba antes a los puntos dc observación que están lejos dei origen, la 
cantidad |r - r'J" 1 puede desarrollarse cn una serie de potências credentes de f/r. 
El resultado de dicho desarrollo es 


r - r' 



2r • r' + r' 2 ) 


2r 


,' 2 \- 1/2 




1 1 3 r 12 

+ 2 2 2 ^ ^ + 


(2-46) 


donde sólo los tres primeros términos se indican explícitamente. Deberá observarse 
que mientras (r'/r) 2 es despredabte comparado con 2r' ■ r/r 2 , no debe eliminarse en el 
primer par de corchetes, porque es dei mismo orden que el término dominante dei 
segundo par de corchetes. Sustituyendo la ecuación (2-46) en la (2-45) y omitiendo los 
términos en que interviene el cubo y las potências mayores de r', se tiene 



3(r-rr 

„5 



P( r') dv'. 


(2-47) 


Como r no contiene la variable de integración r', todas las dependencias de r pueden 
sacarse dei signo de integración, para obtener 


vfr) = i {; l dv ' + ? • l r >* r '> d* 

+ Z {3 x i x j-òi/ 2 )p{T')dv'\, (2-48) 

i=l j= \ L r ] 

donde x i9 Xj son componentes cartesianas de r, xj, x' son las componentes cartesianas 
de r' y se define como sigue: 

^ _ I 0 ’ lK ÍJ\ 

Es fácil interpretar la ecuación (2-48). La primera integral de la ecuación es 
evidentemente la carga total, y el primer término es el potencial que resultaria si esta 
carga total se concentrara en el origen. La segunda integral es muy semejante al 
momento dipolar definido en la sección 2.8 y, por tanto, se llama momento dipolar de 
la distribución de carga. Como definición, esto representa una generalización de la 
definición dada por dos cargas puntuales iguales y de signo contrario; es fácil 
demostrar, sin embargo, que ambas definiciones dan el mismo resultado para dos 
cargas puntuales iguales y de signo contrario. El segundo término de la ecuación 
(2-48) es el potencial que resultaria si un dipolo puntual igual al momento dipolar de 
la distribución de cargas se localiza en el origen de coordenadas. Es interesante 
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observar que el momento dipolar de una distribución de carga es mdependiente dei 
origen desordenadas si la carga total es cero. Para verificar esto, C0 J S1 
nuevo sistema de coordenadas cuyo origen este en la posicion R sls , tema 
primitivo. Representando un punto con respecto al sistema primitivo por r y el 
mismo punto con respecto al nuevo sistema por r , se tiene 

r' = r" 4- R. ( 2 - 49 ) 

El momento dipolar con respecto al sistema primitivo es 

p = J r'p(r') dv' = | (r" + R)p(r') dv' = r"p dv' + RQ, (2-50) 

lo que demuestra el enunciado anterior. 

El tercer término de la ecuación (2-48) puede expresarse por 


donde 


3 3 1 y.y. 

I 

i= 1 j= 1 Z r 


Qy-f (3x;x) - á,./ 2 )p(r') dv'. 


(2-51) 

(2-52) 


Hay nueve componentes de Q tJ que correspondeu a ij igual a 1, 2, 3. De estas nueve 
componentes, seis son iguales en pares, quedando seis componentes distintas Este 
conjunto de cantidades forma el tensor de momento de cuadnpolo y representa una 
extensión dei concepto de momento dipolar. Hay, por supuesto, momentos de orden 
mayor que se generan conservando los términos de orden mayor en el desarrollo de 
la ecuación (2-48). Estos multipolos de orden supenor son importantes en tísica 
nuclear, pero no se considerarán en este libro. ., 

Los multipolos eléctricos se utilizan, como lo indica la ecuación (2-48), para 
calcular en forma aproximada el campo eléctrico de una distnbucion de carga. Sm 
embargo, hay muchos otros usos, todos en el contexto de aproximar una distnbu- 
ción extendida de carga real por cargas puntuales, dipolos puntuales, etc. Estas 
aproximaciones permiten a menudo que sea posible resolver problemas extremada- 

mente difíciles. 


2.10 LA FUNCION DELTA DE DIRAC 

En las expresiones generales dei campo eléctrico y dei potencial de las ecuaciones 
(2-8) y (2-15), hemos distinguido entre cargas puntuales y distribuciones continuas de 
carga. Para simplificar la notación, si no por otra razón, seria útil poder expresar las 

* Los tensores son una generalización de los vectores; una exposición elemMital de éstos se da en el 
Apêndice I. 
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cargas puntuales como un caso especial de una función general de densidad de carga 
P(t). La función delta de Dirac <5(r) puede servir para este propósito, y además, resulta 
ser una valiosa herramienta matemática para muchos cálculos. Expresemos entonces 

p(r) = qô(r) (carga puntual), (2-53) 

donde 

<5(r) = 0 para r ± 0, 

| <5(r') dv' = 1. ( 2 - 54 ) 

Claramente, esto proporciona una expresión matemática para la idea física de una 
carga puntual en r = 0: ia densidad de carga integrada es q , pero toda la carga se 
encuentra localizada exactamenle en el origen. La función delta es obviamente una 
función matemática sumamente singular, si es que puede ser cero en cualquier parte 
excepto en un solo punto y, no obstante, tener una integral distinta de cero*. Sin 
embargo, es un objeto matemático legítimo, que no acarrea difkultades si lo 
manejamos con cuidado; no se debe, por ejemplo, tratar de derivaria como si fuera 
una función continua. Una variación de ella puede usarse para representar una 
densidad superficial de carga <r(r); es decir, una dístribución de carga que desaparece 
en todo lugar excepto en determinada superfície. Con estas ramiílcaciones, basta la 
integrai senciüa sobre p(r) en Ias ecuaciones (2*8) y (2-15). Para esta aplicación 
observemos que 

| F(r')5(r') dv' = F(0), (2-55) 

donde F es cualquier función escalar o vectorial, puesto que el integrando desaparece 
excepto para r' = 0. Además, 

| F(r'>5(r' - r 0 ) dv' = F(r 0 ). (2-56) 

De esta forma, si p(r') = q { <5(r' — rj, 


4ne 0 J r — r 


1 <li 

4ne o |r-r f | 


para una carga puntual q , en r ; . 

Algunas otras propiedades de la función delta pueden obtenerse como consecuen- 
das de la forma diferencial de la ley de Gauss, 


V • E = — p. 

e o 


(2-28) 


La integral de Riemann de tal función es cero si es que existe, pero la integración puede realizarse 
por la integral más general de Lebesgue. Véase el Apêndice IV para otras propiedades de la función delta. 
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carga puntual q en r = 0, considerando (2-21) 


También, debido a que 


v • 4=- 

4rte 0 r e o 


V • 4 = 4n H r )- 


„1 rd/l\_ r 
r rdr\r ) r 3 ’ 


(2-57) 


V 2 (i\= -4*5(r). 


(2-58) 


Ia< . -cuaciones (2-57) y (2-58) son lo suficientemente importantes que bien vale la 

mis directa. Una dcrivacidn total nos muestra que la 

divergência es cero en cualquier parte, excepto en el ongen. 




r + ^ 


V • r 


3^r 

7r 


r + = °, 


r*0. 


Fn r = 0 esto da - oo + oo, que está indeterminado. Sin embargo, el teorema de 
la divergência, aplicado a una pequena esfera de radio R alrededor dei ongen, nos 


I 


/ ■7 dv =l r -ir da= i?í da=411 - 


Ya que la integral de volumen es 4n, no importa lo pequeno que sea el «J» *»«* 
imegrando pu £e representarse como 4*m ‘<> «P* concuerda con la ecuacion (2-5£ 
E^otras palabras, la fundón delta permite que el teorema de la divergenca pueda 
anlicarse a r/r 3 incluso en una región que contenga la smgulandad en el ongen. 
fundón delta eê extremadamente útil dempre que se encuentre una integral supenor 
a la divergenda de r/r 3 o superior al laplaciano de l/r. 


2.11 RESUMEN 

La electrostàtica está basada en la ley de Coulomb, que, para una carga puntual q x 
« y™ carga puntual q en r, da como fuerza electrostàtica que actua 

sobre q , „„ , 
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donde é 0 — 8.854 x 10 12 C 2 /N-m 2 en unidades mks y e 0 = 1/4 jt en unidades 
gaussianas. Es conveniente tratar a q como una carga de prueba y abstraer de su 
definición el campo eléctrico E, correspondiente a la fuerza F e , 

F e = qE. 

El campo electrostático en r debido a la carga q t localizada en = 0 es 


H rotacional y la divergência de E son de fundamental importância. 

V x -1 = 0. 
r ó 

S± = 4nô(r), 

donde la función delta de Dirac está definida por 

<5(r) = 0, r =/= 0, 

| ó(r) dv = 1. 

La función delta tiene la propiedad de que para cualquier función F 

\ F(r>5(r - r 0 ) <[v = F(r 0 ). 

De esta forma, para una carga puntual 

V x E = 0. 

V-E = iq 1 ó( r). 

c o 

L La ley de Coulomb puede ser generalizada a sistemas de muchas cargas, o a 
distribuciones continuas de densidad de carga p(r) definidas de tal modo que el 
demento de carga en un elemento de volumen dv es 

dq = p(r) dv. 


ffcra una carga puntual q t en r i5 

P{ r) = 4.<5(r - r,). 
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Puesto que las fuerzas y los campos son aditivos. 




Como V es un operador lineal, 


V x E = 0, 

1 


V • E = - p( r). 

£ o 

Estas son las ecuaciones diferenciales fundamentales que debe de satisfacer todo 
campo electrostático en cualquier punto. (De hecho, la ecuación de divergência es 
satisfecha aun por campos dependientes dei tiempo, y es una de las cuatro ecuaciones 
fundamentales de Maxwell.) 

2 La ley de Gauss se obtiene de la ecuación de divergência mediante la íntegracion 
de ambos miembros sobre un volumen arbitrário V y la aplicación dei teorema de la 

divergência: 


n da = — (?, 
to 


donde 


Q = f p(0 

J i/ 


dv 


es la carga total dentro de V limitada por S. Esto tiene utibdad practica para calcular 
E en unas cuantas situaciones especiales donde se puede argumentar en términos 
generales que E debe ser constante en magnitud y dirección respecto a una superfície 
elegida S. También muestra que la carga sobre un conductor debe ubicarse sob 
superfície exterior. 

3. La existência de una función de potencial electrostático <p(r) se deduce de la 
ecuación rotacional, de tal forma que 

E = -\<p. 


Para un campo dado E, 

<P ( r )= “ j E ' dl 

r 0 

Para una distribución específica de carga, 
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Esto es más fácil de evaluar que la integral para E. El potencial escalar <p está 
relacionado con la energia potencial U de la fuerza electrostática conservativa 
mediante 

U = q<p. 


4. A cierta distancia de la región donde están localizadas las cargas de fuente p, es 
útil la expansión multipolar de <p : 


ç>(r) = 


4ne 0 


- + 


P ' r 


donde 


p=| r'p(r')dv' 

J V 

es el momento dipolar de la distribución de carga. Por lo general, el primer término 
que no se anule en el desarrollo es el más importante; nosotros sólo consideraremos 
los dos primeros términos. 


PROBLEMAS 

21 Dos partículas, cada una de masa m y carga q, se suspenden de un punto común por 
. cuerdas de longitud /. Encuentre el ângulo 6 formado por cada una de las cuerdas con la 

vertical. 

22 Dos pequenas esferas conductoras idênticas tienen cargas de 2.0 x 10“ 9 C y —0.5 x 
x 10“ 9 C, respectivamente. Guando se colocan a 4 cm una de otra, ^cuál es la fuerza entre 
dias? Si se ponen en contacto y luego se separan 4 cm, <,cuál será la fuerza entre dias? 

23 Cargas puntuales de 3 x 10 -9 C se sitúan en cada uno de los tres vértices de un cuadrado 
de lado igual a 15 cm. Encuentre la magnitud, la dirección y el sentido dei campo déctrico 
en el vértice vacante dei cuadrado. 

24 Se da una carga lineal infinitamente larga cargada con densidad de carga uniforme Ã por 
unidad de longitud. Por integración directa, encuentre el campo eléctrico a una distancia r de 
la línea. 

15 (a) Un disco circular de radio R tiene una densidad de carga superficial uniforme <x. 
Calcule el campo eléctrico en un punto sobre el eje dei disco a una distanda z dei plano de 
dicho disco, (b) Un cilindro circular recto de radio R y altura L está orientado a lo largo dei eje z. 
Tiene una densidad de carga volumétrica no uniforme dada por p(z) = p 0 + P z con respecto 
a un origen en el centro dei cilindro. Encuentre la fuerza sobre una carga puntual q colocada 
cn el centro dei dlindro. 

26 Una cáscara esférica delgada, conductora, de radio R, se carga uniformemente con una 
carga total Q. Por integración directa, encuentre el potencial en un punto arbitrário (a) dentro 
de la cáscara, (b) fuera de la cáscara. 
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2.7 Dos cargas puntuales, y +\q, se sitúan en el origen y en el punto (a,0,0), 
respectiva mente. ^En qué punto dei eje x se anula el campo eléctrico? Haga una gráfica en el 
plano x, y de la superfície equipotencial que pasa por el punto que acabamos de mencionar. 
^Es este punto un mínimo verdadero dei potencial? 

2.8 Demuestre que la superfície equipotencial <p = 0 dei problema anterior tiene forma 
esférica. <,Cuáles son las coordenadas dei centro de esta esfera? 

2.9 Se da un cilindro circular recto de radio R y de longitud L que contiene una densidad de 
carga uniforme p. Calcule el potencial electrostático en un punto dei eje dei cilindro pero 
exterior a la distribución. 

2.10 Se da una región dei espado en donde existe un campo eléctrico cuya dirección es en 
todo punto paralela al eje x . Demuestre que el campo eléctrico es independiente de las 
coordenadas y y z de esta región. Si no hay carga en esta región, demuestre que el campo 
también es independiente de x. 

2.11 Dado que la resistenda dieléctrica dei aire (es dedr, el campo eléctrico limite, a partir dei 
cual el aire llega a ser conductor) es 3 x 10 6 V/m, (a) £Cuál es el máximo potencial posible de 
un conductor esférico aislado de 10 cm de radio? (b) <,Cuál es el radio de un conductor esférico 
que podría alcanzar 1 coulomb de carga? 

2.12 Un objeto conductor tiene en su interior una cavidad hueca. Si se introduce una carga 
puntual q en la cavidad, demuestre que se induce una carga -q sobre la superfície de la 
cavidad. (Utilice la ley de Gauss.) 

2.13 El campo eléctrico en la atmosfera sobre la superfície terrestre es aproximadamente 
200 V/m, dirigido hacia abajo. A 1400 m por encima de la superfície terrestre, el campo 
eléctrico de la atmosfera es sólo de 20 V/m, dirigido hacia abajo también. ^Cuál es la den¬ 
sidad media de carga en la atmosfera por debajo de 1400 m? ^Consiste predominantemente en 
iones positivos o negativos? 

2.14 Dos placas infinitas, paralelas y conductoras, están separadas por una distancia d. Si las 
placas tienen densidades de carga uniformes o y -<r, respectivamente, sobre sus suçerficies 
interiores, obtenga una expresión para el campo eléctrico entre las placas. Demuestre que el 
campo eléctrico en las regiones exteriores a las placas es cero. [Dos placas conductoras 
paralelas cargadas, de área finita, producen esencialmente el mismo campo eléctrico en la región 
que hay entre ellas como encontramos antes, siempre y cuando las dimensiones de las mismas 
sean grandes comparadas con su separación d’, dicha disposición se llama condensador (véase 
Cap. 6).] 

2.15 Una distribución de carga esférica tiene una densidad de carga volumétrica que es 
función unicamente de r, la distancia al centro de la distribución. En otras palabras, p = p(r). 
Si p(r) tiene los valores dados a continuación, determine el campo eléctrico en función de r. 
Derive el resultado para obtener una expresión para el potencial electrostático <p(r). sujeto a la 
restricción de que <p( oo) = 0. 

(a) p = Ajr , siendo A constante para 0 < r < R; 
p = 0 para r > R. 

(b) p = Po (es decir, constante) para 0 < r < R; 
p — 0 para r > R. 

2.16 Una varilla infinitamente larga de radio R contiene una densidad de carga uniforme p. 
Utilice la ley de Gauss para encontrar el campo eléctrico para r > R y r < R. 
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117 Calcule el rotacional y la divergência de r/r“. iQué densidad de carga podría producir el 


campo 



^Tuál es el potencial de este campo? 

2*18 Suponga que el exponente en la ecuación dei campo coulombiano no fuera exactamente 
3. sino a = 3 — <5, donde Ml. Calcule la integral de V*E sobre un volumen esférico de 
radio R centrado en la carga q. 

Ü9 El potencial coulombiano de apantallamiento 


* encuentra comúnmente en un medio conductor. Calcule el campo eléctrico y la densidad de 
carga correspondientes. 

120 Utilizando la ecuación (2-39) para el potencial producido por un dipolo p, haga una 
gráfica de trazas para las superfícies equipotenciales en un plano que contenga el dipolo. Por 
oxnodidad, el dipolo puede situarse en el origen. Use los resultados obtenidos para dibujar 
algunas de las líneas de fuerza. Compare los resultados con la figura 2.1. 

Z21 (a) Demuestre que la fuerza que actúa sobre un dipolo p colocado en un campo eléctrico 
oterao E„, es p • VE ext . (b) Demuestre que el momento de rotación que actúa sobre el dipolo en 
ate campo es 


t = r x [p - VE ext ] + p x E„ l; 


donde r es la distancia vectorial ai dipolo desde el punto con respecto al cual ha de medirse el 
oomento de rotación. La cantidad p x E ext , que es independiente dei punto respecto al cual se 
olcula el momento de rotación, se llama par de giro que actúa sobre el dipolo. 

222 Tres cargas se colocan en forma lineal. La carga —2 q se coloca en el origen, y dos 
coigas, cada una de +q , se colocan en (0,0,/) y (0,0,—/), respectivamente. Hállese una 
opresión relativamente sencilla para el potencial <p(r) y válida para distancias |r| l. 
Construya una * gráfica de las superfícies equipotenciales en el plano x,z. 

123 tCuál es el tensor de momento cuadrupolar de la distribución de carga expuesta en el 
problema 2.22? 

224 Por medio de la función delta para una distribución de carga de cargas puntuales, 
mestre que el momento dipolar de un par de cargas puntuales p = ql se puede obtener de la 
definición general 



225 Suponga que una molécula se representa por una carga —2q en el origen y cargas +a 
«o I, y l 2 , siendo |/ 1 | = |/ 2 | = /. 

« Encuentre el momento dipolar de la molécula. 

0») Para H 2 0, / = 0.958 x 10 -10 m y el angulo entre l x y l 2 es 0 = 105°. Si p = 6.14 x 
x 10 30 C • m, encuentre la carga efectiva q. 

226 Obtenga el campo eléctrico de un dipolo puntual calculando el gradiente de 


_L LU 

4iz£o r 3 








3 RESOLUCION DE PROBLEMAS 
ELECTROSTATICOS 


La resolución de un problema electrostático es evidente para el caso en el que la 
distribución de carga se especifica en todo punto, puesto que, como hemos visto, el 
potencial y el campo eléctrico están dados directamente como integrales sobre esta 
distribución de carga: 



(3-1) 



(3-2) 


Sin embargo, muchos de los problemas encontrados en la practica no son de este 
tipo. Si la distribución de carga no se especifica de antemano, puede ser necesario 
determinar el campo eléctrico primero, para posteriormente poder calcular la 
distribución de carga. Por ejemplo, en un problema electrostático pueden intervenir 
vários conductores, dándose ya sea el potencial o la carga total de cada conductor, 
pero, en general, la distribución de la carga superficial no será conocida y no puede 
obtenerse sino hasta tener una solución completa dei problema. 

Nuestro propósito en este capítulo es crear un enfoque alternativo a los 
problemas electrostáticos y para lograr esto derivamos primero la ecuación diferen¬ 
cial fundamental que debe ser satisfecha por el potencial q>. Por ahora no tomaremos 
en cuenta problemas en los que intervienen cuerpos dieléctricos; los problemas de 
este tipo se resolverán en el capítulo 4. 


3.1 ECUACIÓN DE POISSON 

Todas las relaciones básicas que necesitaremos aqui se desarrollaron en el capítulo 
anterior. Primero, tenemos la fórmula diferencial de la ley de Gauss, 



(3-3) 
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Además, en un campo puramente electrostático, E puede expresarse como el 
negativo dei gradiente dei potencial <p: 

E = -V<p. (3-4) 

Combinando (3-3) y (3-4), obtenemos 

V-Vp (3-5a) 


Conviene considerar la divergência dei gradiente como un solo operador diferencial, 
V*V o V 2 . Se prefiere la última notación, y el operador se llama laplaciano : 



(3-5b) 


Es evidente que el laplaciano es un operador diferencial escalar y (3-5b) es una 
ecuación diferencial. Esta es la ecuación de Poisson. El operador V 2 implica la 
derivación con respecto a más de una variable; en consecuencia, la ecuación de 
Poisson es una ecuación diferencial parcial que puede resolverse una vez que se 
conoce la dependencia funcional de p(x, y, z) y las condiciones adecuadas en la 
frontera. 

El operador V 2 , así como el V, V* y V x no tienen referencia a ningún sistema de 
coordenadas particular. Para resolver un problema determinado, debemos expresar 
V 2 en función de x, y, z o r, 0, <f> 9 etc. La elección dei sistema particular de 
coordenadas es arbitraria, pero se logrará una extraordinária simplificación dei 
problema si se elige un sistema compatible con la simetria dei problema electrostáti¬ 
co. La forma que toma V 2 <p en diferentes sistemas coordenados se halla fácilmente 
tomando primero el gradiente de q> y luago aplicando V% utilizando para esto 
expresiones específicas dei càpítulo 1: 

Coordenadas rectangulares: 




õ 2 cp ô 2 <p d 2 (p 
ôx 2 + õy 2 ôz 2 ' 


(3-6) 


Coordenadas esféricas: 




J_ ô_ / 2 õq>\ 1 ô / 3<p\ 1 d 2 (p 

r 2 ôr \ ôrj r 2 sen 0 dO \ n ô6 / r 2 sen 2 8 ô<f) 2 * 


Coordenadas cilíndricas: 


(3-7) 


V 2 <p 


13/ ô<p\ 1 ô 2 cp d 2 (p 
r 3r \ 3r / r 2 ôd 2 + ôz 2 ' 


(3-8) 
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Para la forma dei laplaciano en otros sistemas coordenados más complicados, el 
lector deberá consultar las referencias a! final de este capítulo. Debera observarse que 
y y 0 tienen distintos significados en (3-7) y (3-8); en coordenadas esfencas r es la 
magnitud dei radio vector desde el origen y 9 es el angulo polar. En coordenada 
cilíndricas, r es la distancia perpendicular al eje dei cilindro y 0 es el angulo azimutal 
con respecto a este eje. 


3.2 ECUACION DE LAPLACE 

En cierto tipo de problemas ekctrostáticos en que intervienen conductores, toda la 
carga se encuentra ya sea sobre la superfície de los conductores o en orma de cargas 
puntuales fijas. En estos casos, p es cero en la mayona de los puntos dei espaoa 
Y donde se anula la densidad de carga, la ecuacion de Poisson se reduce a la forma 

más sencilla 

V 2 a> = 0, ( 3 ' 9 ) 


conjunto de N condecore, q „e se conservan a los 

notenciales ip, 9n .<Pn- Nuestro problema es hallar el potencial en todos los 

p°„ ”os dei espado exterior . los conductores. Esto puede lograrse haUando una 
solución a la ecuación de Laplace que se reduce a <?,, * u , ■ • - <Pn sobre la superf cie de 
o conductores apropiados. Puede demostrarse que dicha solucion a la ecuacion de 
Up£ efúnica; es decir, que no hay otra solución a la ecuación de Laplace que 
Saga las mismas condiciones en la frontera. Una demostracon de este enunciado 
se dará a continuación. La solución a la ecuacion de Laplace que encontramos en 
esta forma no se aplica al interior de los conductores, porque éstos tienen carga 
superficial y esto implica una discontinuidad en el gradiente de tp a traces e a 
superfície (véase Sec. 2.7). Pero hemos visto ya que el interior de cada conHuctor es 
una región de potencial constante, de modo que la solución a nuestro problema 

“TSribiremos con cierto detalle do, método, paru la solución de la ecuactór, de 
Laolace El pnmero es un método para componer una solucion general de (3-9) a 
partir de solucione, particulares en un sistema coordenado exigido por la simetna 
Z problema; e, segundo es e, método de imágenes. Adernas, *I babara u„a solumon 
completamente general para el problema en dos dimensiones. Sm embargo antes de 
considerar estos procedimientos específicos, nos detendremos para demostrar alg - 
nas propiedades importantes de Ia solución a la ecuacion de Laplace. 


Teorema I. Si <p 2 ,.. „ <P„ sm todas soluciones de la ecuación de Laplace, 
entonces 


(p = Cl (pi. C 2<p2 **' C„(p n i 

donde las C son constantes arbitrarias, también es una solución. 


(3-10) 
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La deinostración de esto se sigue de inmediato dei hecho de que 
v> = V 2 C, + V 2 C 2 <p 2 + ~ - + V z C H <p n 


C I V “h "f" “ ■ + C^V 2 ^ 

= 0 . 


Utilizando el teorema I podemos superponer dos o más soluciones de la ecuación de 
Laplace, de tal manera que ta solución resultante satisfaga un conjunto dado de 
condiciones en la frontera. Se darán ejemplos en ias siguíentes secciones. 

Teorema II (teorema de unicidad). Dos soluciones a la ecuación de Laplace 
que satisfacen las mismas condiciones en la frontera difteren a lo sumo en una 
constante aditiva _ 

Para demostrar este teorema consideremos una regián cerrada V 0 exterior a las 
mperficies Sj, Sjj, - de los diversos conductores dei problema y limitada en el 
exterior por una superfície S, siendo esta última ya sea una superfície en el infinito o 
ona superfície física real que encierra V 0 . Supongamos que <p t y q> 7 son dos soluciones 
de la ecuación de Laplace en V 0 que, además, tienen las mismas condiciones en la 
frontera sobre S r S h S n ,.S N . Estas condiciones en la frontera pueden determinarse 
asignando valores para <p o d<pjdn sobre las superfícies limitadoras. 

Definimos una nueva función * = <p x - <p 2 . Evidentemente, V 2 # = V 2 <p — 
tpi = ^ en fo*Por otro lado, Oob* V® se anula en las fronteras. Así, aplicando 
d teorema de la divergência al vector tenemos: 



= 0 , 


> 

* 


J3 que la segunda integral se anula. La divergência puede desarrollarse según la 
ecuación (1-1-7) de la tabla 1.1 para que dé 


V • (4>V$) = <&V 2 0> + (V0>) 2 . 


Itro V * se anula en todos los puntos de Vq, de modo que el teorema de la 
divergência se reduce en este caso a 



Ahora (V®) 2 debe ser positivo o cero en cada punto de V 0 y, puesto que su integral es 
«rro, es evidente que (V®) 2 = 0 es la única posibilidad. 

El teorema queda asi esencialmente demostrado. Una función cuyo gradiente es 
cero en todos los puntos no puede cambiar; por tanto, en todos los puntos de V 0 , ® 
aene el mismo valor que en las superfícies limitadoras. Si las condiciones en la 
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fronlera se obrèest^^superficies^stc^e^nulae^todo^lV^ilàscondiciones 

tible con d último enunciado es * igual a una constan e. 

3 3 ECUACION DE LAPLACE 

CON UNA VARIABLE INDEPENDIENTE 

sola coordenada rectangular x. Entonces 


d 2 q> 

Hx 2 


= 0 


<p(x) = ax + b 


(3-11) 


es la solución general, donde a Í Incontró en d 

sff 5= — con 

orientación normal al eje *• trQS sistemas coordenados en los que <p es 

unafonSn d° ™°afo" variable. En coordenadas esféricas,donde o es igual a „(r), la 
ecuación de Laplace y su solución general se convierten en 


J_i(r 2 ^) = 0, <p( r )=--+b. 

r 2 dr\ dr) r 


(3-12) 


> 

* 


ursis:.-" 


i a soí UCIONES A LA ECUACION DE LAPLACE 
’ EN COORDENADAS ESFERICAS. ARMONICOS DE ZONA 

Esísíssü 

restringe la clase de problemas que podremos resolver; sin embargo, mu^ 
(nroblemas físicos de interés quedan dentro de esta-^na 1* 

problemas más complicados se encuentran mas alia dei alcance de te . 
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Para el caso esférico, q> es cp(r , 0), donde r es el radio vector que va desde un origen 
fijo O y 0 es el ângulo polar (véase Fig. 3.1). Utilizando la ecuación (3-7), la ecuarión 
de Laplace se convierte en este caso en 


11 
r 2 dr 



(3-13) 


Fig. 3.1 Localizadón dei punto 
en función de las coordenadas 
esféricas r, 0, <j>. 



Dirección 

polar 


Esta ecuación diferencial parcial se resolverá por una técnica conocida como 
separación de variables. Una solución de la forma q>(r, 0) = Z(r)P(0 ) se sustituye en 
(3-13), produciendo 


? P WÍ 


I , iZ\ Z(r) d i dP\ 

r (3 - 14) 


Obsérvese que las derivadas parciales han sjdo sustituidas por derivadas totales, 
puesto que Z y P son funciones de una sola variable. Dividiendo por <p(r, 0) y 
multiplicando por r 2 , transformamos la (3-14) en 


--I 

(r> * ) - 

1 d 

LnO dP \ 

Z dr 1 

( dr) 

PseaO d0 

r De dõ)- 


El primer miembro de esta ecuación es función únicamente de r y el segundo es 
función de 0; la única forma en que una función de r puede ser igual a una fun¬ 
ción de 0 para todos los valores de r y 0 es que ambas íunciones sean constantes. 
En consecuencia, igualaremos cada miembro de (3-15) con k, siendo k la «constante 
de separación». 

No todos los valores de k proporcionan necesariamente soluciones aceptables 
con bases físicas. Considérese primero la ecuación para 0: 


1 d 
sen 0 dd 


sen 9 


dP 

dÕ 


+ kP = 0. 


(3-16) 
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Esta es la ecuación de Legendre y las únicas soluciones fisicamente aceptables que se 
defmen en el intervalo de tí que va desde 0 hasta n corresponden a. k - n(n + 1), 
Sr emèro po° „,vo. U roluciô» para aaa » partícula, se representara por 
p ( 0) Las soluciones de (3-16) para otros valores de k no se comportan bien en la 
vêdndad defi = Oo0 = i radianes, volviéndose infinitas o aun indefinidas para 

eS,0 Es V .S 0 sÕtones no pueden ajustane a condiciones lísica, en la frontera y, por 

tanto deben descartarset- „ 

Las soluciones aceptables, PM son polinomios en cos 0 y, 8® nera ^!’ “ 
denominan polinomios de Legendre. Las primeras cuatro funciones de Legendre se 
dan en la tabla 3.1. Es evidente de (3-16) que los P„ pueden multiplicarse por u 
constante arbitraria. 


Tabla 3.1 Polinomios de Legendre 
para n = 0, 1, 2 y 3 

_ Pn{0) 

0 1 

1 cos 0 

2 i(3 cos 2 0-1) 

3 ^(5 cos 3 6 - 3 cos 0) 


Volvamos ahora a la ecuación radial 

±í r 2 d ^\ = n( n + l )Z, (3- 17 ) 

dr\ dr) 

donde hemos empleado la forma explícita de k que dio soluciones de 8 aceptables. La 
inspección de (3-17) muestra que dos soluciones mdependientes son * 

Z„ = r" y Z„ = r- ( " +1) . 


Las soluciones de la ecuación de Laplace se obtienen por el producto <p„(r, 8) 

= Z (r) x PM donde debe tenerse particular cuidado para que Z y P correspondan 
al mlsmo valor de n. Esto es imprescindible, puesto que ambos miembros de la ecua¬ 
ción (3-15) son iguales a la misma constante, es decir, n(n +1). .... , 

Como resultado de la exposición anterior, hemos resuelto la ecuación de Laplace 

* La exposición ha sido aqui demasiado breve. El lector que se mterese deberá consultar más textos de 
matem^cas pàra un tratam" uto de,aliado de la ecuación de Legendre. Véase, por ejemplo, los hbros 
indicados al final de este capítulo. La ecuación de Legendre se expresa generalmenle en una forma d.stmta, 
sustituvendo x - cos 0, y sus soluciones se representan entonces por P„(x) ° PJcos 0). 

tTe enunciado ^«iere unas limitaciones. En algunos problemas ^ 

alrededor de 0 = 0 y 0 = n pueden excluirse naturalmente, por ejemplo, por superfícies córneas 
S^orÍ bajo estas condúLes, las soluciones de (M6) con otros valores de Ir podnan tamb.en 
aàfaar se Los problemas de este tipo no se consideraran aqui. 
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en coordenadas esféricas, obteniendo así las soluciones conocidas como armónicos de 
zona: 

<p n = r*P n (6) o <p n = r-<" +1 >P n (0), (3-18) 

donde P n (9) es uno de los polinomios de la tabla 3.1 y n es un entero positivo o cero. 
Los armónicos de zona forman un conjunto completo de funciones; esto es, que una 
solución general de la ecuación de Laplace puede construirse como una superposi- 
ción de estas soluciones según el teorema I, siempre y cuando el problema físico 
muestre la simetria azimutal adecuada. Vários de los armónicos de zona ya nos son 
bien conocidos: una de las soluciones para n — 0, es decir, q> = constante, es una 
solución trivial de la ecuación de Laplace, válida en cualquier sistema de coordena¬ 
das; el armónico de zona r _1 es el potencial de una carga puntual, y r~ 2 cos 6 es el 
potencial de un dipolo. 


3.5 ESFERA CONDUCTORA 

EN UN CAMPO ELECTRICO UNIFORME 

Ilustraremos la utilidad de los armónicos de zona para problemas electrostáticos que 
tienen simetria esférica resolviendo el problema de una esfera conductora descargada 
colocada en un campo eléctrico inicialmente uniforme, E 0 . Las líneas de un campo 
eléctrico uniforme son paralelas, pero la presencia dei conductor altera el campo de 
tal manera que las líneas de éste chocan normalmente con la superfície dei conductor, 
que es una superfície equipotencial. Si tomamos la dirección dei campo eléctrico 
inicialmente uniforme como la dirección polar (dirección z) y si fíjamos el origen de 
nuestro sistema de coordenadas de modo que coincida con el centro de la esfera, 
entonces de la simetria dei problema se ve que el potencial será independiente dei 
ângulo azimutal <f> y puede expresarse como una suma de los armónicos de zona. 

El conductor esférico, de radio a, es una^uperficie equipotencial; representemos 
este potencial por cp 0 . Nuestro problema es hallar una solución para la ecuación de 
Laplace en la región exterior a la esfera que se reduzea a <p 0 sobre la esfera misma, y 
que tenga la forma limitadora correcta a grandes distancias de separación. La 
aolución puede expresarse formalmente como 

q>(r , 0) = A 1 + C l r~ 1 + A 2 r cos 0 + C 2 r~ 2 cos 0 

+ jA 3 r 2 (3 cos 2 0 - 1) + jC 3 r -3 (3 cos 2 0 - 1) + • -, (3-19) 

donde las A y las C son constantes arbitrarias. Para r grande, el campo eléctrico se 
distorsionará sólo ligeramente respecto a su forma inicial y el potencial será el 
apropiado para un campo eléctrico uniforme. 

[E(r, 0)] r ^ = E 0 = £ 0 k, 

[ç>(r, tf)].-..,, = —E 0 z + constante, 

= —E 0 r cos 6 + constante. 


(3-20) 
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En consecuencia, para que concuerden (3-19) y (3-20) en r grande, A 2 - o> 
adaaàs, todas las A desde A 3 en adelante deben igualarse a cero. 

H término C 3 r~ l produce un campo radial que, como podría esperarse, es 
compatible sólo con un conductor esférico que tiene una carga total neta. Como 
nuestro problema trata de un conductor descargado, la constante C l debe igualarse a 
cero. En la superfície de la esfera cp = <p 0 y el potencial debe ser mdependiente dei 
ângulo 9 Los dos términos en que interviene cos 0 pueden elimmarse, pe™ los 
términos con potências inversas mayores de r no pueden elimmarse entre si debido a 
que contienen funciones de Legendre diferentes. La única posibilidad es igualar todas 
las C a cero cuando i ^ 3. La ecuación (3-19) se convierte ahora en 


«p(r, 0) = A ! - E 0 r cos 9 + C 2 r ~ 2 cos 0, para r>a, 
(p(a, 9) = (Po- 


(3-21) 


Ya que las dos expresiones deben ser iguales en r = a, A 3 - <p 0 y C 2 - fl3 - 
De la última expresión para el potencial, podemos calcular no solo el campo 
eléctrico en todos los puntos dei espacio (véase Fig. 3.2), sino tambien la densidad 
superficial de carga sobre la esfera conductora. 


- £„|l+2 p-)c°s e, | 


) para r > (3-22) 

o{9) = ÊQ^rlr = a = 3 ê 0 C° S ^ (3-23) 


La carga total sobre la esfera, > 

Q = a 2 f <r( 0 ) 27 t sen 9 d9, 

es evidentemente cero, lo que concuerda con nuestra suposición inicial. 



Fig. 3.2 Líneas de flujo eléctrico 
para el caso de una esfera conductora 
colocada en un campo eléctrico 
uniforme. 
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3.6 ARMONICOS CILÍNDRICOS 

La ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas puede resolverse también por el 
método de separación de variables. Aqui nuevamente conviene resolver sólo un tipo 
restringido de problemas; es decir, aquellos en los cuales el potencial és independiente 
de la coordenada z. Estas resoluciones son apropiadas para ciertos problemas en que 
interviene un conductor cilíndrico o alambre recto y largo, pero no para aquellos que 
tratan de un segmento cilíndrico corto. 

Si el potencial es independiente de z, la ecuación de Laplace en coordenadas 
cilíndricas se convierte en 



(3-24) 


Sustituyendo <p = 7(r)S(0), la ecuación se reduce a 



(3-25) 


donde k nuevamente desempena el papel de una constante de separación. La ecua¬ 
ción para 0 es particularmente sencilla; tiene por soluciones cos k m 8 y sen k 1/2 0. 
Pero si estas soluciones deben tener sentido físicamente, cada una debe ser una 
función univalente de 0; por lo que 


cos k i/2 (8 + 2n) = cos /c 1/2 0, 
sen k ll2 (9 + 2n) = sen k í/2 8. 


> 


O, dicho de otra forma, una vez que 0 ha recorrido todo el intervalo desde 0 hasta 2jt, 


la función debe unirse suavemente a su valor en 0 = 0. Este puede ser el caso sólo si 
k = n 2 , siendo n un entero. Podemos, además, requerir que n sea positivo (o cero) sin 
perder ninguna de estas soluciones. 

Volviendo a la ecuación de r, podemos verificar fácilmente que E(r) es r" o r -n ; a 
menos que n = 0 cuando E(r) = lnr o E(r) = constante. En consecuencia, las 
soluciones necesarias para la ecuación de Laplace, que se denominan armónicos 
cilíndricos , son 


1 , 

r" cos M0, 
r* sen nd , 


ln r, 

r~ n cos n0, 
r~ n sen nd. 


Estas funciones forman un conjunto completo para las variables r, 0 en coordenadas 
cilíndricas, y el potencial cp(r , 0) puede desarrollarse como una superposidón de 
armónicos cilíndricos de acuerdo con el teorema I. 
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*3l7 ECUàCION DE LAPLACE 

EN COORDENADAS RECTANGULARES 

En coordenadas rectangulares, las variables pueden separarse haciendo la sustitución 

(p(x, y, z) = fi(x)f 2 (y)f 3 ( z \ 


en la que la ecuación de Laplace se reduce a 

1 <Pfi Wi = _L. (3-26a) 

/ t (x) dx 2 f 2 (y) dy 2 f 3 (z) dz 2 ' 


El primer miembro de esta ecuación es una función de x e y, y el segundo es funcion 
de z únicamente; en consecuencia, ambos miembros deben igualarse a la misma 
constante, k. Esta es la primera constante de separación. Las dos ecuaciones 
obtenidas de (3-26a) son 


+ kf 3 = 0, 
dz 


(3-26b) 


1 d%_, 

f 2 dy 2 h àx 2 


Esta última ecuación se ha expresado de tal forma que las variables x e y estén 
separadas; cada miembro de esta ecuación se iguala ahora a -m (segunda constan e 
de separación). Por tanto, 

d 2 h , 

~2 + m fl 


dy 2 


0 , 


(3-26c) 


dx 2 


- (k + m)/i = 0. 


(3-26d) 


Las ecuaciones (3-26b), (3-26c) y (3-26d) se resuelven fácilmente. Una de las solucio¬ 
nes típicas para <p(x, y, z) es 

<p(x, y, z) = Xe“ (k+m)1,2x cos m m y cos k m z. (3-27) 

Las otras siete soluciones independientes para un par de constantes de separación 
(fc, m) se obtienen haciendo una o más de las siguientes sustituciones: +(k + m) x 
por -(fc + m) lí2 x, sen m 112 y por cosm 1,2 y y senfc w z por cos k z 

Hasta ahora no ha habido restricción sobre k ni m, pero las condiciones en la 
frontera dei problema restringen generalmente k (o m) a un conjunto discreto de 
valores positivos o negativos. Vale la pena observar que las condiciones en la 


Las secciones con asterisco pueden ser omitidas sin perder continuidad. 
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frontera son las que realmente imperan en la selección de las soluciones pertinentes 
para una ecuación diferencial parcial; la función 

<p{x , y 9 z) = X Z Apqe- {p2+q2)il2x cos py cos qz 

P 4 

para x e y fijas es el desarrollo de la serie de Fourier para una función par arbitraria 
de z. 

Las soluciones individuales, ecuación (3-27), no representan particularmente 
potenciales sencillos, y no trataremos de correlacionarias con situaciones físicas. El 
caso en el que ambas constantes de separación son cero es más interesante; por esta 
razón lo estudiaremos. De la ecuación (3-26d), es evidente que/i(x) = a x x , o sea, 
fi(x) = constante, es una solución; de la ecuación (3-26c) obtenemos f 2 (y), etc. Así, 

(p(x, y , z) — A x xyz + A 2 xy + A 3 yz + A 4 xz 

+ A s x + A 6 y + A 1 z + Ag, (3-28a) 

donde las A son constantes arbitrarias. Esta solución puede aplicarse al caso en el 
que tres planos conductores se intersectan perpendicularmente. Si estos planos son 
los planos coordenados xy, yz y zx, y. todos están al mismo potencial, entonces 

<p(x, y, z) = A x xyz + A 8 . (3-2&b) 

Se deja como ejercicio para el lector determinar la densidad de carga superficial sobre 
los planos coordenados que es compatible con la ecuación (3-28b). 


*18 ECUACIÓN DE LAPLACE EN DÒS DIMENSIONES. 
SOLUCION GENERAL 


Si el potencial es una función de dos coordenadas rectangulares únicamente, la 
ecuación de Laplace se puede expresar por 


d 2 q> ô 2 <p 
õx 2 + ôy 2 


(3-29a) 


Es posible obtener una solución general de esta ecuación por medio de una 
transformadón a un nuevo conjunto de variables independientes; sin embargo, 
deberá resaltarse que dicha transformadón conduce a una simplificadón de la 
ccuadón original solamente en el caso bidimensional. Sea 


É = x + iy. 


tl = x-iy , 
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donde 


Í = yri es el número imaginário unidad. En términos de estas relaciones, 


Ü = ^ + 2 

ôx 2 se 


Ô 2 


Ô 2 


JU -*-+2 

Ôy 2 de 


Õf} 2 ’ 
ÔÇ£?I7 V 


aí a» 
a 2 


V 2 <j> = 4 


d 2 <p 

ãíãíj 


= 0 . 


(3-29b) 


(3-30) 


Es evidente que la solución general de la ecuacion (3-29b) es 
<p = Ft(í) + F 2 (»7) = Fi(* + '» + F a( x “ 

donde F, y F 2 son funciones arbitrarias. Las funciones F 1 y F 2 son cantidades 
complejas e„ general, pero se pueden consirurr doe fnndones real» ® 

forma Suooncamos primero que F 2 (x — t>) - iy), ’ 4 

toeiTy Fr tienen la misma dependendo sobre sus argumentos; en.onces 

cp l = F,(x + iy) + F 1 (x - iy) = 2 Re [F^x + iy)], 

donde Re significa parte real de. Por otro lado, la segunda función real dei potencial 

q> 2 = — í[F!(x + iy) - Fi(x - iy)] = 2 Im [F t (x + iy)], 

donde Im significa parte imaginaria de. Por tanto, las partes real e imaginaria de 
cualquier 1 función cómpleja FC + iy) son soludones de la ecuacron^e Laplace 
Las Soluciones halladas en esta forma no se restnngen a un sistemaweoordenado 
particular.Porejemplo, 1 los ~^cilm^sd^ ^ “ 

lu n ando e esTces e ario resolver un problema bidimensional particular no hay un 
procedimiento establecido para hallar la función cómpleja ^ecuad^ E te método 
genera tantas soluciones que no es posible enumerarias y dejar fuera las que no 
concuerden con las condiciones en la frontera dei problema. En casos sencillos, las 
funciones necesarias pueden hallarse por tanteo; en otros casos, el método de mapeo 
conforme (que está más allá dei alcance de este texto) puede ser util. 


3.9 IMAGENES ELECTROST ATIÇAS 


Para un conjunto dado de condiciones en la frontera, la solución a la ecuacion de 
Laplace es única, de modo que si obtenemos una solucion <p(x, y, z) por cualqu 

* Las coordenadas cilíndricas y rectangulares están relacionadas en la forma usual: x = rcosO, 
v = r sen 9 . 
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medio, y si esta q> satisface todas las condiciones en la frontera, entonces se 1» 
encontrado una solución completa dei problema. El método de imágenes es im 
procedimiento para lograr este resultado sin resolver específicamente una ecuación 
diferencial. No se aplica universalmente a todos los tipos de problemas electrostáti- 
cos, pero bastantes problemas de interés caen dentro de esta categoria, de modo que 
vale la pena exponer aqui el método. 

Supongamos que el potencial puede expresarse en la siguiente forma: 



(3-31) 


donde q> 2 es ya una función específica o fácilmente calculable, y la integral representa 
h contribución al potencial de la carga superficial sobre todos los conductores que 
aparecen en el problema. Aqui no se conoce la función o. Puede suceder, y ésta es la 
csencia dei método de carga-imagen, que el último término de la ecuación (3-31) 
pueda reemplazarse por un potencial <p 2 debido a una distribución de carga 
especificada. Esto es posible mientras las superfícies de todos los conductores 
coincidan con las superfícies equipotenciales de <p l + q> 2 combinados. Las cargas 
especificadas que produce q> 2 se llaman cargas imagen. Por supuesto que no existen 
ícalmente. Su posición aparente queda dentro de los diversos conductores, y el 
potencial <p = <p l + q> 2 es una solución -válida al problema sólo en la región exterior. 

Como ejemplo de este método, resolveremos el problema de una carga puntual q 
colocada cerca d e un plano conductor de extensión infinit a. Para formular el 
pioblema matemáticamente, consideremos al plano conductor de tal forma que 
coincida con el yz, y supongamos que la carga puntual está sobre el eje x en el punto 
x = d (véase Fig. 3.3a). El potencial se ajusta a lo indicado por la ecuación (3-31), con 


<p t (x, y, z) = 


(3-32) 


4rc£ 0 r i 47t£(£/çr- d) 2 + y 2 + z 2 


Considérese ahora un problema diferente, el de dos cargas puntuales (q y -q) 
separadas por una distancia 2 d, como en la figura 3.3(b). El potencial de estas dos 
cargas, 


sólo satisface la ecuación de Laplace en todos los puntos exteriores a las cargas, 
*h> que también se reduce a una constante (es decir, cero) sobre el plano que bisecta 
perpendicularmente al segmento que une las dos cargas. Así pues, la ecuación (3-33) 
«usface las condiciones en la frontera dei problema original. Debido a que las 
soluciones de la ecuación de Laplace son únicas, (3-33) es el potencial correcto en 
■edo el semiespacio exterior al plano conductor. La carga -q que da origen al 
potencial 



(3-34) 
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plano conductor de la figura 3.3(a). 


(x, y, z) 



(x, y, 2) 


('0 


l 

íh) 



4 


x x Prnhíema de una carga puntual y de un piano conductor 
rcfueltü mediante ei método de carga-ímagen: (a) problema ong^> 
b) posición de la carga imagerv, (c) líneas de fuerza (rayas punteadas) 
y superfícies equipotenciales (rayas sólidas). 

v = 0 y la (3-33), la discontinuidad en el campo electnco es aj po 

densftiad de carga superficial <s sobre el plano: 

. Q d _ 

a (y> z ) = e oE x \x=o - 2 7t(íi 2 + y 2 + z 2 ) 3 ' 2 


(3-35) 











RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS ELECTROSTÁTKXK 69 


Las líneas de fuerza y las superfícies equipotenciales adecuadas al problema original 
se ilustran en la figura 3.3(c). Estas son las mismas líneas de fuerza y su p erfície s 
equipotenciales adecuadas al problema de dos cargas puntuales de la figura 3J(b>. 
excepto que en este último caso, las líneas de flujo continuarían hasta la 
izquierda dei plano. Es evidente, de la figura, que todas las líneas de flujo eléctrico que 
normalmente convergen en la carga imagen son interceptadas por el plano en la 
figura 3.3(c). En consecuencia, la carga total sobre el plano es igual a la de la carga 
imagen — q. Este mismo resultado puede obtenerse matemáticamente integrando 
(3-35) sobre toda la superfície (véase problema 3.14). 

Es evidente que la carga puntual q ejerce una fuerza atractiva sobre el plano, 
debido a que la carga superficial inducida es de signo contrario. Por la ley de Newton 
de la acción y la reacción, esta fuerza es igual en magnitud a la fuerza ejercida 
sobre q por el plano. Como la carga puntual no experimenta ninguna fuerza debida 
a su propio campo. 

F = -qVq> 2 , (3-36) 

que es exactamente la fuerza ejercida sobre él por la carga imagen. 

Otro problema que podría resolverse sencillamente en términos de imágenes es el 
de determinar el campo eléctrico de una carga puntual q en la vecindad de la 
intersección de un ângulo recto formado por dos planos conductores (véase Fig. 3.4a). 
Las posiciones de las cargas imagen necesarias se ilustran en la figura 3.4(b). Se ve de 
inmediato que los dos planos, ilustrados con rayas punteadas en la figura, son 
superfícies de potencial cero debido a los potenciales combinados de q y las tres 
cargas imagen. 



q • • —q 


(a) (b) 

Fig. 3.4 Carga puntual en una esquina que forma un ângulo recto. 


3L10 CARGA PUNTUAL Y ESFERA CONDUCTORA 

La dificultad principal al resolver un problema por la técnica de imágenes es la de 
hallar un grupo de cargas imagen que, junto con las cargas originales deter min adas, 
produzca superfícies equipotenciales en los conductores. El problema es evidente 
■ólo para casos en que la geometria es sencilla. Tal es el caso para una carga puntual 
fen la vecindad de una esfera conductora; sólo se necesita una carga imagen para 
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conwrtir la esfera en una superfície de potencial cero. Es necesaria una carga imagen 
adicional para cambiar el potencial de la esfera a algún otro valor constante. 

Determinaremos primero la magnitud y la posición de la imagen q que, junto con 
la carga puntual q , produce un potencial cero en todos los puntos de la esfera. La 
geometria de la situación se ilustra en la figura 3.5. La carga puntual q está a una 
distancia d dei centro de la esfera y el radio de la esfera es a. Es evidente de la 
simetria dei problema que la carga imagen q estará en la recta que pasa por q y por 
el centro de la esfera. 


P(r, d, <t>) 



Fig. 3.5 Carga puntual q en 
la vecindad de una esfera 
conductora; q es la carga imagen. 


Los resultados deseados se obtienen con mayor facilidad en coordenadas 
esféricas, estando el origen de coordenadas en el centro de la esfera. Sea el eje polar la 
recta que une q con el origen. La distancia b y la magnitud de q' se han de determinar 
en función de las cantidades especificadas q, d, a. El potencial en un punto arbitrário 
P, debido a q y q\ está dado por 


<p(r, 6 , 0) = -r -^-— + q 


4ne 0 r l 4n e 0 r 2 


1 


4 Kfo 


^/r 5 + d* — 2rd cos 9 ^fr 2 + b 2 — 2rb cos 6 


(3-37) 


En la superfície de la esfera, r = a y (p{a , d,<j}) = 0 para toda 8 y <f>. Pero de la 
expresión (3-37), <p(a, 6, <f>) puede igualarse a cero para toda 8 sólo si las dos raíces 
cuadradas son proporcionales la una a la otra. Este es el caso si b = a / d , puesto que 
entonces 

^ J~a 1 + b 2 — 2 ab cos 0 — - x /d 2 + a 1 — 2 ad cos 


En consecuencia, 


a 

(3-38) 

a 

--d q • 

(3-39) 


y, además, 
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Estas ecuaciones son útiles para determinar la posición y la magnitud de la primera 
carga imagen. 

Una segunda carga imagen q " puede colocarse en el centro de la esfera sin 
destruir la naturaleza equipotencial de la superfície esférica. La magnitud de es 
arbitraria; puede ser ajustada de modo que esté de acuerdo con las condiciones en 
la frontera dei problema. Con esto hemos encontrado una solución completa para el 
problema de la esfera conductora con carga puntual; el potencial en todos los puntos 
exteriores a la esfera es 


(p(r, 9, <£) = 


1 

4ne 0 



(3-40) 


El potencial propio dei conductor esférico es 


q>(a, 9,<j>) = 


4ne 0 a * 

y la densidad de carga superficial sobre la esfera es 


do 

a{9, <(>)= -e 0 — 


(3-41) 


(3-42) 


Todas las líneas de fuerza que normalmente convergen sobre las cargas imagen son 
interceptadas por la esfera; por tanto, la carga total sobre la esfera, Q, es igual a la 
suma de las cargas imagen: 

Q = 4 + q". (3-43) 

Este resultado puede verificarse por integríción directa de (3-42). 

Casos especiales de interés son la esfera puesta a tierra : <p(a) = 0, q” = 0; y el 
conductor esférico descargado : q” = —q\ 


3.11 CARGAS LINEALES E IMAGENES LINEALES 


Hasta ahora, nuestra técnica de imâgenes se ha limitado a problemas en los que 
intervienen cargas puntuales y, en consecuencia, imâgenes puntuales. En esta sección 
consideraremos vários problemas que pueden resolverse por medio de cargas imagen 
lineales. Consideremos dos lineas de carga infinitamente largas y paralelas, con 
cargas k y — X por unidad de longitud, respectivamente, tal como se muestra en la 
figura 3.6. El potencial en cualquier punto está dado por 




(3-44) 
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«Sm Je r, y r, son las distancias perpendiculares desde el punto hasta las dos lineas de 
Los iuipotenciales se obtienen igualando (3-44) a una constante, procedi¬ 
mento que es equivalente a exigir que 


— = Aí, 
r 2 


(3-45) 


siendo M una constante. Por tanto, los equipotenciales pueden determinarse con 

(3-45). 

■ PCr, y) 


Superfície 
equipotencial II 



Fig. 3.6 Dos líneas de carga 
infimiamente largas y paralelas 
(de carga Ay — A por unidad 
de longitud) se muestran cortando 
el plano dei papel. 


El equipotencial que corresponde a Aí = 1 es el plano situado a ia mitad de la 
distancia que hay entre las dos líneas de carga e identificado como la superfície 
eauipotencial I de la figura 3.6. El potencial dei plano es cero. En consecuencia el 
pmblema de una línea de carga larga orientada paralelamente a un plano conductor 
se ha resuelto eficazmente. El potencial en la mitad dei espacio esta ^do correcta- 
mente por (3-44). Supongamos que la línea de carga mostrada en la parte derecha de 
la figura es la carga especificada, que está a una distancia d dei plano conductor. 
Entonces la línea de carga dei lado izquierdo de la figura desempena cl paftel de una 
image^Nuevamente, £ carga ,o,al sobre el plauo =s igual » 1. de la carga, = 
Consideremos a continuación superfícies equipotenciales que corre^onden a 
otros valores de Aí. La forma general de la superfície puede haüarse expresando r^y 
r 2 en coordenadas rectangulares. Por comodidad, elegimos el origen del sistema 
coordenado en la línea de carga positiva, y hacemos que esta carga coincida con 
eje z; la segunda línea de carga está colocada en x = -24, y - U. Atiora 

rj = x 2 + y 2 


r\ = (x + 2 d) 2 + y 2 , 

de modo que (3-45) se convierte, después de alguna manipulación algebraica, en 

4 M 2 xd 4 M 2 d 2 


x 2 + y 2 - 


1 - M 2 1 - M 2 ' 


(3-46) 
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Esta es la ecuación de un cilindro circular que se extiende paralelo al eje z. Si A# es 
menor que uno, el cilindro rodea la línea de carga positiva como lo hace la superfície 
equipotencial II de la figura. El eje dei cilindro pasa por el punto 


x = 


2 M 2 d 


y el radio dei cilindro es 


1 -M" y ~°- 

(3-47) 

2 Mi 

(3-48) 


Estamos ahora en posición de resolver vários problemas interesantes en los que 
mtervienen conductores cilíndricos, pero sólo se expondrá uno de este tipo. 
Consideremos el problema de un conductor cilíndrico largo en la vecindad de un 
plano conductor y orientado paralelamente a éste. El cilindro tiene carga À por 
■nidad de longitud. La figura 3.6 puede servir para ilustrar el problema; los dos 
conductores coinciden con las superfícies de puntos. Ambas líneas de carga son 
■nágenes en este caso, y el potencial en la región que rodea al cilindro y a la derecha 
dei plano está dado por (3-44). Es evidente que la carga inducida sobre el plano es 
JEÍurI a — 2 por unidad de distancia en la dirección z. 


112 SISTEMAS DE CONDUCTORES. 

COEFICIENTES DE POTENCIAL 

En las secciones anteriores se han discutido vários métodos importantes para 
•btener soluciones de la ecuación de Laplace. Aunque son de alcance general, estos 
■etodos se limitan por consideraciones pfácticas a problemas en los que los 
conductores tienen formas más bien sencillas* Cuando sus formas son complicadas, 
li solución matemática completa es imposible; sin embargo, se pueden sacar algunas 
conclusiones respecto al sistema simplemente porque el potencial satisface la 
ecuación de Laplace. De hecho, demostraremos aqui que existe una relación lineal 
®tre el potencial de uno de los conductores y las cargas de los diversos conductores 
dei sistema. Los coeficientes en esta relación, los llamados coeficientes de potencial , 
lon funciones sólo de la geometria y, aunque no siempre se puedan calcular 
«alíticamente, pueden determinarse numéricamente o a partir de experimentos. 

Supongamos,que hay N conductores con geometria fija. Consideremos que todos 
fesconductores están descargados excepto el j, que tiene carga Q j0 . La solución 
«ecuada a la ecuación de Laplace en el espado exterior a los conductores estará 
«da por el símbolo <p U) (x, y, z), y el potencial de cada uno de los conductores se 
wiicará por q> { {\ (p Cambiemos ahora la carga dei j-ésimo conduc- 

■õr a kQ j0 . La función À<p iJ) (x , y, z) satisface la ecuación de Laplace, puesto que À es 
«2 constante; se puede ver dei siguiente argumento que las nuevas condiciones en la 
Antera son satisfechas por esta función. El potencial en todos los puntos dei espado 
* multiplica por k\ de este modo, todas las derivadas (y, en particular, el gradiente) 
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dd potencial están multiplicadas por A. Como <r — £o^n> se sigvie que todas las 
densidades de carga están multiplicadas por A. Así pues, la carga dei j-ésimo 
Gooductor es AQ, 0 y todos los demás conductores permanecen descargados. 

Una solución de la ecuación de Laplace que se ajusta a un conjunto particular de 
condiciones en la frontera es única; por tanto, tenemos que hallar la solución 
correcta, A<p ü, (x, y, z), para nuestro problema modificado. La conclusión interesante 
que sacamos de esta discusión es que el potencial de cada conductor es proporcional 
a la carga Qj dei conductor j\ es decir, 


(p 


,a> _ 


— PijQj’ (i — 1, 2, , N), 


(3-49) 


donde p u es una constante que depende sólo de la geometria. 

Sp pjjÇÓP aplicar c) mismo argumento al caso en el que el conductor k este 
cargado: & = vQ k0 , estando todos los demás conductores ^scargadbs^Aqm A 
solución adecuada para Ia ecuación de Laplace es v<p (x,y,z), <P 

solución para v = 1. Es evidente, entonces, que 


Xq> iJ) (x, y, z) + v<p w (x, y, z) 


(3-50) 


, • - oi ooco en el aue ambos conductores estén cargados. 

de cada conductor puede expresarse como 

<Pi = PijQj + PíkQk > (i = L 2,..., N). (3 51 ) 

Este resultado puede generalizasse de inmediato al caso en el que todos los N 
conductores estén cargados: í 


<Pi = X PijQr 

j =i 


(3-52) 


Esta es la relación lineal entre el potencial y la carga que hemos estado buscando: los 
cedeis ‘; s e llaman c«l icZ.es de pedenCa,. En e, capftu,o 6 se mostrara que el 
orden de estos coeficientes es simétrico; es decir, que p tj p }l . 


3.13 SOLUCIONES A LA ECUACIÓN DE POISSON 

Fn las secciones precedentes, hemos tratado exclusivamente con la ecuación de 
Laplace v su solución. La ecuación de Laplace se aplica a los problemas elect ^* tat! ' 
cos erHos cuales toda la carga reside sobre superfícies de conductores o se concent a 
n fnrma de car g a s puntuales o lineales. (Veremos en el siguiente capitulo que, s la 
“Jr.ntr=“^ònduc,or=s está ll.n, de uno o más médios dielíctrtcos stmples. 
entonces la ecuación de Laplace es válida aun en estos médios.) 
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Consideremos ahora un problema electrostático en el cual parle de la carga (la 
carga prescrita) está dada por p(x, y, z), una función conocida, y el resto de la carga 
(la carga inducida) reside en las superfícies de los conductores. Dicho problema 
requiere la solución de la ecuación de Poisson. La solución general a este problema 
puede expresarse como una integral dei tipo de la ecuación (3-1) sobre la carga 
prescrita , más una solución general a la ecuación de Laplace. Sin embargo, la solución 
a la ecuación de Laplace debe elegirse de modo que todo el potencial satisfaga todas 
las condiciones en la frontera. 

Cuando toda la carga es prescrita, es decir, cuando dq = p(x, y , z) dv se conoce en 
todos los puntos dei espacio, entonces la ecuación (3-1) representa la solución 
completa a la ecuación de Poisson, y su integral puede efectuarse (ya sea analítica o 
numéricamente). No obstante, hay un caso en el que la solución de la ecuación de 
Poisson puede obtenerse en forma más directa que por medio de la solución formal 
(3-1); esto sucede cuando tanto p como q> son funciones de una sola variable 
independiente. Como ejemplo de este caso, sea p una función de la coordenada 
esférica r, únicamente, y supongamos que toda la carga está distribuida en una forma 
esféricamente simétrica. Entonces (3-5b) se convierte en 



(3-53) 


Supondremos que la carga total está acotada; es decir, ya sea que la carga no se 
extiende al infinito o que la densidad de carga disminuye en forma suficientemente 
rápida a grandes rádios. La ecuación (3-53) puede entonces integrarse directamente, 
considerando la función p(r) dada, y las dos constantes de integración pueden 
determinarse: 1) de la ley de Gauss para el campo eléctrico para algún radio y 2) dei 
hecho de que q> -> 0 cuando r -► oo. 


> 

v 


3.14 RESUMEN 

Las ecuaciones diferenciales básicas de primer orden que actúan sobre vectores de un 
campo electrostático, V x E = 0 y V*E = p/e 0 , pueden combinarse en una sola 
ecuación diferencial de segundo orden que actúa sobre escalares, la ecuación de 
Poisson 



donde E — — V<jp. Si p(r) es una función dada en una región V, la ecuación de Poisson 
tiene una solución particular 
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ecuación homogénea correspondiente, la ecuacion de Lapla , 

vV = o. 

cerrada, la solución es única. 

es 0, así que la integral particular es la solucion completa. 

2 Si ú - 0 en todo el interior de K la solución completa es la solución de la 
2. Si p - U en luuo ti , A e V \ aue satisface las condiciones 

r P t:, n a S d :o L " e a «- es , - —» si la íroniera está 

formada por conductores. 

=“Ss353SS3m?35 

Í5=S=SS-S^ 

i F1 método de imágenes es una técnica en que se visualiza una configuracion 

íi 

para^p sobre los ^^ l e s ser^pticad^solamesft^èn^unas 

poSúadol donde la simetria es adecuada. El ejemplo más seneillo es una carga 
puntuai delante de un plano conductor. 

S Cuando todas las cargas se encuentran en superfícies conductoras, la ecuación de 
Laplace requiere que los potenciales de los conductores sean funciones lineales de su 

cargas: *-iP U e,- 
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PROBLEMAS 

3.1 Dos cáscaras conductoras esféricas de rádios r a y r b se disponen concéntricamente y se 
cargan a los potenciales <p a y <p b , respectivamente. Si r b > r a , encuentre el potencial en puntos 
entre las cáscaras, y en los puntos r > r b . 

3.2 Dos cáscaras cilíndricas largas de rádios r a y r b se disponen coaxialmente y se cargan a los 
potenciales <p a y <p b , respectivamente. Encuentre el potencial en puntos entre las cáscaras 
cilíndricas. 

3.3 Si (pi es una solución de la ecuación de Laplace, demuestre que la derivada parcial de <p í 
con respecto a una o más de las coordenadas rectangulares (es decir, ê<pi/dx J d 2 q> 1 /dx 2 , 
d 2 (p 1 /dxdy , etc.) es también una solución. 

3.4 Suponga que <p es una solución de la ecuación de Laplace en una región V 0 . Demuestre 
que el valor de <p en algún punto O es el promedio de sus valores sobre ia superfície de alguna 
esfera centrada en O que esté contenida totalmente en V 0 : 

<P (°) = 4^1 | <P da, 

donde R es el radio de la esfera. ( Sugerencia : Considere que = l/r en la ecuación 1-57.) 
Demuestre que, consecuentemente, <p no tiene un máximo o un mínimo dentro de V 0 . 

3.5 Desarrolle la función 


F(u) = (1 — 2xu + u 2 ) 1/2 

en series de Taylor hasta el término en u 3 . Observe que los coeficientes son los primeros cuatro 
polinomios de Legendre P„(x). De hecho, F(u) es una función generatriz para todos los poli- 
nomios de Legendre: 

F ( u )= Z P n (x)u n . 

n =0 

3.6 Demuestre que la mitad de los armónicos de zona se generan al derivar r _1 sucesivamente 
con respecto a la coordenada rectangular z(z = r cos 6). 

3.7 Obtenga V <p en coordenadas cilíndricas, ecuación (3-8), a partir de la forma rectangular, 
ecuación (3-6), por sustitución directa: x = r cos 6 , y = r sen 6 . 

3.8 Encuentre el potencial de un cuadripolo axial : cargas puntuales q , — 2 q 9 q colocadas en el 
eje z a distancias /, 0, -/ dei origen. Encuentre el potencial sólo a las distancias r ^> / y 
demuestre que este potencial es proporcional a uno de los armónicos de zona. 

3.9 Suponga que un dipolo puntual se localiza en el centro de una cáscara esférica 
conductora puesta a tierra. Encuentre el potencial en el interior de la cáscara. (Sugerencia: 
Utilice los armónicos de zona que son regulares en el origen para satisfacer las condiciones en 
la frontera sobre la cáscara.) 

Para una esfera conductora descargada colocada en un campo eléctrico 
uniforme, muestre que el potencial debido a la esfera es el de un dipolo puntual y encooitre d 
momento dipolar inducido. 

3.11 Una esfera conductora de radio a que tiene una carga total Q se coloca en nn 
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déctrico uniforme inicialmente £„. Encuentre el potencial en todos los puntos exteriores a la 

esfera. 

112 Un conductor cilíndrico largo de radio a que no tiene carga neta se coloca en un campo 
eléctrico uniforme inicialmente E 0 . La dirección de E 0 es ^rpend.cuiar al eje del cilindro^ 
Encuentre el potencial en puntos exteriores al cilindro y halle tambien la densidad de carg 
sobre la superfície cilíndrica. 

„ „ . _ AU-, j , = Ar 112 sen 40 satisface la ecuadón de Laplace, pero 

*3.13 Demuestre que Im * a _ ri íObsérvese 

mie el camno eléctrico derivado de esta íunción tiene una discontinuidad en $ - 0. (Observese 

que aqui r P y ÔMm coordenadas cilíndricas.» La función puede utili^rse para descnb.r e 
notenda! en ia arista de un plano conductor cargado. El plano conductor coincide con el 
plano xz pero sólo para valores positivos de x. Encuentre la densidad de carga sobre el plano. 
Haga un esquema ilustrando varias superfícies equipotenciales y vanas lmeas de fuerz . 

114 Una carga puntual q se sitúa a una distancia d de un plano conductor, puesto a tierra de 
extensión infinita. Obtenga la carga total inducida sobre el plano por mtegracion irec a 
densidad de carga superficial. 

i «a mlnean cerca de un plano conductor de extensión 

3.15 Dos “a^n n^sarias paia hacer que el plano sea una 

densidad de carga p colocado cerca de un plano conductor de extensión infinit . 

116 Dos planos conductores puestos a tierra se intersectan a 60“ y una carga puntual q está 
ubicada entre ellos. Determine las posiciones de las cargas imagen que dan el campo electr. 
entre los planos. 

X17 Una carga puntual q se encuentra entre dos planos paralelos, puestos a tierra y 
Larados entre sí una distancia d. Encuentre las posiciones dei número infinito de cargas 
imagen. Exprese la fuerza sobre la carga q por una serie infinita. 

318 Encuentre la fuerza entre una carga puntual q y una esfera conductora ^car^da de 
radio a. La carga puntual está colocada a una distancia r dei centro de la esfera, siendo > o. 
Encuentre una expresión aproximada válida para r a. 

3 19 Demuestre que el problema de una esfera conductora descargada en un campo eléctrico 
SJST3C Z Puede resolverse por medio de imágenes. (Sugerenaa: Un campo 
eléctrico uniforme en la vecindad dei origen puede calcularse aproximadamen^^rdcampo 
de dos cargas puntuaies Q y -Q colocadas en el eje z en z = -L y z = +L respect.vamente. 
El campo se vuelve más uniforme a medida que L-> oo. Es evidente que Ql o o-) 

320 Una carga puntual q se coloca dentro y a una distancia r dei centro * una ctea 
conductora esférica. El radio interior de la cascara es o. Demuestre que este problema puede 
resolverse por la técnica de imágenes y encuentre la densidad de carga a inducida so r 
superficie interior de Ia cáscara. {El potencial de la cascara esfertea no puede especificar» 
completamente en función de q y su imagen, porque las cargas «tenoresfijas 
contribuir Sin embargo, estas cargas exteriores solo anadiran un termino constan 
potencial.) Halle la carga total inducida sobre la superficie interior de la cascara (a) por 
argumentos físicos y (b) por integración de a sobre la superficie. 

* Los problemas con asterisco son más difícües. 
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3J1 Un cilindro conductor largo que tiene una carga À por unidad de longitud se orienta 
paralelamente a un plano conductor puesto a tierra de extensión infinita. El eje dei cilindro 
esta a una distancia x 0 dei plano, y el radio dei cilindro es a. Encuentre la posición de la imagen 
Sneal y halle también la constante M (que determina el potencial dei cilindro) en función de a y 
de x 0 . 

122 Una distribución esférica de carga se caracteriza por una densidad de carga constante p 
para r s£ R. Para rádios mayores que R, la densidad de carga es cero. Encuentre el potencial 
p(r) integrando la ecuación de Poisson. Verifique este resultado evaluando la integral (3-1). 
( Sugerencia : Para efectuar (3-1), divídase la región de carga en cáscaras esféricas concêntricas 
de espesor dr.) 

123 Un dipolo p se orienta normalmente a una distancia d de un plano conductor infinito. El 
plano está puesto a tierra (es decir, a potencial cero). Calcúlese la fuerza ejercida sobre el plano 
por el dipolo. 

124 Una tormenta contiene una carga +Q a. una altura h , y, directamente por debajo de 
étfa, una carga — Q a una altura h 2 . Halle una expresión para el campo eléctrico vertical E p en 
h superfície terrestre a una distancia d de la tormenta. Para h l = 5000 m, h 2 = 3000 m y 
C = 15 C, construya una gráfica mostrando cómo varia £„, desde d = 0 hasta d = 20 km. 

125 Suponga que <p(x, y, z) satisface la ecuación de Laplace. Demuestre que el valor de q> en 
(k, y, z) es aproximadamente igual al promedio de sus valores en los seis puntos circundantes 
C* ± d, y, z), (x, y ± d, z), (x, y,z ± d). ( Sugerencia: Calcule el desarrollo en serie de Taylor para 
pi* + d,y,z) hasta el término d 3 , y de manera semejante los otros cinco puntos; sume los 
resultados.) Pueden disenarse programas de computadora para calcular <p numéricamente 
basados en estos resultados. 


* 

4 
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EL CAMPO ELECTROSTATICO 
EN MÉDIOS DIELECTRICOS 


Hasta ahora, ao hemos constderndo problemas en 

-- - - - 

SUP En^este^ca^pitu^o^tataremos de remediar esta situaciôn y constderar el caso más 

^Un material dieléctrico ideal es aquel que no tiene £££ 

todos los médios materiales se componen e m )as mô iéctüas'de los dieléctricos 
de entes carga dos (núcleos atomicos y e e ’ eléctrico El campo eléctrico 

son, de hecho. afectadas por la presencia ^ “ n ada> empnjando las 

producc una fuerza que se ejerce sobre cada de 

partículas positivas en la direccion de camp , > Molécula se desplazan de sus 

modo que las partes positivas ^ g in em bargo. estos despiazamientos 

posiciones de equilíbrio en sentid P ■ ■ f ccjones mU y pequenas de un 

están limitados (en la mayoria e os ■ oras que se forman por el cambio 

diâmetro molecular) intensas fuerz»sr^br^ r »Qu^ ^ ^ 

de la configuración de las cargas /e ces nara non£r énfasis en el 

contraste con la «carga libre» de un lejos o ser 

hecho de que tales cargas moleculares no «to P macroscópi- 

^Ssss^sssxsBSst 

2S=,K“^rj.-tr.==."=Si 

"S™'resultado nos vemos en una situaciôn que parece ser algo embarazosa: la 
polarizaciòrídel ffSmpo 

el Xró^«o e prlS de este capitulo e» desarrollar métodos generales para 
manejar esta curiosa situaciôn. 
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4.1 POLARIZACION 

Consideremos un pequeno elemento de volumen Ar de un medio dieléctrico, que 
como un todo, es eléctricamente neutro. Si el medio se polariza, entonces se efectúa 
una separación de cargás positivas y negativas y el elemento de volumen se 
caracteriza por un momento dipolar eléctrico 

Ap= [ r dq. (4-1) 

* \v 


Según la sección 2.9, esta cantidad determina el campo eléctrico producido por Ar en 
puntos distantes (es decir, a distancias grandes de Ar comparadas con las dimensio¬ 
nes dei elemento de volumen). 

Como Ap depende dei tamano dei elemento de volumen, es más conveniente 
trabajar con P, el momento dipolar eléctrico por unidad de volumen: 

P = ^. (4-2) 

Ar 


Hablando estrictamente, P debe definirse como el limite de esta cantidad a medida 
que Ar se hace muy pequeno desde el punto de vista macroscópico. De esta forma, P 
se convierte en una función puntual P(x, y, z). P se llama generalmente polarización 
eléctrica , o simplemente polarización, dei medio. Sus dimensiones son carga por 
unidad de área; en unidades mks, C/m 2 . 

Es evidente que P (x,y,z) es una cantidad vectorial que, en cada elemento de 
volumen, tiene la dirección de Ap. Este, a su vez, tiene la dirección dei desplazamiento 
de la carga positiva con respecto a la carga negativa (véase Fig. 4.1). 


Fig. 4.1 Pedazo de material 
dieléctrico polarizado. Cada 
elemento de volumen se representa 
como un dipolo Ap. 



Aun cuando Ar se considere muy pequefío desde el punto de vista macroscópico, 
contiene aún muchas moléculas. A veces conviene hablar dei momento dipolar 
eléctrico de una sola molécula, esto es, 

Pm = í r dq, (4-3) 

‘'molécula 

puesto que una molécula es uno de los pequenos entes eléctricamente neutros que 
forman el material dieléctrico. Es evidente de (4-1) que el momento dipolar asodado 
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mi âr »tá dado por dp - £p., donde la suma induye todas las moléculas 
cootenidas en el elemento Ar. En consecuencia, 


P=r[ Pm 
Av t - 


(4-4) 


Este enfoque se desarrollará con más detall' “^“ítolumen dei dieléctrico 
Aunque la figura 4.1 |o “t u “ mÍ irStivo visualizar el 

ffi^Tminôs mS».as'e P lm»gi„ar que cada dipolo de ,a ftgura 4.1 
representa una sola molécula. 

4.2 CAMPO EXTERNO DE UN MEDIO DIELECTRICO 

„ . , nra lin nedazo finito de material dieléctrico polarizado; es decir. 

Consideremos ahora un peaa - r p/ r '\ i n nntarízacion da 

campo eléctrico como la inversa dei gradiente de <p. 

(.X, V, 2) 



* 

Fig 4.2 El campo eléctrico 
en íx v i) ^ pucde calcular sumando 
las contribuciones debídas a los diversos 
elementos de volumen tSv en 1" 

La superficie de Vo se denota por So- 


Cada elemento de volumen Ari dei medio dieléctrico se caracteriza por un 
t Ao - PÀr V como la distancia entre (x*y,z) y àv es gra 
“rdalafdlmensJnes d= Ar esta — d,P ° l8r) 

determina completamente la contnbucion de los Ar a! potencial. 


A<p(r) = 


Ap-(r-ri) P(ri) • (r - ri) Ari 


(4-5) 


4nf 0 1 r — r' | 3 47t£ 0 1 r r I 

Aqui, r - r es el vector, dirigido hacia afuera de Ari, cuya magnitud está dada por 
|r-r'| (4 ‘ 6) 
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El potencial total en el punto r se obtiene sumando las contribuciones de todas las 
partes dei dieléctrico: 


<p(r) = 


1 

4 ne 0 


r P(r') • (r — r') dv ' 

L 


(4-7) 


Este resultado es correcto, y <p puede evaluarse directamente con (4-7) si la forma 
funcional de P es conocida. Sin embargo, será ventajoso expresar (4-7) en una forma 
diferente por medio de una transformación matemática sencilla. 

Si |r — r'| está dada por la ecuación (4-6), entonces 



(4-8) 


como puede verse por la aplicación directa dei operador gradiente en coordenadas 
cartesianas. El operador V' contiene derivadas con respecto a las coordenadas 
primas. En ciertas circunstancias, es conveniente efectuar una operación gradiente 
con respecto a las coordenadas no primas; esto se indicará en la forma usual por V. 
Evidentemente, V' operando sobre una función de |r — r'| es igual a —V operando 
sobre la misma función. Necesitaremos el operador V más adelante para obtener el 
campo eléctrico en un punto r. Sin embargo, al resolver la integral (4-7) sobre el 
volumen dieléctrico V 0 , el punto r se mantiene fijo; por tanto, el integrando de (4-7) 
puede transformarse por medio de (4-8): 


P>-r') 

Ir _ r' P 


= P • V 



(4-9) 


La ecuación (4-9) puede transformarse aún i$ás por medio de la identidad vectorial 
(1-1-7) de la tabla 1.1: 

V'-(/F)=/V'-F + F-V'/, (4-10) 


donde/es cualquier función puntual escalar y F es una función puntual vectorial 
arbitraria. Aqui, nuevamente, la prima indica derivación con respecto a las coordena¬ 
das primas. Suponiendo / = (l/|r - r'|) y F = P, el integrando, o sea, la ecuación 
(4-9), se convierte en 


P>-r') 

I r r ' | 3 




V' • P. 


(4-11) 


Finalmente, el potencial, (4-7), puede expresarse como 


(p(r) = 


4ne 0 


P • n da 


+ 


S o 


| r — r' | 4jte 0 


- 1 -/ 
■1t£ 0 Jy 0 


(-V' • P) dv' 
r-r'| ’ 


(4-12) 
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donde la integral de volumen de V' • (P/|r - ha sido smtitmda por una integral de 
superfície aplicando el teorema de la divergência, y n. por supuesto es la norma 
ha cia afuera dei elemento de superficie da (hacia afuera «gn^a^^ 

1 as cantidades P n y -V P que aparecen en las mtegrales de (4-12) son dos 
funciones escalares obtenidas a partir de la polarización P_ Es conveniente asignar a 
estas cantidades símbolos especiales y, como tienen las dimensiones de carga p 
unidad de área y carga por unidad de volumen, respectivamente, escnbiremos 

(Tb = P • n = P„, ( 4 - 13 ) 


p p =-V-P, (4 ' 14) 

y llamaremos a <r P y P e densidades de carga de polarización. La densidad superficial de 
carga de polarización está dada por la componente.de polanzacion normal a 
superficie y la densidad volumétrica de carga de polanzacion es una medida de la no 
uniformidad de la polarización dentro dei material. 

El potencial debido al material dieléctrico. 


., lí 

f op dd 

, f 1 


i Ir-r'! 

+ L 0 |r-r-ll 

1 | 

• dq'p 


O 

II 

|r-r'|’ 



(4-15) 


se expresa ahora de tal manera que sea evidente que proviene de una distribución de 
carga En otras palabras, el material dieléctrico se ha sustituido por una distribución 

transformación íatemánca, 
debería ser posible entender <x P y p P con argumentos puramente «sicos _El que una 
densidad de carga superficial a P existe es evidente de la figura 4.1, donde ve qu 
esta carga se forma de los extremos de dipolos que tienen onentacion semejante. 
este modo se crea una densidad de carga en cada superficie que no sea paralela 
vector de polarización. Volviendo ahora a Pp , es de esperarse que p P Av represente el 
excem de carga o la carga neta dei elemento de volumen Ar ^ Puede verse de la 
sieuiente manera que éste cs realmente el caso: Definamos dos densidades de carga 
p + y p~ como representantes de la carga total positiva y la carga total negativa por 
unidad de volumen. respectivamente. Esto es, p + representa todos os nuceos 
atómicos por unidad de volumen dei dieléctrico y, de forma similar, p representa a 
todos los electrones. En el estado no polarizado, cada elemento de volumen dei 
dieléctrico es eléctricamente neutro; por tanto, 

P S(x',y',z') + pE{x\y',z') = 0, (4 ‘ 16) 

donde el subíndice cero representa las densidades en la configuración no polarizad^ 
Supongamos que, como consecuencia de la polarización, la carga positiva se desplaza 
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en 5 (x, y, z) y la negativa en 8“(x, y, z). La carga positiva que atraviesa un elemento 
de área da' es p£ & + ’ n da' y, así, el aumento de carga positiva por el elemento de 
volumen Ar' durante el proceso de polarización es 


Po& + -n da'. 


(4-17) 


AS 


donde A S es la superfície que limita Ar'. Análogamente, el desplazamiento de la carga 
negativa aumenta la carga (disminuye la carga negativa) en Ar' en 



(4-18) 


AS 


El aumento total en la carga por el elemento de volumen Av’ es la suma de las 
ecuaciones (4-17) y (4-18) y, como consecuencia de (4-16), puede expresarse en la 


forma 


Po + (S + ~ «-) • n dá = -V • [p 0 + (ô + - 8")] Ar'. (4-19) 


Pero ô + — 8 es sólo el desplazamiento'relativo de las densidades de carga positiva 


y negativa y, por tanto, po(8 + — S“) es equivalente a lo que hemos llamado 
polarización P. Así pues, ppAv' es la carga neta en un elemento de volumen dei 
dieléctrico polarizado. 

A primera vista puede parecer bastante extrano que, habiendo empezado con 
elementos de volumen eléctricamente neutros de material dieléctrico, fmalicemos con 
elementos de volumen que tienen una carga neta. Según nuestro punto de vista 
original, el dieléctrico está compuesto de dipolos elementales Ap, y era esencial que 
cada Ap fuera eléctricamente neutro para que la ecuación (4-5) diera el potencial 
correctamente. Ahora vemos que mientras 1| V • P no se anule, los elementos de 
volumen individuales parecen estar cargados. El origen de esta aparente paradoja se 
encuentra en la transformación matemática (4-11); la contribución de cada elemento 
de volumen se transforma en un término de volumen diferente y en un término de 
superfície. La carga total dei volumen y de la superfície dei elemento es aún cero, pero 
cuando reunimos vários elementos de volumen para formar una pieza macroscópica 
de material dieléctrico, encontramos que las contribuciones al potencial de las 
diversas «superfícies internas» se eliminan. Nos quedan efectivamente elementos de 
volumen cargados y una contribución superficial de la frontera dei cuerpo dieléctrico. 

La carga de polarización total de un cuerpo dieléctrico, 



(4-20) 


debe ser igual a cero, ya que nuestra premisa fue que el dieléctrico, como un todo, 
fuera eléctricamente neutro. Este resultado es evidente de la forma de (4-20), la cual 
claramente se anula como consecuencia dei teorema de la divergência. 





fundamentos de la teoría electromagnética 


Te nem os ahora dos expresiones distintas para el potencial electrostatico ç»(r) 
aenerado por una muestra de dieléctrico polarizado; es decir, las ecuaciones (4-7) y 
(4-15) Ambas son correctas, pero veremos que la última expresion es la mas 
conveniente en la mayoría de los casos. El campo eléctrico E pucde obtenerse como 
la inversa dei gradiente de (4-15). Como <p es una función de las coordenadas (*, y, z), 
el gradiente adecuado es - V. Las coordenadas sin prima aparecen so o en la función 
l/|r - r'|, En consecuencía, observando que V(l/|r - r |) - - V (l/|r t |) y e 
pleando la ecuación (4-8), obtenemos 


E(r) = 


4rrf 0 


o P (r - r') da^ + ( p P (r - r') dv' 


13 


L 


(4-21) 


4.3 EL CAMPO ELECTRICO 

DENTRO DE UN DIELECTRICO 

Antes de que podamos escribir una expresión para el campo eléctrico dentro de un 
medio polarizado, es necesaho definir este campo eléctrico con precision. Lo que nos 
interesa, por supuesto, es el campo eléctrico macroscópico; es decir, el campo electnco 
promedio en una pequena región dei dieléctrico que, sin embargo, cont.ene un gran 
número de moléculas. Un enfoque alternativo y tal vez prefenble es definir e campo 
eléctrico directamente en términos de un experimento macroscop.co: el campo 
eléctrico (macroscópico) es lafuerza por unidad de carga sobre una carga de prueba 
sumergida en el dieléctrico, en el limite en el que ta carga de prueba es tan pequena que 
no afecta por si misma a la distribución de carga. Esta carga de prueba debe ser 
dimensionalmente pequena desde el punto de vista macroscópico (lo que llamare- 
mos carga «puntual»), pero será grande comparada con el tamano de una molécula. 

Aunque el enunciado anterior es la definición fundamental dei campo electnco 
macroscópico E, es difícil emplear esta definición directamente para bbtener una 
expresión para el campo, puesto que tendríamos que calcular la fuerza sobre un 
cuerpo cargado de gran tamano y luego ir al limite a medida que dismmuia e 
tamano dei objeto. En consecuencia, vemos que conviene emplear otra propiedad dei 
campo eléctrico para ayudamos a obtener la expresión analítica que estamos 
buscando y en esta forma obtendremos E en función de las cargas de polanzacion dei 
medio. Posteriormente, en la sección 4.10, se demostrará que la cantidad que hemos 
llamado E concuerda realmente con la «definición de fuerza» fundamental. 

El campo electrostático en un dieléctrico debe tener las mismas propiedades 
básicas que encontramos válidas para E en el vacío; en particular, E es un campo 
conservativo y, en consecuencia, se puede derivar de un potencial escalar. Asi pues, 

V x E = 0 


o, eh forma equivalente, 


E • dl = 0. 
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Fig. 4.3. La trayectoria ABC D está contenida parcialmente 

en la cavidad en forma de aguja y parcialmente en el dieléctrico. 

En un dieléctrico isotrópico (véase Sec. 4.5) la polarización P tiene 
la dirección de E, de modo que, para la orientación mostrada de la aguja, 
(jp = 0 sobre las paredes cilindricas. En un dieléctrico anisotrópico, 

<jp no es necesariamente cero, pero su valor no influye en la componente 
longitudinal dei campo eléctrico en la cavidad. 


Apliquemos esta última ecuación a la trayectoria ABCD mostrada en la figura 4.3, 
donde el segmento AB está en una cavidad con forma de aguja sacada dei dieléctrico, 
y el segmento CD está dentro dei dieléctrico mismo. Como los segmentos AD y BC 
pueden hacerse arbitrariamente pequenos, la integral de línea se reduce a 

E 0 • 1 - E d • 1 = 0 

o, equivalentemente, 

Eu = (4-22) 

donde los subíndices v y d se refieren, respectivamente, al vacío y al dieléctrico, y el 
subíndice t indica la componente tangencial. 

La ecuaciónj(4-22) es válida independientemente de la orientación de la cavidad 
en forma de aguja. Si la «aguja» se orienta en la dirección de E, entonces E dt = E d \ 
además, por simetria, el campo dentro de la cavidad es paralelo a la dirección de la 
aguja; esto es, E vt = E v . Esto nos conduce a una conclusión importante*: 

El campo eléctrico en un dieléctrico es igual al campo eléctrico dentro de una 
cavidad en forma de aguja contenida en el dieléctrico , siempre y cuando el eje de 
la cavidad se oriente paralelamente a la dirección dei campo eléctrico . 

Evidentemente, el problema de calcular el campo eléctrico dentro de un dieléctri¬ 
co se reduce a calcular el campo eléctrico en el interior de una cavidad en forma de 


* Este enunciado es estrictamente válido sólo para los dieléctricos isotrópicos (véase Sec, 4.5). Para 
dieléctricos anisotrópicos, este argumento falia y nuestra conclusión debe generalizarse: El campo eléctrico 
dentro de un dieléctrico es igual a la componente longitudinal dei campo eléctrico dentro de una cavidad 
en forma de aguja en el dieléctrico, siempre que el eje de la cavidad esté orientado paralelamente a la 
dirección dei campo eléctrico en el dieléctrico. 
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iTj-a en cl dieléctrico. Perô el campo eléctrico en dicha cavidad es un campo externo 
cn consecuencia, puede calcularse por los resultados de la sección 4.2. Como en la 
sección 4.2, supond remos ahora que la polarización dei dieléctrico es una función 
dada P(x', y,z) y calcularemos el potencial y el campo eléctrico que se originan de 
esta polarización. Tomando et punto r dei campo en el centro de la cavidad y 
empleando la ecuadón (4-15), obtenemos para el potencial 




Pp (x' y\ z') dv' 


+ 


Vo-Vi 


r-r 




<jp{x', y', z') da' 


47TÊQ 


So + S' 


r-r 


(4-23) 


donde V 0 - V x es el volumen dei dieléctrico excluyendo la «aguja», S 0 es la superfície 
exterior dei dieléctrico, y S' = S 2 4- S 2 + S c son las superfícies de la aguja. Pero de la 
figura 4.3 se ve que a P = 0 sobre la superfície cilíndrica S c de la aguja; además, la 
aguja puede hacerse arbitrariamente delgada, de modo que las superfides S 2 y S 2 
tengan un área despreciable. Así pues, sólo las superfícies exteriores dei dieléctrico 
contribuyen y la integral de superfície de la ecuadón (4-23) tiene forma idêntica a la 
integral de superfície de la ecuación (4-15). La integral de volumen de la ecuación 
(4-23) excluye la cavidad; sin embargo, la contribución de la cavidad a esta integral es 
despreciable, como puede verse facilmente. La densidad de carga p P esta limitada, la 
cantidad dv'l\r - rj no diverge en el punto dei campo (es decir, cuando r' = r) porque 
el volumen en el punto es un cero de orden más alto que el lím |r — r |; y finalmente 
el volumen V v de la aguja puede hacerse arbitrariamente pequeno adelgazando la 
cavidad. Así pues, no necesitamos excluir el volumen V y y la ecuación (4-23) se 
vuelve semejante en forma a la (4-15). En otras palabras, la ecuación (4-15) da el 
potencial <p(r) independientemente de que se localice el punto r dentro o fuera dei 
dieléctrico. 

El campo eléctrico E(r) puede calcularse como menos el gradiente de la ecuación 
(4-23). Pero esto difiere sólo en una cantidad despreciable de la ecuación (4-21). Asi 
pues, (4-21) da la contribución dei medio al campo eléctrico en r, independientemente de 
si r está dentro o fuera dei medio. 

Los cálculos indicados en las ecuaciones (4-15) y (4-21) son directos para los casos 
en que P(x, y, z) es una función de posición conocida. (Algunos ejemplos de este tipo 
se encuentran entre los problemas al final de este capitulo.) Sin embargo, en la 
mayoría de los casos, la polarización se origina como respuesta a un campo eléctrico 
que se ha impuesto sobre el medio dieléctrico [esto es, P(x, y, z) es una función dei 
campo eléctrico macroscópico total E(x\ y', z')] y, bajo estas condiciones, la situación 
es mucho más complicada. Primero, es necesario conocer la forma funcional de P(E); 
pero ésta se conoce experimentalmente en la mayoría de los casos y, en consecuencia, 
no causa dificultad. La complicación real se debe a que P depende dei campo 
eléctrico total, incluyendo la contribución dei dieléctrico mismo, y esta contribución 
es la que deseamos evaluar. Así pues, no podemos determinar P porque no 
conbcemos E, y viceversa. 

Es evidente que se necesita un enfoque distinto al problema y éste se propor¬ 
cionará en las siguientes secciones. 
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4.4 LEY DE GAUSS EN UN DIELECTRICO. 

EL DESPLÀZÁMIENTO ELECTRICO 

En el capítulo 2 dedujimos una relación importante entre el flujo eléctrico y la carga; 
es decir, la ley de Gauss. Esta ley establece que el flujo eléctrico a través de una 
superfície cerrada arbitraria es proporcional a la carga total encerrada por la 
superfície. Al aplicar la ley de Gauss a una región que contiene carga libres dentro de 
un dieléctrico, debemos tener cuidado en incluir todas las cargas dentro de la 
superfície gaussiana, tanto la carga de polarización como la carga libre. 

En la figura 4.4, la superfície de trazos S es una superfície cerrada imaginaria 
colocada dentro de un medio dieléctrico. Consideraremos cierta cantidad de carga 
libre, Q, contenida en el volumen limitado por S, y supondremos que esta carga libre 
se encuentra en las superfícies de los tres conductores en las cantidades q u q 2 y q 3 . 
Por la ley de Gauss, 

í E-nda=— (Q + Q p \ (4-24) 

J s £ o 


Fig. 4.4 Construcción de una superfície 
gaussiana S en un medio dieléctrico. 


donde Q es la carga libre; es decir, 



Q = q i + ?2 + $3, 


y Q P es la carga de polarización: 


Qp = í P • n da + í (—V • P) dv. (4-25a) 

J Si+S 2 +S$ J v 

Aqui, V es el volumen dei dieléctrico encerrado por S. No hay limitación dei 
material dieléctrico en S, de modo que la integral de superfície en (4-25a) no contiene 
una contribución de S. 

Si transformamos la integral de volumen de (4-25a) a una integral de superfície 
por medio dei teorema de la divergência, debemos tener cuidado en incluir las 
contribuciones de todas las superfícies que limitan V, es decir, S, S l9 S 2 y S 3 . Es 
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evidente que las tres últimas contribuciones cancelarán el primer término de (4-2 5a), 

de modo que 

Q p = — I P • n da. (4-25b) 

Combinando este resultado con (4-24), obtenemos 

| (t 0 E -I- P) • n da = Q. (4-26) 

■'s 

La ecuaeión (4-26) establece que ei flujo dei vector CqE 4- P, que pasa por una 
superficie cerrada, es igual a la carga libre total introducida en el volumen encerrado 
por la superfície. Esta cantidad vectoríal es lo suficientemente importante como para 
merecer un nombre y un símbolo especial. Por tanto, definiremos un nuevo campo 
vectorial macroscópico, D, el desplazamiento eléctrico : 

D = c 0 E + P, (4-27) 

el cual evidentemente tiene las mismas unidades que P, carga por unidad de área*. 
En función de D, la ecuaeión (4-26) se convierte en 

í D • n da = Q, (4-28) 

j s 

y este resultado se conoce generalmente como la ley de Gauss para el desplazamiento 
eléctrico o* simplemente, ley de Gauss. La ecuaeión (4-28) se aplica a una región dei 
espado limitada por cualquier superficie cerrada S; si la aplicamos a una pequena 
región en la que toda la carga encerrada está distribuída como una densidad de carga 
p, entonces la ley de Gauss se convierte en £ 

í D • n da = p AV. 

Dividiendo esta ecuaeión por AV y tomando el limite, obtenemos 

V • D = p, (4-29) 

resultado que es llamado a veces forma diferencial de la ley de Gauss. 

La ventaja de expresar las formas integral y diferencial de la ley de Gauss, 
ecuaciones (4-28) y (4-29), en términos dei vector D consiste en que solo aparece 
explícitamente la carga libre Q o la densidad de carga libre p contenida en el medio 
dieléctrico. De aqui en adelante, a esta cantidad la llamaremos simplemente carga 
(o densidad de carga). Cuando sea necesario distinguiria de la carga de polarización Qp 


* En unidades gaussianas, D se define como D = E + 4?rP; D, E y P tienen las mismas unidades de 
carga por unidad de área, y en el vacío D = E. 
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dei medio o la carga total Q + Q P , la carga Q será llamada carga externa. Por 
«externa» no queremos decir que esté necesariamente fuera dei limi ta dd 
material, sino que es anadida a las cargas que forman la constitución atómica dd 
material neutral*. Ya que en muchos problemas la carga externa es conodda, es 
conveniente que el campo electrostático total en cada punto dei medio dieléctrico sea 
expresado como la suma de dos partes, 

E(x, y, z) = L D(x, y,z)~- P(x, y, z), (4-30) 

e 0 ÉQ 


donde el primer término, (1 /ê 0 )D> está relacionado con la densidad de carga externa 
mediante su divergência, y el segundo término, (-l/e 0 )P es proporcional a la 
polarización dei medio. En el vacío, el campo eléctrico está dado completamente por 
el primer término de la ecuación (4-30). 


4.5 SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA 
Y CONSTANTE DIELECTRICA 

En la introduccion a este capítulo se dijo que la polarización de un medio dieléctrico 
tiene lugar debido al campo eléctrico dei medio. El grado de polarización depende no 
sólo dei campo electrico, sino también de las propiedades de las moléculas que 
forman el material dieléctrico. Desde el punto de vista macroscópico, el comporta- 
miento dei material se especifica completamente por una relación que se determina 
en forma experimental llamada ecuación constitutiva , P = P(E), donde E es el campo 
eléctrico macroscópico. Esta es una relación puntual, y si E varia de un punto a otro 
dentro dei material, entonces P variará igualmente. 

Para Ia mayoria de los materiales, P se vmla cuando E se anula. Como éste es el 
comportamiento más común, limitaremos áuestra explicación ahora a materiales de 
este tipo. (Los dieléctricos con una polarización permanente se estudiarán brevemen¬ 
te en la Sec. 5.4.) Además,'si el material es isotrópico, la polarización deberá tener 
el mismo sentido que el campo eléctrico que la provoca. Estos resultados se resumen 
en la ecuación 


P = X(E% (4-31) 


* La carga externa se Jlama con mucha frecuencia carga «libre», y la carga de polarización se usa 
algunas veces como sinónimo de la carga ligada, En electrosiálica, esta con fu si ón no causa problema 
alguno, ya que la carga externa en un conduetor es libre (es decir, libre para moverse en los aírededorcsj y 
la carga de polarización está ligada. Sin embargo, la carga externa en un dieléctrico no es libre; si lo fuera, 
se moveria rãpidamente hacia la superfície y se escaparia. Por lo demás, la mayoria de los médios con- 
duciores contíenen, además de las cargas líbres que determinan el comportamiento electrostático de un 
conduetor, algunas cargas ligadas, que en otras circunstancias contribuyen a la polarización (Cap. 7}, 
Con campos dependienies dei tjempo (Cap. 19), es muy importante no confundir la diferencia emre 
carga externa y carga de polarización con la diferencia entre cargas libres y cargas ligadas. Por esto usare¬ 
mos exclusivamente el término carga externa en este contexto. 
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donde la cantidad escalar ^(E) se llama suscepiibilidad eléctrica dei material. Una 
gran variedad de materiales son eléctricamente isotrópicos; esta categoria incluye 
fluidos, sólidos policristalinos, sólidos amorfos y algunos cristales. Un tratamiento 
de las propiedades eléctricas de los materiales anisotrópicos está más allá dei alcance 
de este texto. 

Combinando (4-31) con (4-27), obtenemos una expresión para D en médios 
isotrópicos: 


D = e(E) E, (4-32) 

e(E)=e 0 + x(E), (4-33) 

donde e{E) es la permitividad dei material. Es evidente que e, e 0 y x tienen las mismas 
unidades. 

Aunque hemos tenido cuidado de expresar % y e en la forma x(E) y e(E\ se puede 
ver, sin embargo, que experimentalmente % y e son a menudo independientes dei 
campo eléctrico, excepto quizá para campos muy intensos. En otras palabras, e 
son constantes características dei material. Materiales de este tipo se llamarán 
dieléctricos lineales , y obedecen las relaciones 

P = *E, (4-3 la) 

D = cE. (4-32a) 

El comportamiento eléctrico de un material queda ahora especificado completamen¬ 
te, ya sea por la permitividad e o por la susceptibilidad Sin embargo, es más 
conveniente trabajar con una cantidad adimensional K definida por 


£ = Ke 0 . (*-34) 

K se llama coeficiente dieléctrico, o simplemente constante dieléctrica. De (4-33) es 
evidente que 


K = 


e 

e o 



(4-35) 


Las constantes dieléctricas para algunos materiales que se encuentran comúnmente 
se dan en la tabla 4.1. Excepto para algunos ejemplos en los que la polarización P dei 
material está determinada, los problemas de este libro tratan dieléctricos lineales. 

Si el campo eléctrico en un dieléctrico se hace muy intenso, empezará a sacar 
electrones de las moléculas, y el material se convertirá en conductor. El máximo 
campo eléctrico que un dieléctrico puede soportar sin romperse se llama su 
resistência dieléctrica. Las resistências dieléctricas £ máx de algunas sustancias también 
se dan en la tabla 4.1. 
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Tabla 4.1 Propiedades de los materiales dieléctrkos* (Constante 

dieléctrica K y resistência dieléctrica 


Material 

K 

£má*> V/m 

Azufre 

4.0 


Cloruro de sodio 

6.1 


Cuarzo (Si0 2 ) 

4.3 


Maderaf 

2.5-8.0 


Náilon 

3.5 

19 x 10 6 

Oxido de alumínio 

4.5 

6 x 10 6 

Polietileno 

2.3 

18 x 10 6 

Vidrio f 

5-10 

9 x 10* 

Agua (destilada, 0 °C) 

87.8 


Agua (destilada, 20 °C) 

80.1 


Alcohol etílico (0 °C) 

28.4 


Benzeno (0 °C) 

2.3 


Aire (1 atm) 

1.00059 

3 x 10 6 

Aire (100 atm) 

1.0548 


C0 2 (1 atm) 

1.000985 



* Datos dei Handbook of Chemistry and Physics , 58.* ed., CRC Press, Inc., 
Cleveland, Ohio. 

t Para materiales tales como vidrio y madera, la composición química 
varia; de ahí el intervalo de constantes dieléctricas. No debe inferirse que el 
material es no lineal. 


Ah CARGA PUNTUAL EN UN FLUIDO DIELECTRICO 

Uno de los problemas más sencillos que podríamos considerar en que interviene 
«n dieléctrico es el de una carga puntual q en un medio isotrópico homogéneo de 
«atensión infinita. El medio dieléctrico se sugondrá lineal y se caracterizará por una 
constante dieléctrica K. Aunque este problefna es bastante sencillo, veremos que es 
■structivo. 

Si la carga puntual q estuviera en el vacío, el campo eléctrico seria un campo 
mdial puro. Pero ya que E, D y P son todos paralelos entre sí en cada punto, la 
■aturaleza radial dei campo no cambia por la presencia dei medio. Además, de la 
shnetría dei problema, E, D y P pueden depender sólo de la distancia a la carga 
pontual, y no de alguna coordenada angular. Apliquemos la ley de Gauss, ecuación 
H- 28 ), a una superfície esférica de radio r que esté localizada concéntricamente con 
icspecto a q. Por comodidad, q se considerará en el origen. Entonces 


J 


o 


4nr 2 D = q 


D = 


Q 

4nr 2 ' 


D = 


_q_ 

4nr 3 


r. 


(4-36) 
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Fig. 4.5 Diagrama esquemático 
mostrando la orientación 
de las moléculas en un medio dieléctrico 
que rodea una carga puntual q . 


El campo eléctrico y la polarización pueden evaluarse ahora con bastante facilidad: 


F- q r 

47rXt 0 r 3 

(4-37) 

p _ÍK-l), 

4nKr 3 ' 

(4-38) 


De aqui que el campo eléctrico es menor en un factor K de lo que seria si no hubiera 
medio. 

A estas alturas, convendrá mirar el problema con más delalte, y tratar de ver por 
qué el dieléctrico ha debilitado al campo eléctrico. El campo eléctrico es originado 
por toda la carga, la de polarización y la externa. La carga externa es solo la c^rga 
puntual q . Sin embargo, la carga de polarización se forma de dos contribudones^una 
densidad volumétrica p p = “V*P, y una densidad superficial a P — P*n sobre la 
superfície dei dieléctrico en contacto con la carga puntual. Emplcando la ccuación 
(4-38) vemos que V • P se anula para r ^ 0, de modo que no hay densidad volumétrica 
de carga de polarización en este caso. 

Nuestra carga puntual q es un punto en el sentido macroscópico. Suponiendo que 
es grande, tomando como base una escala molecular* podemos asignarle un radio b 
que, posteriormente, se hará tender a cero. La carga total superficial de polarización 
está dada entonces por 

Qp = lím 4nb 2 (P • n\ =b = ^. (4-39) 

b^O /V 


La carga total, 


Qp + q = ~q, 


( 4 - 40 ) 
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aparece como una carga puntual desde el punto de vista macroscópico, y se ve claro 
ahora por qué el campo eléctrico es menor en un factor K de lo que seria si no hubicra 
medio. Un diagrama esquemático de la carga puntual q en un medio dieléctrico se 
ilustra en la figura 4.5. 


4.7 CONDICIONES EN LA FRONTERA 
SOBRE LOS VECTORES DE CAMPO 

Antes de que podamos resolver problemas más complicados, debemos saber cómo 
los vectores de campo E y D varían al pasar por una zona interfacial entre dos 
médios. Los dos médios pueden ser dos dieléctricos con diferentes propiedades, o un 
dieléctrico y un conductor. El vacío puede considerarse como un dieléctrico de 
permitividad t 0 . 

Consideremos dos médios en contacto, 1 y 2, como se ilustra en la figura 4.6. 
Supondremos que hay una densidad superficial de carga externa, a, que puede variar 
de un punto a otro en la zona interfacial. Construyamos ahora una pequena 



Fig. 4.6 Las condiciones en la frontjra sobre los vectores 
de campo en la zona interfacial entre dos médios pueden obtenerse 
aplicando la ley de Gauss a S e integrando E *dl a lo largo 
de la trayectoria ABCDA. 

superfície S en forma de caja de píldoras, que intersecta dicha zona y encierra un 
área A S de ésta, siendo la altura de la caja de píldoras despreciablemente pequena 
comparada con el diâmetro de las bases. La carga encerrada por S es 

o AS + j(p x + p 2 ) x volumen, 

pero el volumen de la caja de píldoras es despreciablemente pequeno, de modo que el 
último término puede despreciarse. Aplicando la ley de Gauss a S, vemos que 


D 2 • n 2 AS + Dí ■ n x AS = cr AS, 


o 


(D 2 Dj) n 2 — cr. 


(4-41a) 
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Como n 2 puede servir como la normal a la zona interfacial, 

D 2 „ - Dln = O. 


(4-4 lb) 


Así Dues la discontinuidad en la componente normal de D está dada por la densidad 
^Tdídeícarga externa sobre la zona interfacial. O, dtcho de otra forma stno 
hay 6 carga en la zona interfacial entre dos médios, la componente normal de D 

C ° n Debido a que el campo electrostático E puede obtenerse como menos el gradiente 
de un potencial, la integral de línea de E-dl alrededor de cualqmer ag^dTla 
cerrada se anula. Apliquemos este resultado a la trayectona rectangular ABCD de la 
figura 4.6. Sobre esta trayectoria, las longitudes ABy CD se consideraran iguales a I 
y los segmentos AD y BC se supondrán despreciablemente pequenos, 
siguiente, 

E 2 - AH- Ei - (—Al) = °, 


De ahí, el resultado deseado: 


(E 2 - Ej) • Al = 0. 


E 2 , Ei,, 


(4-42a) 


(4-42b) 


esto es, la componente tangencial dei campo eléctrico es continua al atravesar una 

Z ° n tòfretSos anteriores se han obtenido para dos médios dieléctricos arbitrá¬ 
rios pero vale la pena ver qué implicarian las ecuaciones para e caso en el que uno 
de lòs^medios fuem un conductor. Como no hay una fuerza molecular r^aurado a 
sobre las cargas libres de un conductor, parece que para un conductor se endria 
V = 00 en la ecuación (4-31), y £ = °o según la ecuacion (4-33). Si el med.1 « 
considera conductor, entonces concluímos que E t = 0 cualesquiera que sean os 
valores (finitos) de P, y D, como ya hemos deducido por diferentes razonamien 
en et capítulo 2. Como E, se anula, la ecuacion (4-42b) resulta ser 

E 2 , = o. í 4 - 43 ) 

Sin embargo, el desplazamiento D t no queda determinado por estas consideraciones 
si para nuestros propósitos lo fijàramos arbitrariamente en cero, la ecuacion (4-41b) 
se convertiría en 

D*-*. ^ 

donde fx representa la carga superficial total dei conductor, pero no incluye la carga 
superficial de polarización en el dieléctrico. Un método alternativo es resolver el 
problema dei dieléctrico y luego considerar que Ki tiende hacia la mfimdad (veanse 
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problemas 4.12 y 4.14). Entonces o representa la carga de polarización dei conductor 
(más cualquier carga externa en el conductor). Fisicamente, el resultado es el mismo. 
Obsérvese que el campo en el dieléctrico es siempre perpendicular a la superficie dei 
conductor, de acuerdo con la ecuación (4-43). 

Basándose en argumentos puramente físicos, se hace evidente que el potencial <p 
debe ser continuo al atravesar una zona interfacial. Esto se debe a que la diferencia de 
potencial, A<p, entre dos puntos muy próximos es -E • Al, donde Al es la separadón 
de los dos puntos, y de lo que ya se ha dicho anteriormente, no hay motivo para que 
E sea infinito en una zona interfacial. En realidad, la continuidad dei potencial es una 
condición en la frontera, pero no independiente de las ya deducidas. Es equivalente 
en la mayoría de los casos a (4-42b). 

De esta discusión y de las secciones anteriores, puede concluirse que el desplaza- 
miento electrico D esta íntimamente relacionado con la carga externa. Nos gustaría 
demostrar ahora una propiedad importante de D; es decir, que el flujo de D es 
continuo en regiones que no contienen cargas externas. Para hacer esto, recurrimos 
nuevamente a la ley de Gauss. Enfoquemos nuestra atención en una región dei 
espado y construyamos líneas de desplazamiento , las cuales son líneas imaginarias 
trazadas de tal manera que el sentido de una de ellas en cualquier punto sea el 
sentido de D en dicho punto. Luego imaginemos un tubo de desplazamiento, un 
volumen limitado en sus lados por las líneas de D, pero que no se corta por éstas 
(véase Fig. 4.7). El tubo se limita en .sus extremos con las superfides S x y S 2 - 
Aplicando la ley de Gauss, obtenemos 



(4-45) 



Fig. 4.7 Un tubo de flujo 
de desplazamiento. 


Si no hay carga externa en la región, entonces Q = 0 y la misma cantidad de ílujo 
que entra al tubo por S s sale por Cuando está presente la carga externa, ésta 
determina la discontinuidad en ei flujo de desplazamiento; por tanto, las líneas de 
desplazamiento terminan en las cargas externas. Las líneas de fuerza, por otra parte, 
terminan en las cargas externas o en las cargas de polarización. 






FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


48 PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA 
EN QUE INTERVIENEN DIELECTRICOS 

La ecuación fundamental que se ha estudkdo en este capítulo es 

V • D = o. ( 4 ’ 46 ) 


donde p es la densidad de carga externa. Si los dieléctncos con 
trabajando son lineales, isotrópicos y homogêneos, entonces D - 
constante característica dei material, y podemos escribir 


los que estamos 
êE, siendo 'c una 


V 



(4-47) 


Pero el campo electrostático E puede derivarse de un potencial escalar cp, es decir 

E = -V< p; 


de modo que 



(4-48) 


Por tanto, el potencial en el dieléctrico satisface la ecuación de Poisson; la umca 
diferencia entre (4-48) y la ecuación correspondiente para d potencial en el vacio 
consiste en que r reemplaza a £„• (Y P significa densidad de carga externa en lugar de 

densidad de carga total.) . 

En la mayoría de los casos de interés, el dielectnco no contiene cargas distribuí¬ 
das por su volumen; es decir, p = 0 dentro dei material dielectnco. La carga existe 
sobre las superfícies de los conductores o se concentra en forma de carga? puntuales 
que pueden, por cierto, estar dentro dei dieléctrico. En estas circunstancias, e 
potencial satisface la ecuación de Laplace en todo el dieléctrico: 


V 2 (p = 0. 


(4-49) 


En algunos problemas puede haber una densidad superficial de carga, a, sobre 
superfície de un cuerpo dieléctrico o en la zona interfacial entre dos materiales 
dieléctncos, pero esto no altera la situación y la ecuación (4-49) todavia se aplica 

m,e Unproblema electrostático en el que mtervienen dieléctncos lineales, ísotropicos 
v homogéneos se reduce, por tanto, a hallar las soluciones de la ecuación de Laplace 
en cada medio y relacionar las soluciones en los diversos médios con las condiciones 
en la frontera de la sección anterior. Hay muchos problemas que pueden resolverse 
por este método; un ejemplo se expondrá aqui y otros adicionales se hallaran entre 
los problemas à\ íinal dei capitulo. 
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4.9 ESFERA DIELECTRICA 

EN UN CAMPO ELECTRICO UNIFORME 

Nos gustaría determinar cómo se modifican las líneas de fuerza cuando una esfera 
dieléctrica de radio a se coloca en una región dei espacio que contiene un campo 
eléctrico inicialmente uniforme, E 0 Supongamos que el dieléctrico es lineal, isotrójM- 
co y homogéneo, y que se caracteriza por la constante dieléctrica K. Además, no tiene 
carga. El origen de nuestro sistema de coordenadas debe tomarse en el centro de la 
esfera y la dirección de E 0 como la dirección polar (dirección z); el potencial puede 
expresarse entonces como una suma de los armónicos de zona. Igual que en la 
sección 3.5, todas las condiciones en la frontera pueden ser satisfechas por medio de 
los dos armónicos de orden menor, y escribimos 

<Pi(r> 0) = A. t r cos 0 + C x r~ 2 cos d (4-50) 

para la región en el vacío (1) en el exterior de la esfera, y 

tp 2 (r, 0) = A 2 rcos 0 + C 2 r~ 2 cos 9 (4-51) 

para la región dei dieléctrico (2). Las constantes A u A 2 , C x y C 2 no se conocen y 
deben determinarse a partir de las condiciones en la frontera. No es necesario el 
armónico r -1 , puesto que su presencia implica una carga neta en la esfera. Puede 
sumarse un término constante a (4-50) y a (4-51), pero como se necesita la misma 
constante en ambas ecuaciones, podemos, sin pérdida de generalidad, consideraria 
cero. 

Lejos de la esfera, el campo eléctrico conservará su carácter uniforme y 
‘Pi -*■ — E 0 r cos 6. De aqui, A x = — E 0 . Además, a menos que C 2 = 0, el potencial 
y el campo eléctrico asociado se volverian iiíinitos en el centro de la esfera y esto 
implicaria fa existência de un dipolo macroscópico en el centro; esto es, un dipolo 
cuyo momento no es proporcional a AV En realidad, éste no es el caso; como ya se 
ha discutido en la sección 4,3, el potencial y el campo macroscópico no se vuelven 
infinitos en un dieléctrico desprovisto de cargas puntuales. En consecuencia, C 2 = 0, 
y las constantes restantes, A 2 y C ( , pueden obtenerse de las condiciones en la frontera 
de la sección 4.7. 

La continuidad dei potencial a través de la zona interfacial entre el dieléctrico y el 
vacío requiere que tp x = <p 2 en r = a, o sea: 


-£otf + Cja 2 = A 2 a. (4-52) 

Puesto que la componente normal de D en la zona interfacial es D r • = -e{ôq>ldr\ la 
continuidad de D r (no hay carga libre sobre la superfície dei dieléctrico) requiere que 
D lr = D 2r en r = a, o sea: 


£ 0 + 2C 1 a~ 3 = -KA 2 . 


(4-53) 
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La 


continuidad de E, en r = a es equivalente a (4-52). 
Combinando las ecuaciones (4-52) y (4-53), obtenemos 


3E 0 

K+2 

(4-54) 

(K - l)a 3 £ 0 

(4-^5) 

K + 2 



Así pues, se ha resuelto 
constantes A i ,C í ,A 2 y 
obtenerse en cualquier 
(4-54) y porque C 2 = 0, 
Eo y está dado por 


el problema. El potencial está dado por (4-50) o (4-51), y las 
C, son todas conocidas. Las componentes de E y D pueden 
punto (r, 6 <f>) por derivación. Es evidente, por la ecuacion 
que el campo eléctrico dentro de la esfera tiene el sentido de 


E 2 


3 

~ K + 2 


Eo- 


(4-56) 


Las líneas de desplazamiento y las líneas de fuerza se ilustran en la figura 4.8. 




Fie 4 8 Un campo eléctrico, uniforme distorsionado por la P res '“ nc , la 
de ima esfera dieléctrica: (a) líneas de desplazamiento electnco, (b) lmeas 
dei campo eléctrico. 


*4.10 FUERZA SOBRE UNA CARGA PUNTUAL 
SÜMERGIDA EN UN DIELECTRICO 

Estamos ahora eo posidón de determinar la fuerza sobre “ 
esférico cargado dentro de un dieléctnco lineal isotropico. En el limite en dquetí 
ccmductor es despreciablemente pequeno desde el punto de vista macroscopico, este 
cálculo da la fuerza sobre tma-earga puntual. 
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El campo eléctrico y la densidad de carga superficial en un punto representativo 
de la superfície dei conductor se obtendrán por el procedimiento dei valor en la 
frontera de la sección anterior y la fuerza F puede entonces obtenerse de la integral 
sobre la superfície: 



(4-57) 


• s 


Aqui E' representa el campo eléctrico en el elemento de superfície da , menos la parte 
dei campo producida por el elemento mismo. En otras palabras, 


E = E - E s , 


(4-58) 


donde E s es el campo eléctrico producido por el elemento superficial de carga, a da. 
Es importante que E s no se incluya en el campo E', porque la cantidad E s a da 
representa la interacción dei elemento de carga a da con su propio campo; esta auto- 
interacción no produce evidentemente fuerza neta sobre el elemento, pero da origen 
a un esfuerzo o tensión superficial. 


(4-59) 


que se debe a la repulsión mutua de los electrones (o dei exceso de iones positivos) de 
la capa superficial. Este esfuerzo se equilibra por intensas fuerzas de cohesión en el 
material dei cual está compuesto el elemento. Deberá senalarse que cuando calcula¬ 
mos las fuerzas sobre objetos cargados en los capítulos 2 y 3, implicitamente 
restamos el campo propio E s ; por tanto, cuando calculamos la fuerza sobre una 
carga puntual, el campo producido por la carga puntual no fue incluído. Un estúdio 
más detallado de las fuerzas sobre objetos cargados se considerará en la sección 6.8. 

Puede parecer que el propio campo dei elemento de superfície cargado a da es 
despreciable porque el elemento es de magni^id infinitesimal. Sin embargo, éste no es 
el caso. Sin duda alguna, el elemento es pequeno desde el punto de vista macroscópi¬ 
co, pero uno nunca va realmente al limite. En un punto situado precisamente sobre la 
superfície, el elemento parecerá estar en un plano infinito; es decir, el elemento 
subtiende un ângulo de 2n; en consecuencia, * 



(4-60) 


siendo n una normal al elemento y e la permitividad dei dieléctrico en contacto con 
él. Por tanto, el esfuerzo *F S es proporcional a a 2 y siempre es una tensión. 
independientemente dei signo de cr. 

Nuestro propósito aqui es calcular la fuerza sobre un conductor. Utilizando las 
condiciones en la frontera de la sección 4.7, el campo eléctrico total en el conductor 
está dado por 



( 4 - 61 ) 
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(4-5 7 a) 

/ 


lo (4-58), (4-60) y (4-61), obtenemos 

E' = *E, 

y la fuerza sobre el conductor se convierte en 

F = i I E a da. 

J s 

Fiiemos ahora nuestra atenoón en un pequeno conductor esférico sumergido en 

*«ión 3 5, «cupto que aqui la esfera conductora se sumerge eu uu d,eleetr,co 

permitividad e, y además tiene una carga neta Q. 

Por analogia con la sección 3.5 determinamos facilment . 

el potencial: 


<p(r, d)=<po-E 0 r cos 9 + - 3 - cos 9 + ^ \ 


Eoa* 

r 2 


(4-62) 


(4-63) 


el campo eléctrico, 

E r = E 0 (l + 2a 3 /r 3 ) cos 9 + QJdner 2 , 

£„ = -E 0 (l -a 3 /r 3 )sen9; £ 

y la densidad de carga superficial sobre la superfície de la esfera, 

a {0) = e £ r | r=0 = 3e £ 0 cos 9 + Q/4na 2 . (4-64) 

La fuerza puede ahora determinarse a partir de la ecuación (4-57a). Por ^ da ; ‘ a 
única componente distinta de cero de la fuerza es la que tiene la direccion 9- 0, es 

decir, la dirección z: 


Fz = 1 [ * (£ r ) r=a cos Qo(0)2na 2 sen 9 d9 


— £0 Qi 


(4-65a) 


F = ÔEo- 


(4-65b) 
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Este resultado no varia cuando tomamos el limite para a pequeno. Por tanto, d 
campo eléctrico en el dieléctrico, E 0 , concuerda con la definición fundamental; es 
decir, la fuerza sobre una pequena carga de prueba Q dividida por la magnitud de Q. 

4.11 RESUMEN 

El comportamiento electrostático de un medio dieléctrico está completamente 
caracterizado mediante su momento dipolar por unidad de volumen o polarización. 



Esta produce la densidad de carga de polarización 


P p =-VP, (o> = n • P), 


y nos da el potencial 



El campo total E debido a las cargas externas más la carga de polarización S£ tisface 


V-E-±(p + p,* 

e o 


Es conveniente definir el campo vectorial í 


D — CqE + P 


de tal forma que 


V • D = p 


con sólo las cargas externas como fuentes. El rotacional 


V x E = 0 


no cambia, ya que no contiene la densidad de carga. Para resolver las ecuaciones de 
los campos, la ecuación constitutiva 


P = P(E) 
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ódbc lambién conocerse para el material particular. Entonces, las últimas cuatro 
ecuactones, sujetas a las condiéiones en la frontera 

E>2n - n = O, 

Eit ~ Eu = 0 , 

son suficientes para determinar E y D en el interior y exterior de los dieléctricos. 

1. La forma integral de la ley de Gauss se convierte en 

<j> D - n da = Q, 

J s 

donde Q incluye solo la carga externa localizada en el interior de la superfície S. El 
rotacional permite aún definir el potencial por 

E = -Vq>. 

2. La mayoría de los materiales dieléctricos son lineales, con una constante de 
susceptibilidad. 


P = *E. 


Esta ecuación constitutiva, combinada con la definición de D, da 


D = eE, 


donde 


La constante dieléctrica 


£ = Co + X- 



i 


se encuentra entre 1 y 100 para la mayoría de los dieléctricos más comunes; para 
todos los dieléctricos K ^ 1 (x > 0). Para el vacío, K = 1 (x = 0). El comporta- 
miento electrostático de un conductor puede obtenerse haciendo K infinita. 

3. En un medio lineal 


y 


V-E =-p 



£ 
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Las técnicas matemáticas para resolver las ecuaciones de Poisson y Laplace son 
semejantes a aquellas dei capítulo 3, con las condiciones en la frontera apropiadas 
para una zona interfacial entre dieléctricos, 


K 2 


d( Pi „ d(p 1 
dn 1 õn 


y 

<P2=<Pl ’ 


(lo que es equivalente a E 2t = E u ). 


PROBLEMAS 

4.1 Una varilla delgada de dieléctrico de sección A se extiende sobre el eje x desde x = 0 
hasta x = L. La polarización de la varilla es a lo largo de su longitud, y está dada por P x — 
= ax 2 + b. Encuentre la densidad volumétrica de carga de polarización y Ia carga superficial 
de polarización en cada extremo. Demuestre explícitamente que la carga total de polariza¬ 
ción se anula en este caso. 

4.2 Un cubo dieléctrico de lado L tiene una polarización radial dada por P = At, siendo 
A una constante yr = Lx+jy + kz*El origen de coordenadas está en el centro dei cubo. En¬ 
cuentre todas las densidades de carga de polarización, y demuestre explícitamente que la carga 
total de polarización se anula. 

4.3 Una varilla de dieléctrico que tiene forma de cilindro circular recto de longitud L y radio 
R se polariza en la dirección de su longitud. Si la polarización es uniforme y de magnitud P, 
calcule el campo eléctrico resultante de esta polarización en un punto dei eje de la varilla. 

4.4 Demuestre la siguiente reladón entre la polarización P y las densidades de carga de 
polarización pp y o P para una muestra de dieléctrico de volumen V y superfície S. Aqui, 

P dv = í p p T dv + f <t p t da. 

Jy Jy J s 

r = bc + jy + kz es el vector de posición desde cualquier origen fijo. [ Sugerencia: Desarrolle 
V *(xP) según la ecuación (4-10).] 

45 Dos bloques semi-infinitos de dieléctrico se colocan casi en contacto, de modo que hay 
una separación angosta constante entre ellos. La polarización P es constante en todo el 
material dieléctrico y forma un ângulo y con la normal a los planos que limitan la separación. 
Determine el campo eléctrico en la zona de separación. 

4L6 Un conductor cilíndrico largo de radio a , que tiene una carga Ã por unidad de longitud, 
se sumerge en un medio dieléctrico de permitividad constante e. Halle el campo eléctrico a una 
distancia r > a dei eje dei cilindro. 

47 Dos médios dieléctricos con constantes dieléctricas K x y K 2 se separan por una zona 
Interfacial plana. No hay carga externa en la zona interfacial. Encuentre una relación entre los 
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j^nlnr 0 t y 0 2 , siendo éstos los ângulos que forman una línea recta arbitraria de desplaza- 
—lento con la normal a la zona interfacial: Ô l en el medio 1, 0 2 en el medio 2. 

AS Un cable coaxial de sección circular tiene un dieléctrico compuesto. El conductor interior 
Õeiie un radio exterior a; éste está rodeado por una cubierta de dieléctrico de constante 
dieléctrica y de radio exterior b. A continuación hay otra cubierta de dieléctrico de 
constante dieléctrica K 2 y de radio exterior c. Si se establece una diferencia de potencial <p 0 
entre los conductores, calcule la polarización en cada punto de los dos médios dieléctricos. 

*4.9 Dos médios dieléctricos con permitividades constantes tj y é 2 están separados por una f 
zona interfacial. No hay carga externa en la superfície de dicha zona. Una carga puntual q se 
sumerge en el medio caracterizado por éi, a una distancia d de la zona. Por comodidad, 
consideremos que el plano yz que pasa por el origen es la zona interfacial y situemos q sobre el 
eje x en x = —d. Si 


r = + d) 1 + y 2 + z 2 , y r' = yj(x - d) 2 + y 2 +”7, 


entonces se demuestra fácilmente que (l/47CÉ 1 )[(<j/r) -I- (g7 r )] satisface la ecuación de Laplace 
en todos los puntos dei medio 1, excepto en la posición de q. Además, q satisface la 

ecuación de Laplace en el medio 2. Demuestre que todas las condiciones en la frontera pueden 
satisfacerse por estos potenciales, y al hacerlo, determine q' y q (Véase Fig. 4.9.) 



© 


i 


Fig. 4.9 


4.10 Un cilindro dieléctrico largo de radio a y constante dieléctrica K se coloca en un campo 
eléctrico uniforme E 0 . El eje dei cilindro se orienta con un ângulo normal a la dirección de E 0 . 
El cilindro no contiene cargas externas. Determine el campo eléctrico en puntos interiores y 
exteriores al cilindro. 

4.11 Un dipolo puntual p se coloca en el centro de una esfera de sólido dieléctrico de radio a 
y constante dieléctrica K. Encuentre el campo eléctrico en puntos dentro y fuera de la esfera. 
{Sugerencia: El campo exterior es un campo dipolar; en el interior es necesario anadir otro 
término al campo dipolar.) 

4.12 Demuestre que si K tiende a infinito en la solución para la esfera dieléctrica en un 
campo eléctrico inicialmente uniforme, obtenida en la sección 4.9, se obtiene la misma solución 
que para la esfera conductora obtenida en la sección 3.5. 
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4.13 Una plancha plana de material con constante dieléctrica K x está limitada en ambos 
lados por un material de constante dieléctrica K 2 . Se tiene en el medio 2 un campo eléctrico, 
E 2 , que es uniforme y perpendicular a las fronteras. Encuentre el campo E 1( la polarización P l 
y la carga de polarización en el medio 1. 

4.14 Demuestre que si K x tiende a infinito en el problema 4.13, el resultado concuerda 
fisicamente con la ecuación (4-44). 

4.15 Dos placas conductoras paralelas están separadas por una distancia d y se mantienen a 
una diferencia de potencial A q>. Se introduce entregas placas una plancha dieléctrica, de 
constante dieléctrica K y de espesor uniforme t < d. Determine los vectores de campo E y D en 
el dieléctrico y también en el vacío entre el dieléctrico y una placa. Desprecie los efectos de 
arista debidos al tamano finito de las placas. 

4.16 Dos placas conductoras paralelas se encuentran separadas por una distancia d y se 
mantienen a la diferencia de potencial Áq>. Una plancha dieléctrica, de constante dieléctrica K 
y de espesor uniforme d, se inserta en forma justa entre las placas; sin embargo, ésta no llena 
completamente el volumen que hay entre dichas placas. Halle el campo eléctrico (a) en el 
dieléctrico y (b) en la región dei vacío entre las placas. Encuentre la densidad de carga a en 
aquella parte de la placa (c) en contacto con el dieléctrico y (d) en contacto con el vacío. 
(e) Encuentre sobre la superfície de la plancha dieléctrica. 

4.17 Una esfera conductora de radio R ftota sumergida a la mitad en un medio dieléctrico 
líquido de permitividad La región por encima dei líquido es un gas de permitividad e 2 . La 
carga total sobre la esfera es Q. Encuentre un campo eléctrico radial dei inverso dei cuadrado 
que satisfaga todas las condiciones en la frontera y determine las densidades de carga libre, 
ligada y total en todos los puntos sobre la superfície de la esfera. Formule un argumento para 
demostrar que este campo eléctrico es el que de hecho existe. 

4.18 Se genera un campo eléctrico uniforme E 0 en un medio de constante dieléctrica K. 
Demuestre que el campo dentro de una cavidad esférica en el medio es 


E = 

*4.19 Una esfera dieléctrica de radio R tiene una polarización permanente P que es uniforme 
en dirección y magnitud. La esfera polarizada da origen a un campo eléctrico. Determine este 
campo tanto dentro como fuera de la esfera. Dentro de la esfera, el campo eléctrico, que está en 
sentido opuesto a la polarización, se llama campo despolarizante. (Sugerencia: Puesto que 
V • P se anula en todos los puntos, el potencial electrostático satisface la ecuación de Laplace 
dentro y fuera de la esfera. No se suponga que el dieléctrico está caracterizado por una cons¬ 
tante dieléctrica.) 

4.20 En el texto se demostro que la polarización P = (ô + — 6 ). Utilice esta relación 
para la esfera uniformemente polarizada dei problema 4.19 para determinar directamente e! 
campo dipolar externo. 


3XEo 
2 K + 1 




5 TEORIA MICROSCÓPICA 

DE LOS DIELECTRICOS 


/ 


En el capítulo anterior consideramos los aspectos macroscópicos de la polarización 
dieléctrica y se demostro cómo, en muchos casos, la polarización puede tomarse en 
cuenta mediante la introducción de una constante dieléctrica. De esta forma, el 
campo eléctrico podría calcularse directamente de una consideración de la distribu- 
ción de carga externa. Aunque se hizo referencia a las moléculas dei dieléctrico varias 
veces en el capítulo 4, no se llevó a cabo detalladamente un tratamiento microscópico 
dei material y el panorama general presentado fue realmente desde el punto de vista 
macroscópico. Nos gustaría ahora examinar la naturaleza molecular dei dieléctrico y 
ver de qué manera el campo eléctrico responsable de la polarización de la molécula 
está relacionado con el campo eléctrico macroscópico. Además, en base a un modelo 
molecular sencillo, es posible entender el comportamiento lineal característico de una 
gran clase de materiales dieléctricos. 


5.1 CAMPO MOLECULAR EN UN DIELÉCTRICO 

El campo eléctrico responsable de la polarización de una molécula dei dieléctrico se 
llama campo molecular, E m . Este es el campo eléctrico en una posición molecular dei 
dieléctrico; es producido por todas las fuentes externas y por todas las moléculas 
polarizadas dei dieléctrico con la excepción de la molécula en el punto de considera¬ 
ción. Es evidente que E m no es necesariamente el mismo que el campo eléctrico 
macroscópico porque, como se expuso en la sección 4.3, esta última cantidad está 
relacionada con la fuerza sobre una carga de prueba que es grande comparada con 
las dimensiones moleculares. 

El campo molecular puede calcularse de la siguiente forma. Quitemos un pedazo 
pequeno de dieléctrico, dejando una cavidad esférica que rodee al punto en que va a 
calcularse el campo molecular. El dieléctrico que queda se considerará como un 
continuo; es decir, desde el punto de vista macroscópico. Devolvemos el pedazo de 
dieléctrico a la cavidad, molécula por molécula, excepto la molécula dei centro de la 
cavidad donde deseamos calcular el campo molecular. Las moléculas que acabamos 
de colocar deben tratarse no como un continuo, sino como dipolos individuales. El 
procedimiento que se ha esbozado puede justificarse sólo si el resultado dei cálculo es 
independiente dei tamano de la cavidad; veremos que bajo ciertas condiciones éste es 
realmente el caso. 
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Fíg. 5.1 Sustitución dei dieléctrico exterior a la «cavidad» por un sistema 
de cargas de polarización. 


Supongamos que una muestra delgada de dieléctrico se ha polarizado al 
colocaria en el campo eléctrico uniforme entre dos placas paralelas que están 
opuestamente cargadas, como se ilustra en la figura 5.1(a). Se supondrá que la 
polarización es uniforme en una escala macroscópica (esto es, V * P = 0\ y que P es 
paralelo al campo que lo produce. La parte dei dieléctrico exterior a la cavidad puede 
sustituirse por un sistema de cargas de polarización, como se ve en la figura 5.1(b), 
por lo cual el campo eléctrico en el centro de la cavidad puede expresarse por 


— E x + E d + E s + E'. (5-1) 

Aqui, E* es el campo eléctrico primário debido a las placas paralelas cargadas: E rf es 
el campo despolarizante debido a la carga de^olarización en las superfícies exteriores 
dei dieléctrico, E s se debe a la carga de polarización sobre la superfície de la cavidad S 
y E' se debe a todos los dipolos que están en el interior de S. Aunque no estamos 
considerando la forma explícita de E*, es evidente que si las dimensiones de las placas 
son grandes comparadas con su separación, E x = (l/e 0 )cr, siendo a la densidad de 
carga superficial. El campo despolarizante también se produce por dos planos 
paralelos de carga, esta vez con densidad a P . Puesto que o P = P n = ± P, 

E - = — P (5-2) 

e o 

Expresaremos el campo eléctrico macroscópico en el dieléctrico sin subíndice; 
esto es, E. Como la componente normal dei desplazamiento eléctrico D es continua 
al atravesar la zona interfacial entre el vacío y el dieléctrico, y como en el 

vacío que queda exactamente en el exterior de la plancha dieléctrica, 


éqE* — CqE + P. 


(5-3) 
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Cmbinando las ecuaciones (5-1), (5-2) y (5-3), se tiene 

% 

E m = E + E s + E', (5-4) 

que es una ecuación que relaciona el campo molecular con el campo eléctrico 
macroscópico en el material dieléctrico. Este resultado es bastante general y no está 
restringido a la geometria de la figura 5.1; sin embargo, la derivación anterior es 
instructiva y será útil para el tema que se expondrá en la sección 5.4. 


P 


Fig. 5.2 Cálculo de la contribución 
de la superfície de la «cavidad» a E m . 

El campo E s proviene de una densidad de carga de polarización, o P = P n , en la 
superfície esférica S. Utilizando coordenadas esféricas y tomando la dirección polar 
a lo largo de la dirección de P, como en la figura 5.2, obtenemos 



^ _ ( — P cos 9) J 
dEs 4; zt 0 r 3 dü ’ 


(5-5) 


siendo r el vector que va de la superfície al centro de la esfera. De la simetria, es 
evidente que sólo la componente de dE s en la dirección de P contribuirá a la integral 
de la ecuación (5-5) sobre la superfície completa. Como da = r 2 sen 9 d9 d(f>, 




E, = 


1 


4ite 0 


: ln r’ 

L L 


cos 2 6 sen 6 d9 


= 57 / 


(5-6) 


Final mente, llegamos al último término de la ecuación (5-4), el debido a los dipolos 
eléctricos en el interior de S. Hay muchos casos importantes para los cuales este 
término se anula. Si hay muchos dipolos en la cavidad, si están orientados paralela- 
mente, pero distribuídos al azar en su posición y si no hay correlaciones entre las 
posiciones de los dipolos, entonces E' = 0. Esta es la situación que puede prevalecer 
en un gas o en un liquido. Similarmente, si los dipolos en la cavidad están situados en 
las posiciones atómicas regulares de un cristal cúbico*, entonces nuevamente E' = 0. 
En relación con esto, el lector debe consultar el problema 5.2. 


* Los cristales de mayor simetria pertenecen al sistema cúbico. 
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En el caso general, E' no es cero, y si el material contiene vários tipos de 
moléculas, E' puede cambiar para diferentes posiciones moleculares. Esto es lo que 
da origen al comportamiento eléctrico anisotrópico de la calcita, por ejemplo. No 
obstante, nuestro propósito no es desarrollar una teoria para materiales anisotrópi- 
cos; por tanto, limitaremos la discusión a los materiales de mayor abundancia en los 
cuales E' = 0. Así, la ecuación (5-4) se reduce a 


E m = E + ‘ y P (5-7) 

Es interesante observar que este resultado podría ser obtenido directamente por el 
método anterior si la cavidad esférica fuera generada al quitar sólo una molécula. 
Pero en estas condiciones la cavidad seria tan pequena que la sustitución dei resto dei 
dieléctrico por un sistema de cargas de polarización no podría justificarse. 

El momento dipolar de una molécula por unidad de campo polarizante se llama 
su polarizabilidad , a. En otras palabras, 

p m = ocE m . (5-8) 


Si hay N moléculas por unidad de yolumen, entonces la polarización P = JVp m , y 
combinando este resultado con (5-7) y (5-8), obtenemos 

P = Na. |e + P j. (5-9) 

Esta ecuación puede expresarse en función de la constante dieléctrica, K , ya que 
P = (K — l)e 0 E. De este modo, la ecuación (5-9) se convierte en 


= 36ç (K-l) 
N (K + 2)’ 


(5-10) 


que se conoce como ecuación de Clausius-Mossotti. Es evidente que (5-10) define una 
propiedad molecular, que es la polarizabilidad molecular, en términos de cantidades 
que pueden determinarse sobre bases macroscópicas. 


5.2 DIPOLOS INDUCIDOS. UN MODELO SENCILLO 

Las moléculas de un dieléctrico pueden clasificarse en polares y no polares. Una 
molécula polar es aquella que tiene un momento dipolar permanente, aun en 
ausência de un campo polarizante E m . En la siguiente sección se estudiará la 
respuesta de un dieléctrico polar a un campo eléctrico externo, pero aqui trataremos 
el problema algo más sencillo en que intervienen moléculas no polares, en el cual los 
«centros de gravedad» de las distribuciones de carga positivas y negativas coinciden 
normalmente. Las moléculas simétricas tales como H 2 , N 2 u 0 2 , o las moléculas 
monoatómicas, tales como He, Ne y Ar, se encuentran dentro de esta categoria. 
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La aplicación de un campo eléctrico provoca un despi aza mie nto re ativo de las 
cargas JLtivas y negativas en moléculas no polares, y los di polos moleculares asi 
formados se llaman dipolos mducidos. El tipo más senciUo de molécula que puede 
visualizarse es el formado por un sólo átomo neutro. Es posible construir un modelo 
clástco sencillo para el átomo y de este modelo obtener una expresion para 
momento dipolar inducido y, en consecuencia. para su potanzatnhdad. Aunque u 
disenado específica mente para tratar moléculas monoatom.cas, el modelopuede 
utifizarse para moléculas diatómicas simétricas, aplicandolo por separado a cada 
unoTfos átomos en la molécula para obtener las polarizab.fidades atomicas. La 
polarizabilidad molecular es entonces la suma de estas, o el doble de la polarizab 

““‘uf ta. está formado por un núcleo 

nositivamente rodeado por electrones orbitales que estan en un estado de movtmien- 
to continuo. Como los electrones recorren sus órbitas en un tiempo sumamente 
corto dei orden de 10" 15 segundos, es evidente que en un atomo <<estat, “ 
equivalente cada carga electrónica está repartida sobre su orbita. La mecamca 
cuántica nos dice que, aunque este panorama es esencialmente correcto, es algo 
inTnuo Z electrones no se local,zan realmente en órbitas, sino que ttenen una 
orobabilidad finita de estar situados en cualquier parte dei atomo. Asi pues la 
™ta dei átomo a un campo electrostático o a campos eléctncos que vanan 
lentamente puede enfocarse considerando que el electron esta distnbui o so re s “ 
órbita en el átomo y que cada órbita está extendida sobre una parte constderable d 
volumen atómico. En resumen, un modelo clásico sencillo dei atomo compatible con 
esto es una carga positiva puntual (el núcleo) rodeada por una nube esfencame 
simétrica de carga negativa en la cual la densidad es esencialmente uniforme hasta el 

radio atómico Rn y eero a rádios mayores. .. 

Estamos ahora en posición de calcular la polanzabilidad de este «atomo». Al 

núcleo se le asignará la carga Ze, donde e es el valor absoluto de la 
v Z el número atómico. Como el átomo es eléctncamente neutro, la car « a * o a ' J^ 
kube electrónica es - Ze. Si el átomo se coloca en un campo polanzante E el núcleo 
sedesplazará relativamente dei centro de la nube de carga en una distancia que 
11 ama remos x. Este desplazamiento será en la dirección de E m . Supondremos que la 
nube de carga se mueve rigidamente durante este desp azamiento, es deor, no hay 
distorsión de la nube por el campo polanzante. El desplazamiento x puede det 
narse dei equilíbrio de fuerzas sobre el núcleo; la fuerza ZeE m actua en a ireccion 
dei campo mientras que una fuerza electrostática entre el núcleo y la nube decarga 
tiende a restaurar la configuración inicial. Por la ley de Gauss la carga negaüva q 
atrae al núcleo es la parte de la nube dentro de la esfera de 

electrónica en la nube es uniforme, entonces esta carga es Zex IR 0 . En consecuencia, 


(Zc)(Zex 3 /Ro) _ 

—-—-—-y- 

4ítf 0 x- 


( 5 - 11 ) 


Zex = 4n Rq E„ 


o 


(5-12) 
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Como el dipolo atómico formado en este proceso es p m = Zex, la última ecuadón 
puede compararse con la (5-8), de donde 


a = 4nc 0 Rl. 


(5-13) 


El modelo atómico que se acaba de describir puede probarse comparando los 
resultados obtenidos de él con los resultados deducidos de otras fuentes. Por 
ejemplo, la ecuadón (5-13) puede combinarse con la ecuación de Clausius-Mossotti 
(5-10) para eliminar a; la ecuación resultante predice el radio atómico R 0 en fundón 
de las cantidades determinadas experimentalmente. R 0 obtenido en esta forma 
concuerda razonablemente con los resultados de otros experimentos, en cuyos casos 
el modelo resulta particularmente adecuado; R 0 es dei orden de magnitud de 1 
angstrom, es decir, 1(T 10 m (véase problema 5.1). 

La polarizabilidad deducida en (5-13) es una constante, independientemente dei 
campo polarizante. En consecuencia, (5-13) nos conduce a un valor constante de K y 
el dieléctrico así descrito es lineal. 


5.3 MOLÉCULAS POLARES. 

LA FORMULA DE LANGEVIN-DEBYE 

Como se menciono en la sección anterior, una molécula polar tiene un momento 
dipolar permanente. Una molécula polar esta formada de al menos dos especies 
distintas de átomos; durante la formación de moléculas, algunos de los eleorones 
pueden transferirse completa o parcialmente de una especie atómica a otra; la 
disposicion electrónica resultante es tal que los centros de carga positivos y nega d vos 
no coinciden en la molécula. En ausência de un campo eléctrico, un pedazo 
macroscópico dei dieléctrico polar no está polarizado, ya que los dipolos indi /iduales 
están orientados estocasticamente, como ea la figura 5.3. La polarizacion se ha 
definido como 



(5-14) 


donde la suma se efectúa sobre todas las moléculas dei elemento de volumen Ar. 
Cuando los p m se orientan al azar, la suma se anula. 

Si el dieléctrico polar se somete a un campo eléctrico, los dipolos individuales 
experimentan momentos de rotación que tienden a alinearlos con el campo. Si el 


Fig. 5.3 Una distribudón aleatória 
de dipolos permanentes. 
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oapo es suficientemente intenso, los dipolos pueden alinearse completamente y la 
pobHzación alcanza el valor de saturación 

P s = Np m , (5-15) 

donde N es el número de moléculas por unidad de volumen. Este efecto de 
orientación se suma a los efectos dipolares inducidos, que generalmente están 
también presentes. Por el momento, despreciaremos la contribución dipolar induci- 
da, pero su efecto se tendrá en cuenta más adelante. 

A las intensidades de campo que se encuentran normalmente, la polarización de 
un dieiéctrico polar está, por lo general, lejos de su valor de saturación y si ia 
temperatura de la muestra se eleva, !a polarización se vueive aun menor. La falta de 
una alineación dipolar completa se debc a la energia térmica de las moléculas, que 
tiende a producir orientaciones aleatórias de los dipolos. El momento dipolar 
efectivo promedio por molécula puede calcularse por medio de un principio de 
mecânica estadística que estabiece que a la temperatura T la probabiiidad de 
encontrar una energia molecular particular E es proporcional a 

e~ ElkT , (5-16) 

siendo k la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. No se dará aqui 
una exposición completa de la base de este principio; el lector familiarizado con la 
distribución de velocidad de Maxwell en un gas perfecto ya ha encontrado este 
principio. Según la ley de la distribución de Maxwell, la probabiiidad de una 
velocidad molecular v es proporcional a e -™ 2 i 2kT . Pero en el gas perfecto de Maxwell, 
las moléculas tienen sólo energia cinética, \mv 2 ; en el caso general, E en (5-16) debe 
incluir tanto la energia cinética E k como la energia potencial U, y el factor se convier- 
te en « 


e -EtikT e -V!kT (5-17) 

La energia potencial de un dipolo permanente p 0 en un campo eléctrico E m es 

U = - Po • E m = -p 0 E m cos 9, (5-18) 

siendo 9 el ângulo entre p 0 y el campo eléctrico. Como las energias cinéticas 
moleculares no dependen dei campo eléctrico, podemos despreciar por completo la 
distribución de velocidades en el siguiente cálculo. El momento dipolar efectivo de un 
dipolo molecular es su componente sobre la dirección dei campo; es decir, p 0 cos 9. 
Empleando el principio anterior, resulta que el valor promedio de esta cantidad es 
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donde díl es un elemento de ângulo sólido que puede sustituirse por 2irsen0d0 y 
donde los limites sobre 6 son 0 y n. Como p 0 , E m y kT son constantes de integradón, 
las integrales pueden efectuarse directamente. Conviene definir 


y = 


Po Em 


kT 


La ecuación (5-19) proporciona entonces: 

<p 0 COS 6 > = Po 


cotgfc y- 

y 


(5-20) 


(5-21) 


que se conoce como la fórmula de Langevin. La curva que representa esta función 
está en la figura 5.4. 



Fig. 5.4 Gráfica de una función 
de Langevin. El valor asintótico 
mientras y -*■ oo es uno. 


Puede verse en la figura que la ecuación (5-21) da realmente un efecto de 
saturación para campos de gran intensidad. Sin embargo, para pequenos valores de 
y, la gráfica es lineal, y esta región lineal es importante a temperaturas comentes. El 
momento dipolar molecular p 0 de la mayoría de los materiales polares es tal que 
y < 1 para un intervalo completo de intensidades de campo, aun para aquellas que 
se aproximan al valor de la resistência dieléctrica dei material, mientras la temperatu¬ 
ra esté por encima de 250 K, aproximadamente. Así pues, un material dieléctrico que 
contiene moléculas polares es, en general, lineal. 

Como la región lineal de (5-21) es la importante, es apropiado desarrollar cotg/i y 
en una serie de potências y conservar sólo los primeros términos (véase problema 
5.4). El primer término elimina al último en (5-21), con el resultado de que 


(Po COS 9 > « %p 0 y = 


(5-22a) 
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B OTino <p 0 cos0> es el momento dipolar efectivo promedio; por tanto la 
p fari^Són, P = N<p 0 cos 6), tiene la dirección de E m . En consecuenca, (5-2 ) 

poede escribirse en la forma 

i P = A Em . (5-22b) 

N 3 kT m 

Comparando esta ecuación con la (5-8), es evidente que la polarizabilidad a (es decir, 
el momento dipolar molecular por umdad de campo polanzante) 


a = 


Po 

3kT' 


(5-23) 


Fste resultado se ha deducido despreciando los momentos dipolares inducidos y 
fepLent lo que potóamos llamar polarizabilidad d, orientac «b. 1Los e e C to 

dipolares induridos, tales como los considerados en la seccion anterior da g 
lo que podría llamarse polarizabilidad de deformacion, a 0 . Entonces, en 
general, la polarizabilidad molecular total es 

(5-24) 


a = a 0 + 


Po 

3/cT’ 


expresión que se conoce como ecuación de Langevin-Debye y que tiene gran 
importância en la interpretación de estructuras moleculares. 


*5.4 POLARIZACION PERMANENTE. FERROELECTRICIDAD 

Se vio en la sección 5.1 que el campo molecular E M es el responsable de polarizar 
las moléculas individuales. La relación entre E m y el campo electnco macroscopito E 
e d r n la iiac ón (5-71. En la mayoria de ios casos, la polarizacón es proporc.onal 
a E de modo qu *1 - anula cuando E tiende a cero. Pero bajo certas cond.c.on^ 
fa ecuadón (5-7) también es compatible con una polanzacon permanente (o 
espontânea). Cuando E se iguala a cero, 

e.-2-p., (5 ' 25) 

o dicho textualmente, si existe una polarización P 0 , ésta creará en la molécula un 
li?eíSricTque tiende a polarizaria. Con toda seguridad, existe un campo 
Dolarizante- pero si este campo da origen a una polanzacon distinta de P 0 , entonces 
autoconsistente. Po, ,an,o. ai N os el ouniero de moléculas po, 

unidad de volumen, 


Na 
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que se satisface cuando 


o bien cuando 



(5-27) 


Por consiguiente, la condición para que se dé^una polarización permanente es la 
ecuación (5-27)*. 

Para la mayoría de los materiales, iVa/3É 0 es menor que uno, y resulta el 
comportamiento dieléctrico corriente. Sin embargo, en algunos sólidos cristalinos se 
cumple la condición (5-27). Dichos materiales se llaman ferroeléctricos porque sus 
propiedades eléctricas son análogas a las propiedades magnéticas de los materiales 
ferromagnéticos. El ejemplo más conocido de un material ferroeléctrico es el titanato 
de bario, BaTi0 3 , que presenta un momento dipolar espontâneo a temperaturas 
inferiores a 120 °C. Esta temperatura se llama el punto Curie dei material. 

El estado polarizado de un material ferroeléctrico es relativamente estable y 
puede persistir por largos períodos de tiempo. Esto puede sorprendernos hasta cierto 
punto, porque una muestra polarizada está sujeta a su propio campo despolarizante 
y, dependiendo de la forma geométrica de la muestra, este campo despolarizante 
puede ser bastante grande. El campo despolarizante es mayor para una muestra que 
tiene la forma de una plancha plana, polarizada en la dirección normal a sus caras. 
Como se vio en la sección 5.1, si las dimensiones de la cara de la plancha son grandes 
comparadas con su espesor, entonces 



(5-28) 


En realidad, la alta estabilidad de un ferroeléctrico polarizado se debe al hecho de 
que no hay campo despolarizante sobre la muestra, aun para el caso en que la forma 
geométrica sea la de la plancha. La muestra se polariza colocándola entre placas 
conductoras paralelas que tienen subsecuentemente una gran diferencia de potencial 
aplicada a ellas. En este proceso la carga libre de las placas se neutralizará, en gran 
parte, por la carga de polarización superficial, como sucede también durante la 
polarización de un dieléctrico común. Si las placas paralelas se ponen ahora al mismo 
potencial, cortocircuitándolas, el estado polarizado dei ferroeléctrico es todavia 
energéticamente favorable, de modo que la carga libre permanece en su lugar , 
neutralizando aún la carga de polarización. La situación es algo parecida a la 
mostrada en la figura 5.5; la carga libre es mantenida en su lugar por la carga de 


Hablando estrictamente, la ecuación (5-27) se ha derivado para materiales compuestos de un sók> 
tipo de moléculas, y para los cuales el término E' de la sección 5.1 se anula. En una teoria cuanhtativa que 
se aplica al caso general, la ecuación (5-27) se sustituye por un sistema de ecuadones simultâneas. Tales 
complicado nes no son necesarias para una comprensión fundamental dei origen de la ferroelectncidad y, 
en consecuenda, no se discutirán aqui. 
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us 



nolarización superficial. El campo macroscópico dentro dei ferroelectnco es cero; 

SSSSUSm. 'mim « y ' s **** la mues,ra polanzada 

He la de un material dieléctrico común no polarizado. 

Si se aplica ahora una gran diferencia de potencial de signo contrario a las placas 
que olan el fer"eléctrico polarizado, la muestra cambiará su polarizacion y las 
caraas librei de signo opue to fiuirán a las placas desde ei circuito externo, en 
cardidad suficiente^no so P lo para neutralizar la carga libre que ya esta allj, sino 
también para neutralizar la nueva carga de polarizacion. Por tanto, unapianch 
ferroeléctrica entre dos placas paralelas puede servir como elemento básico de un 
dispositivo para memória; es capaz de almacenar ± o + y su polarizaaonperiste 
en ausenciade un campo eléctrico externo. El número ± o í puede leerse al apli 
una dTferèScia de potencial a través de la muestra. Si el campo aplicado esta « la 
dirección de la poLización original, no pasará ninguna carga a traves dei circuito 
externo- si la diferencia de potencial es la opuesta de la polarizacion original, fluira 
una carga por el circuito externo en cuanto la polarizacion dei ferroelectnco cambie 

SU Unferroeléctrico polarizado es estable frente a un campo eléctrico con sentido 
inverso siempre y cuando este campo eléctrico no sea demasiado gran e. a igur 
5 6 muestra Ía curva completa de polarizacion en función dei campo elecinco es 
evidente que para campos bajos hay dos valores de P para cada valor de E. Una 
curva taUomo la de la figura 5.6 se llama curva de histérests. Histeresis significa 


P 



Fig. 5.6 Curva de histéresis para 
una muestra ferroeléctrica. 
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«quedar detrás» y es evidente que el vector de polarización se retrasa con respecto al 
vector dei campo eléctrico. Los puntos b y a son las configuraciones estables en 
£ = 0; representan las polarizaciones ± y +, respectivamente. El punto c es d ramp» 
eléctrico que debe excederse para invertir la polarización. 


5.5 RESUMEN 

f 

La polarización macroscópica P de un material dieléctrico isotrópico depende dei 
momento dipolar molecular (o de su componente) p m , que aparece en respuesta al 
campo eléctrico local en la molécula, el campo molecular E m : 

p = Np m (E m ). 

Generalmente, p m es proporcional a E m en una buena aproximación, 

Pm = 

El campo molecular depende dei campo aplicado E y también de la misma 
polarización (es decir, dei campo dipolar de todas las otras moléculas). En los casos 
más sencillos 


E m = E + ~P. 

j€q 

En el caso más general, E m puede ser eliminado de estas ecuaciones para dar 



con la constante de susceptibilidad 


X = 


Nol 


Na 

3e 0 


Pero si las moléculas son muy polarizables (Na > 3 é 0 ), es posible otra solución con 
E = 0, P / 0 (es decir, que el material puede ser polarizado espontáneamente en 
un campo aplicado cero, como en un ferroeléctrico). 

1. Todas las moléculas presentan un momento dipolar inducido en un campo 
eléctrico a causa de la deformación de la distribución de carga electrónica. Un 
modelo lineal sencillo nos conduce a una constante de polarizabilidad atómica 
proporcional al volumen atómico. 


<x = 4ne 0 R%. 
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2 , L«s moléculas polares, que tienen un momento dipolar permanente p 0 , presentan 
tOatás una polarizabilidad de orientaqiòn que se describe mediante la funcion de 
Langevin deducida por la mecânica estadística. A temperaturas elevadas T, esta 
contribución también es lineal con 


tx 


Po 

3 kT' 


3. Unos cuantos materiales, por ejemplo, el titanato de bano, presentan ferroeleo 
tricidad. 


PROBLEMAS 

51 Utilice la ecuación de Clausius-Mossotti para determinar la polarizabilidad de los átomos 
en las moléculas de aire: N„ O,. (Observe que sólo el promedio pesado de las P°^ bllld ^ 
des para el nitrógeno y el oxigeno pueden obtenerse de la ecuación 5-10.) Combine est 
resultado con la teoria de la siión 5.2 para determinar el radio promed.o dei atomo en la 
molécula de aire. 

5 2 La figura 5 7 muestra una red cúbica simple de moléculas, todas las cuales tienen el 
mismo momento dipolar p m (en dirección y magnitud). Fijemos nuestra atenc.on en una 
“b particular, Sigamos Es evidente que; tiene seis primeros vec.no. a 
doce segundos vecinos a una distancia JTa, etc. Encuentre el campo electnco en ; deb do a o 
seis p de los primeros vecinos para una orientacíón arbitraria de p m . (Supongase que las rectas 
™ unen “ 1 ,», priccro, «anos dcrmta, los sjes x, y y Por simpta.dad, con.,de,o 
que está eu el plano xz , formando un ângulo 8 con el eje x.) 



Fig. 5.7 Parte de un arreglo cúbico 
simple de moléculas, cada una con 
un momento dipolar P m . 

5 3 Utilizando el resultado dei problema 5.1 para la polarizabilidad atómica dei nitrógeno, 
calcule el desplazamiento relativo dei núcleo de nitrógeno y la nube e eclronl “ a 
intensidad de campo E m = 3 x 10 6 V/m. Compare este desplazamiento con el radio dei atomo 

hallado en el problema 5.1. 

5 4 Utilizando los bien conocidos desarrollos en serie de e\ desarrolle cotg/i yy obtenga la 
ecuación (5-22a) a partir de (5-21). Vaya un paso más allá y obtenga otro termino de la 
ecuación de serie (5-22a). 

5 5 El agua es una molécula polar para la cual la ecuación de Clausius-Mossotti, hablando 
estrictamente, no es aplicable. Sin embargo, suponga que es valida, y determine p 0 para la 
molécula de agua. 
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ENERGIA 

ELECTROSTATICA 


Muchos problemas de mecânica se simplifican enormemente mediante consideracio- 
nes de energia. De este modo, cuando se estudia el comportamiento mecânico de un 
sistema eléctrico, puede ser ventajoso usar métodos de energia. En general, la energia 
de un sistema de cargas, tal como el de cualquier otro sistema mecânico, puede 
dividirse en sus contribuciones potencial y cinética. Sin embargo, bajo condiciones 
cstaticas, la energia total dei sistema de cargas existe como energia potencial, y 
talemos interés particular en la energia potencial que surge de la interacción entre las 
cvgas, la llamada energia electrostática. 

En la sección 2.4, se mostró que la energia electrostática U de una carga puntual 
está estrechamente relacionada con el potencial electrostático <p en la posición de la 
cvga puntual. De hecho, si q es la magnitud de determinada carga puntual, entonces 
d trabajo realizado por la fuerza sobre la carga cuando ésta se mueve desde la 
posición A a la posición B es 


Trabajo = f F-dl = q\ E • dl 

* A J A 


l 



( 6 - 1 ) 


4í|ui se considera que la fuerza F es solamente la fuerza eléctrica ^E en cada punto a 
lo largo de la trayectoria. Bajo estas condiciones, la partícula cargada se aceleraria. Si 
sq se acelera, la fuerza eléctrica debe estar equilibrada en cada punto por una fuerza 
ác la misma magnitud y de sentido contrario, aplicada mediante algún otro agente, de 
al modo que el trabajo total es cero y la energia cinética no cambia. El trabajo 
dectuado por esta otra fuerza es 


w = <i(<Pb- <p Á \ 


(6-2) 


^ igual al incremento producido en la energia electrostática a lo largo de la 
rmysctoria A -> B. 

Condiciones semejantes pueden aplicarse a sistemas más complejos de cargas; de 
tajio, la energia electrostática de una distribución arbitraria de carga puede 
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calcularse como el trabajo necesario para reunir dicha distribución de carga en 
contra de la interacción de Coulomb de las cargas sin impartirla a otras formas de 
energia. 


6.1 ENERGIA POTENCIAL 

DE UN GRUPO DE CARGAS PUNTUALES 


Por la energia electrostática de un grupo m de cargas puntuales, entenderemos là 
energia potencial de un sistema en relación con el estado en que todas las cargas 
puntuales están infinitamente separadas unas de otras. Esta energia puede obtenerse 
muy fácilmente calculando el trabajo para reunir las cargas de acuerdo con (6-2), 
trayendo una sola a la vez. La primera carga qi puede ser colocada sin trabajo 
alguno, W 1 = 0; para colocar la segunda, q 2 , se requiere 


W,= 




2 ^TtÊo^l’ 
donde r 21 = |r 2 — u|. Para la tercera carga, q 3 , 

Qi , <?2 


W 3 = q 3 


+ - 


47C£ 0 r 31 4ne 0 r 32 


El trabajo necesario para traer la cuarta carga, la quinta carga, etc., puede expresarse 
en una forma semejante. La energia electrostática total dei sistema de m cargas es la 
suma de los W ; es decir, 


m I j — 1 




v = i w i= i 1 4m r 

j= 1 j=l \k= 1 H7Ct 0 r jk 


Abreviaremos esta expresión de U como 


m j— 1 
S~ 1 k= 1 


(6-3) 


Si transformamos W jk para que tome la forma de una matriz, notando que W jk — 
= W kj y fijando W n = 0, podremos escribir U como 

1 m m 

u =2 E (Wjj-oy 

z j=l k = 1 

El factor j de esta suma, que resulta ser más simétrica, aparece debido a que la 
interacción entre cada par de cargas no debe considerarse dos veces. De este modo, 
una forma alternativa más conveniente de la ecuación (6-3) es 


u =- 2 1 r 

z j= 1 k= 1 


<Mk 

47C£oOk’ 


(6-4) 
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donde la prima de la segunda suma significa que el término k = / se excluye 
especificamente. 3 

La ecuación (6-4) puede ser escrita en forma diferente si notamos que el valor final 
dei potencial q> para la>esima carga puntual debido a otras cargas dei sistema está 


<Pj = I' 


Qk 


k=i 4ne 0 ' 

De esta forma, la energia electrostática dei sistema es 


(6-5) 


1 m 

U = 2 qj(pj ' ( 6 - 6 ) 

Si las cargas puntuales fueran reunidas en un medio dieléctrico lineal de extensión 
mfimta, en lugar dei vacío, entonces la permitividad e sustituiría a e 0 en las ecuaciones 
(6-4) y (6-5), pero la ecuación (6-6) permanecería inalterada. En la siguiente sección se 
mostrará que esta última ecuación tiene una validez más bien general. Se puede 
aplicar a un grupo de cargas puntuales que se encuentran en más de un medio 
dielectnco; y, más aún, se aplica a conductores de tamano finito. La única restricción 

para la validez de Ia ecuación (6-6) es que todos los dieléctricos en el sistema eléctrico 
deben ser lineales. 


6.2 ENERGIA ELECTROSTÁTICA 

DE UNA DISTRIBU CION DE CARGAS 

En esta sección calcularemos la energia electrostática de una distribución de cargas 
arbitraria con una densidad de volumen p y densidad de superfície a. Pane de la 
carga puede estar localizada sobre las sujftrficies de conductores; de hecho, se 
considerara explícitamente que hay conductores en el sistema. Además. se considera- 
ra que los dielectncos en el sistema son lineales; esta restricción es necesaria para que 
el trabajo efectuado al traer el sistema a su estado de carga finai sea mdependiente de 
ta torma en que se alcance dicho estado final. 

Supongamos que reunimos la distribución de carga trayendo incrementos de 
carga ôq desde un potencial de referencia cp A = 0. Si la distribución de carga está 
parcialmente reunida y el potencial en un punto particular dei sistema es a>'(x v z) 
en onces, de la ecuación (6-2), el trabajo necesario para colocar ôq en este punto es 


ÔW= (p'(x, y, z) ôq. 


(6-7) 


El incremento de carga ôq puede anadirse a un elemento de volumen localizado en 
[X, y z), de tal forma que ôq = ôp Av, o ôq puede anadirse a un elemento de superfície 
en el punto en cuestión, de modo que ôq = Au. La energia electrostática total de la 
distribución de carga reunida se obtiene sumando las contribuciones con forma de Ia 
ecuación (6-7). 
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Y» que d trabajo necesario para reunir las cargas es independiente dei orden en el 
anl se realice esta acción, podemos escoger un procedimiento particular para 
ramírtas, en el cual la suma de los ÒW esté convenientemente calculada. Este 
procedimiento es aquel en el cual todas las partes dei sistema son traídas a su estado 
final de carga al mismo tiempo; es decir, que a cualquier etapa dei proceso, todas las 
densidades de carga tendrán la misma fracción de sus valores finales. Llamaremos a 
esta fracción a. Si los valores finales de las densidades de carga están dados por las 
funciones p(x, y, z) y <r(x, y, z), entonces las densidades de carga en una etapa 
arbitraria son ccp(x, y, z) y a o(x, y, z). Además, los incrementos de estas densidades 
son 6p = p(x, y,z)ôa y òc = o(x, y, z) Sa. La energia electrostática total, que se 
obtiene sumando la ecuación (6-7), es 

U = L Ô<X t P ^ X ’ y ’ Z ^ a; *’ y ' ^ dv + í 0 Ô<X Í ff (*. K *y(«; * Z) da- 

Pero como todas las cargas están a la misma fracción, a, de sus valores finales, el 
potencial <p'(<x\ x, y, z) = a<p(x, y, z), donde <p es el valor final dei potencial en (x, y, z). 
Si sustituimos esta expresión, encontramos que la integración sobre a. es directa y da 

u = i [ P( r M r ) dv + j í <r(r)<p(r) da , (6-8) 

el resultado deseado para la energia de una distribución de carga. Es importante 
hacer notar que el voiumen de integración V debe ser lo suficientemente grande para 
incluir toda la densidad de carga en el problema, y que el poteücial <p es sólo el debido 
a la densidad de carga p (y a) misma. Generalmente, las densidades de carga se 
anulan fuera de alguna región de acotamiento, en cuyo caso puede considerarse que 
V abarca todo el espacio. Sj el espacio total se ilena con un sólo medio dieléctrico 
excepto en ciertos conductores, el potencial está dado por 


cp( r) = J_ í e¥) à A + _L [ g ( r ') dd 

4ne Jy | r — r' | 4m 4 J r — r' | 


3(6-9) 


Si se presentan vários dieléctricos, deben de cumplirse las condiciones apropiadas de 
frontera, por ejemplo, sumando soluciones adecuadas de la ecuación de Laplace a la 
ecuación (6-9), Las ecuadones (6-8) y (6-9) son generalizadones de las ecuaciones (6-6) 
y (6-5) para cargas puntuales. Estas últimas ecuaciones pueden recuperarse como 
caso espedal si 


p(0= z 9jS{r-tj), 

j=% 

p( r ')= Z 9kHr'-r k l 

k~ 1 

donde se debe recordar específicamente que el término k = j no está considerado. 
Cuando p es una distribución continua, la anulación dei denominador en la ecua¬ 
ción (6-9) no causa que ia integral diverja, de tal forma que no es necesario excluir el 
punto r' = r. 
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Fue esíablecido que hay conductores presentes en el sistema. Aun cuando la 
ecuación (6-8) cubre este caso bastante bien, es conveniente separar explícitamente la 
contribución de los conductores. La última integral incluye, en parte, integradones 
sobre las superfícies de estos conductores; puesto que un conductor es una región 
equipotencial, cada una de estas integradones puede ser realizada: 


1 í a(pda = jQjcpj, (6-10) 

J conductor j * 

donde Q } es la carga sobre el y-ésimo conductor. De aqui que la ecuadón (6-8) se 
convierte en 


U = ? { p<pdv + ij aq> da + iY.QjVj’ ( 6 'H) 

J V J S‘ j 

donde la última suma se efectúa sobre todos los conductores y la integral de 
superfície se restringe a superfícies no conductoras. Como vimos en el capítulo 3, 
en muchos problemas de interés práctico todas las cargas permanecen en la super¬ 
fície de los conductores. En estas circunstancias, la ecuación (6-11) se reduce a 

u = 1 1 Qj<pj- ( 6 - 12 ) 

j 

Tendremos ocasión de desarrollar esta ecuación en una sección posterior de este 
capítulo. 

Por ahora, nos gustaría comparar la ecuación (6-12) con la ecuación (6-6), que fue 
derivada para una agrupadón de cargas puntuales. A primera vista parece que las 
dos ecuaciones son idênticas; sin embarco, hay una diferenda importante. La 
ecuadón (6-12) fue obtenida a partir de conSuctores macroscópicos descargados, que 
fueron cargados gradualmente trayendo incrementos de carga; de esta forma, la 
energia descrita por la ecuadón (6-12) incluye tanto las interacdones de energia entre 
los diferentes conductores como la energia propia de la carga para cada conductor 
individual. Si hay un sólo conductor, su energia propia U = 2Q1V1 se debe a la 
interacdón energética de la agrupadón de cargas en el conductor. En cambio, para la 
derivación de (6-6) cada carga puntual fue traída como una unidad; de aqui que no 
esté incluida la energia para crear la carga puntual a partir de incrementos más 
pequenos de carga, la llamada energia propia de la carga puntual. Un intento de 
calcularia daria un resultado infinito si la carga fuera un punto en el sentido 
matemático; pero no está incluida en la formuladón de la ley de Coulomb de las 
fuerzas entre cargas puntuales y no debe considerarse ahora. Para mostrar que la 
ecuadón (6-12) propordona el mismo resultado para el limite donde los conductores 
llegan a ser muy pequenos, aproximándose a cargas «puntuales», el potendal defl 
y-ésimo conductor puede expresarse como la suma de dos términos 


<Pj = <Pj X + (pj 2 . 


( 6 * 13 » 
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donde (pji es la contribución al potencial debida a la carga sobre el mismo conductor 
y J (pj 2 es la contribución de la carga sobre otros conductores. Así, (6-12) se con- 
vierte en 

U = iZQj<Pn+iI,Qj<l>j2- (6 ' 14) 

j J 

El primer término de esta ecuación representa las diferentes energias propias de los 
conductores. Cada energia propia, IQ/Pjí- depende de los alrededores dei conductor 
(ya que la distribución de carga en cada conductor se ajusta a su medio ambiente), 
además, el único potencial fisicamente significativo y asociado al conductor j es el 
potencial total q> r De este modo, la descomposición de la ecuación (6-14) no tiene 
mucho sentido en general. Sin embargo, si los conductores son tan pequenos que 
pueden ser tratados como cargas puntuales desde el punto de vista macroscópico, 
la redistribución de la carga en el «punto» no es importante y cada energia propia 
puede ser considerada independiente de su entorno. Por otro lado, ya que por el 
potencial de la carga puntual j entendemos (p j2 , la segunda suma de la ecuación (6-14) 
representa la energia necesaria para colocar en una posición determinada un grupo 
de conductores muy pequenos previamente cargados, lo que es equivalente a la 
ecuación (6-6). 


6.3 DENSIDAD DE ENERGIA 

DE UN CAMPO ELECTROSTATICO 

En la sección precedente se desarrolló una expresión para la energia electrostática de 
una distribución arbitraria de carga. Esta expresión, ecuación (6-8), contiene una 
integración explícita sobre la distribución de carga. Sin embargo, es posible expresar 
la energia electrostática dei sistema en forma diferente, una forma al^rnativa 
frecuentemente más útil. Por medio de transformaciones matemáticas (inlfegración 
por partes), convertimos la ecuación (6-8) en una integral que contiene los campos 
vectoriales E y D dei sistema. 

Consideremos nuevamente una distribución de carga arbitraria caracterizada por 
las densidades p y o. Por conveniência, se considerará que el sistema de cargas está 
limitado; es decir, que es posible construir una superfície cerrada de dimensiones 
finitas que encierre toda la carga. Por otra parte, todas las densidades superficiales de 
carga o se considerarán situadas en las superfícies de los conductores. Este último 
enunciado no es, en realidad, una restricción, ya que la densidad de carga sobre una 
zona interfacial entre dos dieléctricos puede extenderse ligeramente y entonces 
considerarse como una densidad volumétrica, p. Las densidades p y o estan 
relacionadas con el desplazamiento eléctrico: 

p = V • D 

en todas las regiones dei dieléctrico, y 


a = D • n 
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sobre las superfícies dei conductor*. De aqui que la ecuación (6-8) se convicrtc cm 

U = 2 | <P V • D dv + \ J (pT) • n da. (6—15) 

Aqui, la integral de volumen se refiere a la región donde V • D es diferente de cero, y 
ésta es la región externa a los conductores. La integral de superfície es sobre los 
conductores. ^ 

El integrando de la primera integral de la ecuación (6-15) puede transformarse 
mediante una identidad vectorial, que ya hemos tenido ocasión de usar varias veces: 
la ecuación (1-1-7) de la tabla 1.1: 

(p V • D = V • <pV - D • 

De las dos integrales de volumen resultantes de esta transformación, la primera 
puede convertirse en una integral de superfície usando el teorema de la divergência. 
Finalmente, usando el hecho de que E = — V<p, podemos escribir la ecuación (6-15) 
como 

U = i f <?D • n' da + \ f D • E dv + j í <pD ■ n da. (6-16) 

J S + S' Jv J s 

Esta ecuación puede simplificarse considerablemente. La superfície S + S' sobre la 
cual se evalúa la primera integral de la ecuación (6-16) es la superfície total que limita 
el volumen V. Esta consiste, en parte, de S (las superfícies de todos los conductores dei 
sistema) y también de S (una superfície que limita nuestro sistema exteriormente y 
que podemos suponer que se localiza en el infinito). En ambos casos, la normal n' está 
dirigida hacia afuera dei volumen V , En la última integral, la normal n está dirigida 
hacia afuera dei conductor y, en consccuenda ijiacia el interior de V. De este modo, las 
dos integrales de superfície sobre S se cancelai. Sólo queda demostrar que la integral 
sobre 5' se anula. 

Si nuestra distribución de carga, que es arbitraria, pero limitada, contiene una 
carga neta, entonces a grandes distancias dei sistema de carga el potencial decae 
inversamente con la distancia, es decir, como r 1 . D decae como r~ 2 . El área de una 
superfície cerrada que pasa por un punto a una distancia r es proporcional a r 2 . De 
aqui que el valor de la integral sobre S\ que limita nuestro sistema a la distancia r, 
es proporcional a r 1 y cuando S f se traslada al infinito, su contribución será nula. 

Si la distribución de carga tiene una carga neta cero, entonces el potencial a 
grandes distancias actúa como algún múltipolo y decae más rápidamente que r~ í . 
Nuevamente, se puede ver que la contribución de S' se anula. Así pues, tenemos para 
la energia electrostática 

u = t\ D ’E dv 9 (6-17) 

Jy 


* Aqui hemos tomado el primero de los puntos de vista alternativos de un conductor descritos en la 
seccion 4.7. 
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donde la integración se realiza sobre el volumen dei sistema exterior a los conducto- 
res, es decir, sobre los diversos dieléctricos dei sistema. Por supuesto, la integración 
puede extenderse para incluir todo el espacio, ya que el canipo eléctrico E es igual a 
cero en el interior de un conductor. Si se aplica esta formulación a campos que están 
producidos en parte por cargas puntuales, es necesario restar explícitamente sus 
«energias propias» infinitas. (Véase problema 6.7.) 

^Dónde está localizada la energia electrostática dei sistema eléctrico? Esta es una 
pregunta cuyo significado preciso es difícil de averiguar; no obstante, es conveniente 
imaginar que la energia está almacenada en el campo eléctrico. La ecuación (6-1?) 
muestra que dicho procedimiento no es dei todo irrazonable y, además, prescribe que 
la energia puede distribuirse con una densidad • E por unidad de volumen. En 
consecuencia, esto nos conduce al concepto de densidad de energia en un campo 
electrostático: 

u = j D E. (6-18a) 

Ya que la ecuación (6-17) fue derivada en base a dieléctricos lineales, cada dieléctrico 
está caracterizado por una permitividad constante e. Además, la discusión en los 
capítulos anteriores ha sido limitada a dieléctricos isotrópicos. De aqui que la 
ecuación (6-18a) es equivalente a 

u = í ( E 2 = \— (6-18b) 

2 2 e 

6.4 ENERGIA DE UN SISTEMA DE CONDUCTORES CARGADOS. 

COEFICIENTES DE POTENCIAL 

En la sección 3.12 se mostro que existe una relación lineal entre los potenciales y las 
cargas de un conjunto de conductores. De hecho, en un sistema formado por N 
conductores, el potencial de uno de ellos está dado por í 

9i=í PijQj- ( 3 - 51 ) 

j =i 

La derivación de la ecuación (3-51) se llevó a cabo para N conductores en el vacío; 
sin embargo, es claro que esta derivación es también válida cuando se presentan 
dieléctricos en el sistema, siempre y cuando estos dieléctricos sean lineales y 
desprovistos de carga externa. El coeficiente p i; es el potencial dei i-ésimo conductor 
debido a una unidad de carga sobre el conductor j. Estos coeficientes se llaman 
generalmente coeficientes de potencial. 

En la sección 6.2 se desarrolló una expresión para la energia electrostática de un 
conjunto de N conductores cargados; es decir, la ecuación (6-12). Combinando este 
resultado con la ecuación (3-51), obtenemos 

V = ?Y Y PijQiQj 

i= 1 j=l 


(6-19) 
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Así pues, la energia es una función cuadrática de las cargas en los diversos coo- 
ductores. 

Se pueden establecer vários enunciados generales acerca de los coeficientes p ip 
siendo los más importantes: (1) p^ = p Jt ; (2) todas las p i} son positivas, y (3) p u — p Lj ^ 0 
para toda j. Ei primem de estos enunciados se obtiene de la ecuacíón (6-19), que 
expresa U como U(Q t - -Q N ); así 


dU = 



dQi + •• * + 



dQ N 


Si solamente se varia dQ u entonces 


dU = 



N 


í Z (Pij + Pn)Qj d Qi- 

J=1 


(6-20) 


Este incremento en la energia electrostática puede también calcularse directamente 
de la ecuación (6-2). Trayendo dQ x desde un estado de potencial cero, obtenemos 

dU = dW= cp x dQ í = X PijQj dQ v (6-21) 

j =i 

Las ecuaciones (6-20) y (6-21) deben ser equivalentes para todos los valores posibles 
de Qp lo que implica que 


£(Pij + Pn) = Pij, 

° í 

Pj\ — Pij • (6-22) 

El segundo enunciado anterior, de que el potencial producido por una carga neta 
positiva es positivo, es casi evidente por intuición, pero difícil de demostrar en forma 
rigurosa. El que el tercer enunciado sea verdadero puede verse dei siguiente 
argumento: consideremos que un conductor i tiene una carga positiva Q h y que 
todos los demás conductores están descargados. Como el conductor j (/ =£ i) está 
descargado, el número neto de líneas de desplazamiento que salen de este conductor 
es cero. Distinguimos dos casos: (a) No hay líneas de desplazamiento que salgan de o 
lleguen al conductor j, de lo cual concluímos que el conductor está en una región 
equipotencial; es decir, que está encerrado por otro conductor. Por ejemplo, podria 
estar localizado dentro dei conductor i y su potencial podria ser <p t , En esta 
circunstancia, py = p». Si el conductor j está dentro dei conductor fc, entonces 
pik = Pij ; transferimos de inmediato nuestra atención al conductor k. (b) Las líneas de 
flujo de desplazamiento que salen dei conductor j están equilibradas con las que 
entran en él. El origçn dei flujo de desplazamiento es la carga sobre i; por tanto, debe 
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ser posible trazar una línea de flujo que llegue a j y que regrese (tal vez por vía de 
otrqr conductores) a z. Por tanto, i está a un potencial más alto que j: 


<Pi > <pj (Qi es positivo). 


o 

Pii > Piy (6-23) 

í 

Sin embargo, debemos incluir el signo de igualdad para cubrir el caso (a). 

La utilidad de los coeficientes p ; . puede ilustrarse mediante un ejemplo sencillo. 
Problema: Encuentre el potencial de un couductor esférico descargado en presencia 
de una carga puntual q a una distancia r dei centro de la esfera, siendo r > R, y R el 
radio dei conductor esférico. La carga puntual y la esfera se consideran como un 
sistema de dos conductores, y se utiliza la igualdad p 12 = p 2 i* Si la esfera está 
cargada (Q) y el «punto» está descargado, entonces el potencial dei «punto» es 
Q/4ne 0 r; por tanto. 


P 12 ~ P 21 — 


1 

4ne 0 r 


Evidentemente, cuando el «punto» tiene una carga q y la esfera está descargada, el 
potencial de esta última es ql4ne 0 r. 


6.5 COEFICIENTES DE CAPACITANCIÁ E INDUCCION 

La ecuación (3-51), derivada en el capítulo 3 y analizada nuevamente en la sección 
6.4, en un sistema de N ecuaciones lineales que nos da los potenciales de los 
conductores en función de sus cargas. Este sistema de ecuaciones puede re^plverse 
para las Q f , de tal forma que 

Qi= E Cij<Pr (6 ' 24) 

j=l 

donde c u se llama coeficiente de capacitancia y c {j (i =£ j) es un coeficiente de inducción. 
La solución de la ecuación (3-51), expresando cada una de las c en términos de las p fj , 
puede llevarse a cabo mediante inversión matricial, usando determinantes, por 
ejemplo. 

Las propiedades de las c se deducen de las p, las cuales ya se han discutido. Así 
pues, (1) Cij = Cjí , (2) cu > 0, (3) los coeficientes de inducción son negativos o cero. 
(Véase problema 6.10.) 

La ecuación (6-24) puede combinarse con la ecuación (6-12) para dar una 
expresión alternativa de la energia electrostática de un sistema de N conductores: 

u = X CijViVy 

i=i j=i 


(6-25) 
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6.6 CONDENSADORES 

Dos conductores que pueden almacenar cargas iguales y opuestas (±6), con una 
diferencia de potencial entre sí que es independiente de que los otros conductores dei 
sistema tengan carga o no, forman lo que se llama condensador. Esta independencia 
de otras cargas implica que uno de los conductores dei par que forma el condensador 
está cubierto por el otro; en otras palabras, el potencial contribuído a cada uno de los 
condensadores por otras cargas debe ser el mi^mo. Dicha situación se ilustra en la 
figura 6.1, donde los conductores 1 y 2 forman un dispositivo de este tipo. En general, 
si dos conductores, 1 y 2, forman un condensador, podemos escribir 

= PiiQ + Pii{ — Q) + <Px> 

<P2 = Pí2 Q + P22Í~ Q) + <Pjc> (6-26) 

donde ± Q son las cargas almacenadas y <p x es el potencial común contribuido por 
otras cargas. 

Si las ecuaciones (6-26) se restan, encontramos que 


A<p = <Pi — <Pi = {Pu + P 22 — 2p 12 )Q- (6-27) 

De esta forma, la diferencia de potencial entre los conductores de un condensador es 
proporcional a la carga almacenada Q. (Evidentemente, la energia total almacenada 
es cero, pero, por convención, el valor absoluto de la carga sobre uno de los dos 
conductores se llama carga dei condensador.) La ecuación (6-27) puede escribirse 
como 


Q = C Aq>, (6-28) 

í 

donde C = (p n -I- p 2 2 — 2p 12 ) 1 se llama capacitancia dei condensador. Evidente¬ 
mente, C es la carga almacenada por unidad de diferencia de potencial; en el sistema 
mks, C se mide en C/V, o farads (1 F = 1 C/V). 

o 4 


o 8 

Flg. 6.1 Los conductores 1 y 2 forman 
un condensador. Aqui p 13 = p 23 , 
ya que, por la ley de Gauss, cuando 1 y 2 
están descargados deben estar 
al mismo potencial, independientemente 
de la carga sobre 3. Análogamente, p 14 = p 24 . 
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Utitizando los resultados de las secciones anteriores de este capítulo, la energia de 
m condensador cargado puede escribirse como 

U = K(A<p) 2 = \Q A<p = \ Ç* (6-29) 

Si los dos conductores que forman el condensador tienen formas geométricas 
sencillas, la capacitancia puede obtenerse analiticamente. Así, por ejemplo, es fácjl 
calcular la capacitancia de dos placas paralelas, dos cilindros coaxiales, dos esferas 
concêntricas, o la de un cilindro y un plano. La capacitancia de un condensador de 
placas paralelas (Fig. 6.2) se derivará aqui; otros casos sencillos se han dejado para 
los ejercicios al final dei capítulo. 




Fig. 6.2 El campo eléctrico entre placas paralelas de área 
finita cargadas opuestamente. 


Exceptuando el campo deformado en el borde de ias placas paralelas, el campo 
eléctrico entre elias es uniforme. Un condensador ideal de placas paralelas es íquel 
que tiene una separadòn d muy pequena entre las placas comparada con Jas 
dimensiones de las placas; de esta forma, el campo deformado puede desprecíarse en 
el caso ideal Sí la región entre las placas se llena de un dieléctrico de permitividad t, 
entonces el campo eléctrico entre las placas es 


E = 


1 

c 


o 


Q 

(A ’ 


(6-29) 


donde A es el área de una placa. La diferencia de potencial A <p = Ed. Por tanto, 


Q _cA 
A (p d 


(6-30) 


es la capacitancia de este condensador. 

Cuando un condensador se considera parte de un circuito eléctrico, generalmente 
se le representa por el símbolo Hl —. Dos o más condensadores pueden unirse 
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conectando uno de los conductores dei primer condensador a uno dei segundo, etc. 
Las maneras posibles en que se pueden unir dos condensadores son por conerión en 
paralelo (Fig. 6.3a) o por conexión en serie (Fig. 6.3b). Después de que se han 
unido los condensadores, generalmente es conveniente hablar de la capacitancia de la 
combinación. En el caso en paralelo, el mismo voltaje A <p que aparece a través de 
cada condensador también aparece a través de la combinación; de aqui que la 
capacitancia equivalente está dada por 

O > 

c= a^t =Ci + C2 - (6 ' 31a) 



C 2 


(a) (b) 

Fig. 6.3 Conexión de condensadores (a) en paralelo y (b) 
en serie. 


Si dos condensadores descargados son conectados en serie y posteriormente carga- 
dos, la conservación de carga requiere que cada condensador adquiera la misma 
carga. De esta forma, la capacitancia equivalente C de la combinación está relacio¬ 
nada con C t y C 2 por la expresión 


C 



(6-3 lb) 


6.7 FUERZAS Y MOMENTOS DE ROTACION 

Hasta ahora, en este capítulo hemos desarrollado vários procedimientos para cal¬ 
cular la energia electrostática de un sistema de cargas. Mostraremos ahora como 
la fuerza sobre uno de los elementos dei sistema de cargas puede calcularse a partir 
dei conocimiento de la energia electrostática. Supongamos que tenemos un sistema 
aislado formado por varias partes (conductores, cargas puntuales, dieléctricos) y 
permitimos que una de estas partes tenga un pequeno desplazamiento, à \, debido a la 
influencia de las fuerzas eléctricas F que actúan sobre ella. El trabajo realizado por la 
fuerza eléctrica sobre el sistema bajo estas circunstancias es 


d\V=F'dr 

= F x dx + F y dy + F z dz. 


(6-32) 
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ttMdo a que el sistema está aislado, el trabajo se hace a costa de la energia 
4ftuliustatica U ; en otras palabras, de acuerdo con la ecuación (6-1), 


dw= -du. 

(6-33) 

Combinando las ecuaciones (6-32) y (6-33) producimos 


-dU = F x dx + F y dy + F z dz 
y 

P 

F =JJL 
x õx ’ 

(6-34) 

con expresiones semejantes para F y y F z . Esto es, en este caso F es una fuerza 
conservativa y F = —VU. 

Si el elemento considerado está restringido a mo verse de tal forma que gire 
alrededor de un eje, entonces la ecuación (6-32) puede ser reemplazada por 

dW = t • dO, 

(6-35) 

donde r es el momento eléctrico y dB es el desplazamiento angular. Poniendo z 
y d9 en función de sus componentes (n, t 2 , t 3 ), (dO u d0 2 , d0 3 ) y combinando las 
ecuaciones (6-33) y (6-35) obtenemos 

^ 1 oT 

1 

II 

(6-36) 

y así sucesivamente. 


De esta forma hemos alcanzado nuestro objetivo: 

/ a j j \ 

i 

F '~ 

(6-34a) 

"-(«), 

(6-36a) 


donde el subíndice Q se ha anadido para indicar que el sistema está aislado, de tal 
modo que la carga total permanece constante durante el desplazamiento dr o dB. 
Para aprovechar este método, es necesario expresar V en forma analítica y conocer la 
dependencia específica de U respecto a la coordenada x, o 6 1 . Más adelante se dará 
un ejemplo que muestra la utilidad dei método. 

Sin embargo, las ecuaciones (ó-34a) y (6-36a) no cubren todos los casos de interés, 
ya^ue, como se menciono en su derivación, se Umitan a sistemas aislados en donde la 
carga dei sistema permanece constante. En otro tipo importante de problemas todas 
las cargas se encuentran en las superfícies de los conductores, y éstas se mantienen a 
potenciales fijos por medio de fuentes de energia externas (es decir, por medio de 
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baterías). Aqui nuevamente podemos permitir que una de las partes dei sistema se 
mueva bajo la influencia de las fuerzas eléctricas que actúan sobre ella y el trabajo 
realizado (esta vez por el sistema y las baterías) estará aún relacionado con la fuerza 
como en la ecuación (6-32). El trabajo resulta ser en este caso 


dW = dW b - dU, (6-37) 

donde dW b es el trabajo suministrado por las baterías. Antes de que procedamos a 
encontrar una expresión para V y la fuerza sobre parte dei sistema en este caso, será 
necesario eliminar dW b de la ecuación (6-37). 

La energia electrostática V de un sistema de conductores cargados ya se ha dado 
en la ecuación (6-12). Si ahora parte dei sistema es desplazado mientras el potencial 
de todos los conductores permanece fijo. 


dV = i £ <Pj d Qj • (6-38) 

j 

Además, el trabajo proporcionado por las baterías, dW b , es el trabajo necesario para 
mover cada uno de los incrementos de carga dQj desde el potencial cero hasta el 
potencial dei conductor apropiado; por la ecuación (6-2) esto es 


Por tanto, 


dW b = £ q,j dQj. 

j 

dW b = 2 dU. 


(6-39) 

(6-40) 


Usando esta ecuación para eliminar dW h de (6-37) y combinando el resultado con 
(6-32), obtenemos 

i 

dU = F x dx + F y dy + F z dz 
o 



Aqui el subíndice <p se usa para indicar el hecho de que los potenciales se mantienen 
constantes durante el desplazamiento virtual dr. De manera semejante obtenemos 


*i = 



(6-42) 


Como un ejemplo dei método de energia, consideremos el siguiente problema. Un 
condensador de placas paralelas separadas una distancia d tiene la región entre las 
placas llena de un bloque de sólido dieléctrico con permitividad e. Las dimensiones 
de cada una de las placas son: / de largo y w de ancho. Las placas se mantienen a una 
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de potencial constarjte A<p. Si el bloque de dieléctrico se saca a lo largo de 
hdphmsión / hasta que sólo la longitud x permanece entre las placas (véase Fig. 6.4), 
cafcukse la fuerza que tiende a arrastrar el bloque a su posición inicial. 






1 


-í 


Fig. 6.4 Bloque 
de dieléctrico sacado 
pardalmente de entre dos 
placas cargadas. 


Solución. La energia dei sistema puede calcularse por vários métodos. Así, por 
ejemplo, ya que E = A<p/d es igual en todas partes entre las placas, podemos usar 

U = i í eE 2 dv y 

ly 

donde la región de integración debe incluir sólo aquellas partes dei espado en que 
E £ 0. Despredando los efectos de deformación al borde dei condensador, podemos 
escribir la ecuadón 

u = ie j dwx + $e 0 j dw(l - x). 

La fuerza puede calcularse de la ecuadón (6-41): 

F x = £(e - £ 0 )w “ i)íoE 2 A. 

t 

en la direcdón en que se incrementa x. 

El caso en el cual las placas están aisladas (carga constante Q) se trata en los 
problemas 6.19 y 6.24. 


*6£ FUERZA SOBRE UNA DISTR1BUCION DE CARGAS 

Este capítulo no quedaria completo sin una breve discusión dei cálculo de fuerzas 
eléctricas a partir de princípios fundamentales, es decir, por integradón directa, aun 
cuando este procedimiento ha sido presentado con detalle en otro capítulo anterior 
(véase Sec. 4.10). Lo importante es recordar que cuando calculamos la fuerza sobre 
untelemento de carga dq , el campo eléctrico produddo por este elemento, E s , debe 
icstarse dei cámpo eléctrico total: 


dF = (E — E s ) dq. 


(6-43) 
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Así, por ejemplo, cuando calculamos la fuerza sobre una carga puntual, d campo 
eléctrico infinito producido por la misma carga puntual debe exduirse dei campo 
eléctrico efectivo que actúa en ese punto. £1 efecto de una distribudón extendida de 
carga que interacciona con su propio campo eléctrico es tal que produce esfuerzos 
internos en la carga, pero estos esfuerzos nunca pueden combinarse de tal mancra 
que tiendan a producir un desplazamiento rígido de la carga. 

La fuerza sobre un elemento que tiene una carga superficial a(x, y, z) se obtiene de 
la combinación de las ecuaciones (4-57) y (4-5§): 

F=<f (E - E> da, (6-44) 

J s 

donde la integral se toma sobre toda la superficie dei elemento. El campo E s está 
dado por la ecuación (4-60): 


E = 



(6-45) 


Si el elemento es un conductor, existe una relación sencilla entre el campo eléctrico 
total en la superficie, E, y E s . De este modo, la fuerza sobre un conductor, como ya se 
vio en la sección 4.10, es 


o 



(6-46a) 



(6-46b) 


Finalmente, determinaremos la fuerza sobre una distríbución volumétrica de 
carga. La fuerza sobre un elemento de carga p dv es 


dF=(E- E s )p dv. (6-47) 

Pero el campo eléctrico E s producido por el elemento de volumen dv es proporcional 
al volumen dividido por el cuadrado de alguna dimensión determinada dei elemento, 
y esta razón se aproxima a cero en el limite cuando dv -► 0. Así, E s es una fracdón 
despreciable de E y podemos escribir 

F = í pE dv 
J vo 

para la fuerza sobre la carga contenida en el volumen V 0 . 


(6-48) 
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*6.9 INTERPRET ACION TERMODINÂMICA 

^DE LA ENERGIA ELECTROSTATICA 

4 

La energia electrostática de un sistema de conductores cargados y dieléctricos se ha 
obtenido en una variedad de formas; en particular tenemos 

u = 3 f D • E dv, (6-17) 

J v 

} 

donde la integración se toma sobre todos los dieléctricos (incluyendo el vacío). En 
forma natural surge la pregunta de si U puede interpretarse termodinámicamente; es 
decir: ^forma parte de la energia interna dei sistema? Para responder a esta pregunta 
debemos volver a la derivación de U , donde demostramos que U era el trabajo 
efectuado sobre el sistema al llevarlo a su condición cargada. Así pues, U es 
realmente un término de trabajo, y el problema ahora es determinar bajo qué 
condiciones un incremento de trabajo puede identificarse con una propiedad 
termodinâmica dei sistema. 

A partir de la primera ley de la termodinâmica (que expresa la conservación de la 
energia), para un proceso reversible 

dE = T dS + dW, (6-49) 

donde dE representa el cambio de energia interna dei sistema, dS representa el 
cambio en la entropia, dW es el trabajo efectuado sobre el sistema y T es la 
temperatura absoluta. La cantidad T dS es, por supuesto, el calor anadido al sistema 
durante el proceso. 

Es evidente que el incremento de trabajo, dW, puede identificarse con el cambio 
en la energia interna, dE , sólo para un proceso adiabático; es decir, un proceso en el 
cual dS = 0. Pero la temperatura dei sistema cambiará, en general, durapte un 
proceso adiabático y los coeficientes dieléctricos, que son funciones de la ten^eratu- 
ra, también cambiarán. Recordemos que la ecuación (6-17) se obtuvo a partir de la 
(6-8), y esta última se dedujo suponiendo que los diversos coeficientes dieléctricos 
permanecían constantes durante el proceso de cargado. De aqui que dW = dU no 
es válida para un proceso adiabático. En consecuencia, debemos restringir nuestro 
interés a procesos isotérmicos y aqui no es posible identificar dW con dE. 

La cantidad termodinâmica llamada energia libre de Helmholtz dei sistema está 
definida como F = E - TS. Diferenciando y combinando el resultado con la 
ecuación (6-49) se obtiene 

dF = dE — T dS — S dT 

= -SdT + dW. (6-50) 

Etfacscxactamente la ecuación que necesitamos. Para un proceso isotérmico, dF es 
Igpal a dW y dW es igual a dU ; así, podemos decir que la energia electrostática es la 
«vyáa libre dei sistema electrostático: dU = dF. Esta energia representa el máximo 
que puede extraerse, pasado cierto tiempo, al campo electrostático. 
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p ar a un sistema que se mantiene a temperatura constante, la energia libre des- 
empena el mismo papel que la energia potencial en un sistema mecânico (es decir 
mdependiente de la temperatura). ' ’ 


6.10 RESUMEN 


d trãbaTo Sul Sn a h “ CargaS pUntUales se calcula «>mo 

CouSh qUC aCCr “ agCnte externo en contra de las fuerzas de 

como 38 CargaS Pafa reunirlas en la c °nfiguración dada. Esto se expresa 


V = H,qj9j, 


donde 9j , el potendal en la posidón de la carga 9j debida a todas las 
expresa, a su vez, por 


otras cargas, se 


<pj =r 


Qk 


47tÊ o r Jk ’ 


con d término k =j excluído. Para una distribución general de carga la enerda 
Sonldrte el 3 ’ S,emPrC Y t0d0S 108 dieléctricos Poentes sean lineales, * 


U = 


= ij w 


dv. 


donde d potendal ? es aquel produddo por la densidad de carga externa p en 
presenaa de un medio didéctrico (p puede incluir la carga coníntrada en una 
istnbucion superficial o en cargas puntualej. La integradón por partes transforma 
la energia en dieléctricos líneales en una integral, transforma 

U = j u dv, 

sobre la densidad de energia dei campo eléctrico, 

U = }E • D = \íE 2 = lD -, 

2 e 

SdêbTÍLu™" 1 ” ” *** 3 P “ Müale5 ' h ' m *‘ PfoP*» Mnda de 

Í.~. C r and ° t0da k Carga CS UDa distribución superfidal sobre conductores cuvas 
«uperficies son equipotenciales, la energia electrostática se caracteriza como * 

u = i Z Qj<Pj■ 
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Se encuentra entonces que los coeficientes en las funciones lineales 

<Pi = I PijQj, 

y en las funciones inversas 

Qi = E Cij 9 j > 

satisfacen las condiciones 

Pij ~ Pjh ^ij 


} 


(Además, p u 2> p u > 0 y c u > 0 ^ c y .) 

2. En el caso especial en el que dos conductores forman un condensador, 

U = jQ A<p, 


con 


Q = C A(jp. 

Para un condensador de placas paralelas, 



3. La fuerza eléctrica sobre una parte de un sistema aislado, con carga constante en 
cada conductor, es el gradiente negativo de la energia electrostática, 



Si el sistema no está aislado, pero el potencial de cada conductor es mantenido 
constante por un agente externo (batería), la fuerza está dada por 



PROBLEMAS 

61 Un electrón rápido (energia cinética = 3.0 x 10“ 17 J) entra en una región dei espacio que 
coatiene un campo eléctrico, E = 1000 V/m El campo es paralelo al movimiento dei electrón, 
y cm un sentido tal que lo desacelera. iQué distancia recorrerá el electrón antes de detenerse? 
(La carga dd electrón = 1.60 x 10“ 19 C.) 

62 Se dan una cascara esférica dieléctrica (radio interior a , radio exterior 6, constante 
Adeodca K) y una carga puntual q, infinitamente separadas. Si se coloca la carga puntual en 
€Í celro de la cascara dieléctrica, determine el cambio en la energia dei sistema. 
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6.3 Un dipolo ql se coloca en una posición perpendicular a un plano corductor, de tal modo 
que la carga -q está a una distancia d y la carga +q está a d + /. Calcule la energia 
electrostática dei sistema de cargas. ( Sugerencia: Considere que la energia dei sistema consiste 
de las cargas reales más las cargas imagen en el vacío, donde las cargas imagen se escogen de 
tal modo que den el campo correcto E delante dei plano.) 

6.4 Se da una cáscara esférica cargada de radio R y densidad de carga superficial uniforme 
°o- Determine la energia propia de la distribución en dos formas: (a) por integración directa de 

la ecuación (6-8); (b) por integración sobre el campo, ^ Je • D dv . 

6.5 Se da una distribución esférica de carga, de radio R y densidad uniforme de carga p 0 . 
Determine la energia propia de la distribución en dos formas: (a) por integración directa de 

la ecuación (6-8); (b) por integración sobre el campo | Je-DJi?. 

6.6 Supongamos que un electrón es una partícula esférica uniformemente cargada de radio R. 
Supongamos además que su energia cuando está en reposo, mc 2 (donde m es la masa dei elec¬ 
trón y c es la velocidad de la luz), es de origen electrostático y está dada por ei resultado dei pro¬ 
blema 6.5. Sustituyendo los valores numéricos adecuados para la carga y la masa dei 
electrón, determine su «radio clásico» R. 

6.7 Dos cargas puntuales qi y q 2 están separadas por una distancia d. Si sus respectivos 
campos en un punto r son E x y E 2 , 

E 2 = E\ + El + 2Ej • E 2 . 

(a) Muestre que las integrales de E\ y E 2 sobre todo el espacio divergen. Esta es la «energia 
propia» infinita que debe restarse a la energia U. (b) Efectúe la integral para la contribución de 
2Ej * E 2 para U y demuestre que ésta no diverge. 

6.8 (a) iCuál es la capacitancia de un condensaíor que puede almacenar 1 000 J a 1 000 V? 

(b) Considere que el condensador está formado por placas paralelas separadas 10“ 5 m, que están 
rellenas con un material de constante dieléctrica 2. ^Cuál es el área necesaria de las placas? 

6.9 Un electróforo consiste en una placa circular plana de cera y otra semejante de metal con 
una manivela aislante. A la placa de cera se le proporciona una carga Q mediante frotamiento 
con una piei. La placa de metal es temporalmente puesta a tierra y colocada sobre la placa de 
cera, de tal modo que adquiere una carga - Q. La placa de metal se aleja finalmente de la placa 
de cera, reteniendo su carga — Q. Suponiendo que el radio de las placas es de 10 cm, 
Q = 0,3 pC, y la separación inicial de las dos placas es de 10“ 5 m, encuentre la diferencia de 
potencial entre las placas y la energia almacenada cuando la separación es (a) d = 10“ 5 m, 
(b) d = 0.02 m. 

6.10 Un sistema de conductores consiste en sólo dos conductores. Encuentre explícitamente 
los coeficientes de capacitancia e inducción en términos de los coeficientes de potencial p-. 

6.11 Dos conductores esféricos están en el vacío. El conductor 1, de radio R, está puesto a 
tierra (es decir, a potencial cero). El conductor 2 es tan pequeno que puede tratarse como una 
carga puntual. Tiene carga q y está a una distancia d de la esfera puesta a tierra. <,Cuál es la 
carga inducida en la esfera puesta a tierra? (Utilice el concepto de coeficiente de potencial.) 
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*12 Se da un sistema de dos objetos conductores en un medio dieléctrico lineal. El conductor 1 
estádescargado y el conductor 2 está puesto a tierra. Demuestre que el conductor 1 también 
esta al potencial de tierra. 

6.13 Se construye un condensador de placas paralelas con un dieléctrico compuesto Una 
hoja de dieléctrico de permitividad c, y espesor d l se coloca sobre una segunda hoja de 
dieléctrico (permitividad espesor d 2 ). La combinación se coloca entre placas conductoras 
paralelas que están separadas una distancia d, + d 2 . <,Cuál es la capacitancia dei condensador 
por unida d de área de placa? 

* 

6.14 Un cilindro conductor largo de radio a es orientado paralelamente a un plano con¬ 
ductor infinito y a una distancia h de él. Demuestre que la capacitancia dei sistema, por unidad 
de longitud dei cilindro, está dada por 

C = Ineo/cosh' 1 (h/a). 


(Véase Sec. 3.11.) 

6.15 Dos condensadores de aire idênticos se conectan en serie y la combinación se mantiene a 
una diferencia de potencial constante de 50 V. Si una hoja de dieléctrico, de constante 
dieléctnca 10 y espesor igual a un décimo de la separarión de aire entre las placas, se introduce 
en uno de los condensadores, calcule el voltaje en este condensador. 

6.16 La capacitancia de un electroscopio de filigrana no es exactamente constante, ya que la 
filigrana se acerca más al recipiente a medida que A <p aumenta. La forma probable de la 
capacitancia es 


C = a + b(A(p) 2 . 

(,Cómo determinaria usted las constantes a y b para un instrumento particular? ^Cuál es la 
energia dei electroscopio cuando está cargado? <,Es la energia totalmente eléctrica? 

6.17 Dos cáscaras conductoras esféricas concêntricas, de rádios rj y r 2 , se mantienen a 
potenciales <p l y q> 2 , respectivamente. La región entre las cáscaras se llena de uif medio 
dieléctrico. Demuestre por cálculo directo que la energia almacenada en el dieléctrico es igual a 

~ < P2) 1 I2 y encuentre de este modo C, la capacitancia dei sistema. 

6.18 Dos conductores cilíndricos coaxiales de aproximadamente el mismo radio están 
separados en la dimensión radial por una distancia d. Los cilindros se introducen perpendicu¬ 
larmente en un dieléctrico liquido de susceptibilidad y y densidad de masa Ç. Los cilindros se 
mantienen a una diferencia de potencial A< p. ^A qué altura h se eleva el dieléctrico entre los 
conductores? (Desprecie la tensión superficial.) 

6J9 Un condensador de placas paralelas tiene la región entre estas llena de una plancha 
«eléctrica de constante dieléctnca K. Las dimensiones de las placas son w de anchura y 1 de 
longitud, y la separación entre elias es d. El condensador se carga mientras está conectado a 
ima diferencia de potencial (A <p) 0 , después de lo cual se desconecta. La plancha de dieléctrico se 
saca ahora parcialmente en ia dimensión / hasta que sólo quede la longitud x entre las placas, 
(al iCuâl es la diferencia de potencial entre las placas dei condensador? (b) iCuál es la fuerza que 
«ode a hacer regresar la plancha de dieléctrico a su posición original? 

*2# La capacitancia de un condensador de aire variable cambia linealmente de 50 a 364 pF 
durante una rotadón de 0 o a 180°. Cuando se fija a 75°, se mantiene una diferencia de potendal 
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de 400 V entre las placas dei condensador. ^Cuál es la dirección y magnitud dei momento de 
rotación electrostático que experimenta el condensador? 

*6.21 Una cáscara esférica conductora descargada, de masa m, flota con una cuarta parte de su 
volumen sumergida en un dieléctrico líquido de constante dieléctrica K. <,A qué potencial debe 
cargarse la esfera para que flote con la mitad sumergida? ( Sugerencia: Suponga que el campo 
eléctrico de la cáscara cargada medio sumergida es un campo puramente radial y demuestre 
después que la suma de o + a P sobre la superfície esférica es tal que justifica esta suposknón.) 

6.22 Una plancha dieléctrica de espesor d y constantí dieléctrica K llena la región entre las 
placas paralelas de un condensador. El área de las placas es A. Calcule la fuerza electrostática 
sobre una de las placas dei condensador (a) suponiendo que el dieléctrico está en contacto 
directo con la placa, (b) suponiendo que hay un espacio angosto de aire entre el dieléctrico y la 
placa. Las placas dei condensador se mantienen a una diferencia de potencial A<p en ambos 
casos. 

6.23 Resuelva el ejemplo de la figura 6.4 con la energia electrostática en la forma U = 
= 2 C(A (p) , donde C = C(x) es la capacitancia dei condensador con la plancha de dieléctrico 
introducida una distancia x. 

6.24 Suponga que la energia electrostática de un sistema es U = \Q A q>, con Q = C Ay. Sea 
C — C(x) función dependiente de algún parâmetro geométrico x que determina la posición de 
una parte dei sistema. Demuestre que la fuerza sobre esta parte, para un valor particular de Q y 
A<p, es la misma, según la ecuación (6-34a) para Q constante y según la ecuación (6-41) para Ay 
constante. 

6.25 Resuelva el ejemplo de la figura 6.4 si el espesor t de la plancha dieléctrica es mucfao 
menor que la separación d entre las placas. (Sugerencia: En este caso, de acuado con d 
resultado dei problema 4.15, es D en lugar de E que tiene aproximadamente el mismo valor en 
todas partes entre las placas.) 


í 
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CORRIENTE 

ELECTRICA 


í 


Hasta este punto hemos tratado con cargas en reposo; ahora deseamos considerar 
cargas en movimiento uniforme. Esto implica que estudiaremos conductores de 
electricidad, ya que, por definición, un conductor es un material en el que los 
portadores de carga son libres de mo verse bajo campos eléctricos estacionados (véase 
Sec. 2.5). La definición anterior incluye no solo los conductores convencionales, tales 
como metales y aleaciones, sino también los semiconductores, electrólitos, gases 
ionizados, dieléctricos imperfectos y aun el vacio en la vecindad de un cátodo 
emisor termoiónico. En muchos conductores, los portadores de carga son electrones; 
en otros casos, la carga puede ser conducida por iones positivos o negativos. 

La carga en movimiento constituye una corriente y el proceso por el cual la carga 
se transporta se llama conducción. Para ser precisos: la corriente, /, se define como la 
velocidad a la cual se transporta la carga a través de una superfície dada en un 
sistema conductor (por ejemplo, a través de una sección transversal determinada de 
un alambre). De este modo 



(7-1) 


donde Q = Q(t) es la carga neta transportada en el tiempo t. La unidad de corriente 
en el sisteiha mks es el ampere* (A), llamado así en honor dei físico francês André 
Marie Ampere. Evidentemente, 


1 ampere = 1 


coulomb 
segundo * 


7.1 NATURALEZA DE LA CORRIENTE 

En un metal, la corriente es transportada completamente por electrones, mientras 
qne los iones positivos pesados están fijos en posiciones regulares de la estructura 
c ri s t a lin a (Fig. 7.1). Sólo los electrones atómicos de valência (los más exteriores) 
ticnen Hbertad para participar en el proceso de conducción; los demás electrones 
están ligados fuertemente a sus iones. Bajo condiciones de estado estacionário, los 
electrones pueden introducirse en el metal por un punto y extraerse por otro, 
prodocãéndose una corriente, pero el metal como un todo es electrostáticamente 
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neutro Fuerzas electrostáticas intensas impiden que un exceso de electrones se 
acumule en cualquier punto dei metal. En forma semejante, una deficiência de 
electrones es corregida por fuerzas electrostáticas de signo contrario. Veremos 
posteriormente que el exceso de carga se disipa con extremada rapidez en un 
conductor. Observamos, pues, que es posible estudiar el tema de la comente eléctrica 

sm tener en cuenta los efectos electrostáticos detallados asociados con los portadores 
de carga. r 


Fig. 7.1 Diagrama esquemático 

dei movimiento de los electrones en un metal. 



En un electrolito, la comente es conducida tanto por iones positivos como por 
íones negativos, aunque, debido a que algunos iones se mueven más rápidamente que 
otros, la conduccion por un tipo de ion predomina generalmente. Es impo: tante 
hacer notar que iones positivos y negativos que viajan en sentidos opuestos (Fig 7 2) 
contnbuyen a producir comente en el mismo sentido. La base de este heclio se 
evidencia de ia ecuaaon (7-1), ya que Ia carga neta transportada a través de una 
superficte dada depende tanto dei signo dei portador de carga como dei sentido en el 
que se este moyiendo. As, pues, en la Íigurí 7.2, tanto los grupos de portadores 
positivos como los negativos producen comentes hacia Ia derecha; por convención 
el sentido en que se mueve el portador positivo (o, eq ui va lente mente, ei sentido 
opuesto a aquel en que se mueve el portador negativo) se toma como la direcrión o 
sentido de la comente. En general, una comente eléctrica se origina como respuesta a 
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Fig. 7.2 Corriente produrida por 
d movimiento de portadores de carga 
negativos y positivos. 
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un campo eléctrico. Si un campo eléctrico se establece en un conductor, dicho campo 
causa çue los portadores de carga positiva se muevan en el sentido general dei campo 
y los portadores negativos en un sentido opuesto al dei campo; en consecuencia, 
todas las comentes producidas en el proceso tienen la misma dirección que el campo. 

En una descarga de gas, la comente es transportada tanto por electrones como 
por iones positivos, pero como los electrones son mucho más móviles que los iones 
pesados, prácticamente toda la corriente es transportada por electrones. La conduc- 
ción en gases es algo más complicada, porque las poblaciones electrónica e iónica^ 
varían enormemente con las condiciones experimentales (están determinadas princi¬ 
palmente por la presión dei gas y la caída de potencial a través dei gas). Bajo ciertas 
condiciones, se originan cascadas, proceso en el cual los pocos iones que están 
presentes inicialmente se aceleran y ocasionan colisiones inelásticas con átomos 
neutros, produciendo así iones y electrones adicionales. Los iones adicionales 
también pueden dar lugar a colisiones ionizadoras, con el resultado de que la 
densidad de portadores crece enormemente. 

En las figuras 7.1 y 7.2 hemos representado los portadores de carga dividiéndolos 
en grupos, cada uno de los cuales tiene un movimiento común, llamado movimiento 
de arrastre dei grupo. Sin embargo, la figura se ha simplificado enormemente. Cada 
grupo de portadores de carga representa realmente un conjunto de partículas en 
equilíbrio térmico con su medio ambiente, así que cada partícula tiene un movimien¬ 
to térmico así como un movimiento de arrastre. Pero el movimiento térmico, aunque 
puede ser grande, también es aleatorio y, en consecuencia, no da lugar a un 
transporte de carga organizado. Por otra parte, el movimiento de arrastre no es 
aleatorio. Por consiguiente, al considerar estos procesos de conducción, es admisible 
olvidar el movimiento aleatorio que al final no se suma a nada, y utilizar la 
representación sencilla de las figuras 7.1 y 7.2. No obstante, para otros procesos de 
transporte, tales como la conducción en un gradiente térmico (que da lugar al efecto 
termoeléctrico), es necesario tener en cuenta el movimiento térmico en forma 
detallada para entender completamente el fenómeno. { 

Las comentes que hemos descrito hasta ahora en esta sección se llaman 
corrientes de conducción. Estas comentes representan el movimiento de arrastre de 
los portadores de carga en un medio neutro; el medio total puede estar, y general- 
mente está, en reposo. Los líquidos y los gases pueden además experimentar un 
movimiento hidrodinâmico, y si el medio tiene una densidad de carga, este movi¬ 
miento hidrodinâmico producirá corrientes. Tales corrientes, que provienen dei 
transporte masivo de un medio cargado, se llaman corrientes de convección. Las 
corrientes de convección son importantes en relación con la electricidad atmosférica; 
de hecho, las corrientes de convección ascendentes en las tormentas son suficientes 
para mantener el gradiente de potencial normal de la atmosfera por encima de la 
Tierra. El movimiento de partículas cargadas en el vacío (tales como electrones en un 
diodo al vado) constituye también una corriente de convección. Una característica 
importante de la corriente de convección es que no es electrostáticamente neutra y su 
carga electrostática debe, por lo general, tomarse en cuenta. 

En el resto de este capítulo trataremos exclusivamente con corrientes de conduc¬ 
ción. 



CORRIENTE ELÉCTRICA 147 


7.2 DENSIDAD DE CORRIENTE. 

ECUACION DE CONTINUIDAD 

Consideraremos ahora un medio conductor que tiene sólo un tipo de portador de 
carga, cuya carga es q. El número de estos portadores por unidad de volumen se 
representará por N . De acuerdo con la sección anterior, despreciamos su movimiento 
térmico aleatorio y asignamos la misma velocidad de desplazamiento v a cada 
portador. Estamos ahora en posición de calcular la corriente por un elemento de 
área da tal como el ilustrado en la figura 7.3. Durante el tiempo ôt, cada portador 
recorre una distancia v St; de la figura es evidente que la carga SQ que atraviesa da 
durante el intervalo ôt es q veces la suma de todos los portadores de carga en el 
volumen v • n ôt da, donde n es un vector unitário perpendicular al área da. De la 
ecuación (7-1), la corriente 


AJ _ ôQ _ qNv • n ôt da 
~~ôt ôT 

= Nqv • n da. 


(7-2) 


Si está presente más de una clase de portadores de carga, habrá una contribución de la 
forma (7-2) de cada tipo de portador. En general, 


dl = ^Niqpi n da 


(7-3) 


es la corriente que atraviesa e! área da. La suma se efectúa sobre los distintos tipos de 
portadores. La cantidad entre corchetes es un vector que tiene dimensiones de 
corriente por unidad de área; esta cantidad se llama densidad de comente, y está 
dada por el símbolo J: 



(7-4) 


Fig. 73 El movimiento de am_ 

de portadores de carga a través 
dei plano da en un tiempo ôt. 



n • v ôt 
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Ladensidad de comente puede definirse en cada punto de un medio conductor y es, 
por taqto, una función vectorial puntual. Es una cantidad útil, que entra directamen- 
te en las ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoria electromagnética. La 
unidad mks de J es el ampere/metro 2 (A/m 2 ). 

La ecuación (7-3) puede escribirse en la forma 

dl = J - n da, 

y la corriente a través de la superfície S, que es un área superficial de forma arbitraria 
y de tamano macroscópico, está dada por la integral 



La densidad de corriente J y la densidad de carga p no son cantidades 
independientes, sino que están relacionadas en cada punto por una ecuación 
diferencial, la llamada ecuación de continuidad. Esta relación tiene su origen en el 
hecho de que la carga no puede crearse ni destruirse; la ecuación se deduce más 
fácilmente aplicando (7-5) a una superfície S arbitraria cerrada. La corriente eléctrica 
que entra en V, el volumen encerrado por S, está dada por 

/= J • nda= -í V ■ Jdv, (7-6) 

J S Jy 


La última integral se obtiene utilizando el teorema de la divergência. El signo menos 
de (7-6) se presenta porque n es la normal hacia afuera y deseamos considerar / 
positiva cuando el flujo neto de carga va dei exterior de V hacia su interior. Pero de 
(7-1), / es igual a la velocidad con que la carga se transporta al interior de V: 


I 


dQ 

dt 



(7-7a) 


Como estamos considerando un volumen fijo K, la derivada con respecto al tiempo 
opera sólo sobre la función p. Sin embargo, p es función de la posición así como dei 
tiempo, de modo que la derivada con respecto al tiempo se convierte en derivada 
parcial con respecto al tiempo cuando pasa al interior de la integral. En conse- 
cuencia. 



(7-7b) 


Las ecuaciones (7-6) y (7-7b) pueden ahora ser igualadas 

m + v j ) á „.°. 


(7-8) 
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Pero V es completãmente arbitrário, y la unica forma de que (7-8) sea válida para un 
segmento arbitrário dei volumen dei medio es que el integrando se anule en cada 
punto. En consecuencia, la ecuación de continuidad es: 

^ + V • J = 0. (7-9) 

ct 

í 

7.3 LEY DE OHM. CONDUCTIVIDAD 

Experimentalmente, se encuentra que en un metal a temperatura constante la 
densidad de comente J es linealmente proporcional al campo eléctrico (ley de Ohm). 
Así, 

J = gE. (7-10) 

La constante de proporcionalidad g se denomina conductividad. La ecuación (7-10) 
tiene una validez aproximada para un gran número de materiales conductores 
comunes; sin embargo, en el caso general, la ecuación (7-10) debe sustituirse por 

J = g( E)E, 

donde #(E) es función dei campo eléctrico. Los materiales para los cuales la ecuación 
(7-10) es válida se llaman médios lineales o médios óhmicos . Aqui nuevamente, como 
con los dieléctricos, nos interesará principalmente el caso lineal. 

El recíproco de la conductividad se llama resistividad rj ; así*, 

La unidad de rj en el sistema mks es volt metro/ampere o, simplemente, ohm/metro, 
donde el ohm (íl) se define por 


1 ampere 

La unidad de conductividad g es O -1 m" 1 , o sea, mho/metro. 

En la tabla 7.1 se dan las resistividades de algunos materiales comunes. Es 
evidente de esta tabla que todos los materiales conducen la electricidad hasta cierto 
grado, pero que los materiales que hemos llamado aislantes (dieléctricos) son con¬ 
ductores mucho peores que los metales, por un factor enorme (tan grande como 


Los símbolos comunes para la resistividad y la conductividad son p y a, respectivamente, pero para 
evitar la posibilidad de confusión con la densidad volumétrica de carga p y la densidad superficial de carga 
utilizaremos los símbolos r\ y g. 
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TdUü 7.1 Reastividad tf y coeficiente de temperatura de la resistência ot 
ét mteríales a 20 ° C* 


Material rj,Qm oc = - -p-, (°C) 1 

tf a 1 


Alumínio 

2.65 

X 

1(T 8 

0.0043 

Cobre 

1.67 

X 

1(T 8 

0.0068 

Hierro 

9.71 

X 

10“ 8 

0.0065 

Níquel 

6.84 

X 

1(T 8 

0.0069 

Oro 

2.35 

X 

1(T 8 

0.004 

Plata 

1.59 

X 

i<r 8 

0.0041 

Mercúrio 

95.8 

X 

1(T 8 

0.0009 

Tungsteno 

5.51 

X 

10" 8 

0.0045 

Constantán (Cu 60, Ni 40) 

49.0 

X 

10“ 8 

0.0000 

Nicromo 

100.0 

X 

1(T 8 

0.0004 

Germanio (puro) 

0.46 



-0.048 

Germanio (5 x 10 -60 %As) 

0.011 



Grafito 

1.4 

X 

IO' 5 


Solución (saturada) de NaCl 

0.044 


— 0.005 

Azufre 

2 

X 

10 15 


Cuarzo (Si0 2 ) 

1 

X 

10 13 


Madera 

ÍOMO 1 

1 


Oxido de aluminio 

1 

X 

10 14 


Vidrio 

10 10 - 

10 

14 


Yodo 

1.3 

X 

10 7 



* Datos obtenidos dei Handbook of Chemistry and Physics , 58.® ed., CRC Press, 
Inc., Cleveland, Ohio. 


10 23 ). La diferencia entre un conductor y un aislante se discutirá en forma más çuan- 
titativa en la sección 7.7. 

Consideremos una muestra conductora que obedece la ley de Ohm, en forma de 
un alambre recto de sección uniforme, cuyos extremos se mantienen a una diferencia 
de potencial constante A cp. Se supone que el alambre es homogéneo y que está 
caracterizado por la conductividad constante g . Bajo estas condiciones, existirá un 
campo eléctrico en el alambre que está relacionado con A cp por la ecuación 

A(p = J E • dl. (7-12a) 

Es evidente que no puede haber componente de estado estacionário dei campo 
eléctrico perpendicular al eje dei alambre, ya que por (7-10) esto produciría en la 
superfície dei alambre una carga continua. Por tanto, el campo eléctrico es puramen¬ 
te longitudinal. Además, debido a la forma geométrica, el campo eléctrico debe ser el 
mismo en todos los puntos dei alambre. Por consiguiente, la ecuación (7-12a) se 
reduce a 


A q> — £/, 


(7-12b) 
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U tilizan do la ley de Ohm en combinación con la (7-16) obtenemos 




V • gE = 0, 


que para un medio homogéneo se reduce a 

V ■ E = 0. 

Pero ya que V x E = 0 para un campo estático, E puede derivarse de un potencial 
escalar: 

E = -\<p. 

La combinación de las dos últimas ecuaciones da 


V a * = 0, 


(7-17) 


que es la ecuación de Laplace. 

Por tanto, vemos que un problema de conducción de estado estacionário puede 
resolverse en la misma forma que los problemas electrostáticos. La ecuación de 
Laplace se resuelve por una de las técnicas discutidas en el capítulo 3, estando la 
solución determinada, como siempre, por las condiciones en la frontera. Las 
condiciones en la frontera que son suficientes para resolver el problema son aquellas 
que especifícan ya sea q> o J en cada punto de la superfície dei medio conductor. 
Especificar J en la superfície es equivalente a especificar E, ya que los dos vectores 
están relacionados por la ley de Ohm. Una vez que se ha hallado la solución 
apropiada a la ecuación de Laplace, puede determinarse E (y, en consecuencia, J) en 
cada punto dentro dei medio a partir de la operación gradiente. 

Bajo condiciones de estado estacionário, la corriente que atraviesa un área de la 
zona interfacial entre dos médios conductores puede calcularse en dos formai en 
función de la densidad de corriente en el medio 1 o en fundón de la densidad de 
corriente en el medio 2. Como los dos procedimientos deben producir el mismo 
resultado, la componente normal de J debe ser continua al atravesar la zona 
interfacial: 


Jln = Jln, (7-lBa) 

O 

9 iE ín = g 2 E 2n . (7-18b) . 

Esta ecuadón es análoga a la ecuación de continuidad de D n al atravesar las zonas 
iaterfaciales entre dieléctricos en problemas electrostáticos. 

Pocsto que el campo es estático en cada medio, 


E • dl = 0 
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para una trayectoria cerrada que liga ambos médios, y 


E u = E 2t (7-19) 

por la derivación de la sección 4.7. Esta ecuación es evidentemente la misma para 
ambos tipos de problemas (electrostáticos y de conducción estacionaria). 

Un ejemplo de las ideas anteriores se muestra en el «dispositivo electrolítico» de 
la figura 7.4. Aqui, vários conductores metálicos/que se conectan a fuentes externas 
de potencial, se colocan en un medio conductor líquido (idealmente de extensión 
infinita) de conductividad moderada (tal como una solución salina). Como la con- 
ductividad de la solución salina es mucho menor que la de un metal (véase ta- 
bla 7.1), el campo eléctrico en el metal (para la misma densidad de comente) es mucho 
menor que en la solución. La razón entre campos es tan pequena que E en el metal 
puede despreciarse, y se puede considerar que cada conductor metálico es un 
volumen equipotencial. Puede utilizarse una pequena probeta de conducción, como 
se ve en la figura 7.4, para explorar el potencial en la solución, y en esta forma hacer 
un esquema de Ias superfícies equipotenciaies. Una posible utilidad de este experi¬ 
mento es la de proporcionar una solución para la ecuación de Laplace que, en el caso 
de que la forma geométrica sea complicada, puede ser difícil o imposible de 
determinar teóncamente. La solución hallada no está limitada al problema de 
conducción, sino que se aplica igualmente al problema electrostático equivalente 



Fíg. 7.4 Dispositivo electrolítico bidimensional. Los tres conductores 
metálicos se conservan a los potenciales Vl , <p 2 v q> 3 , donde, por conveniência, 
se considera que <p l ><p 2 > q> 3 . El símbolo denota un resistor cuyo 

valor puede vanarse y G es un galvanómetro. La resistência de los alambres 
se considera despreciable. Si los resistores R, y R 2 se ajustan de tal modo 
que no pase corriente a través de G, entonces «, probcU = ^ y la misma corriente /' 
pasa a traves de Rj y R 2 . En estas circunstancias, <p probeta = <p 2 - I'R l = V3 + 

+ /K 2 , o probeta - <Pi ~ ((p\ — (p^RiHRj^ + R 2 ). 
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e& d que los mismos conductores metálicos están rodeados por un medio dieléc- 
tric#(Fig. 7.5). 

Como un segundo ejemplo de la semejanza que hay entre conducción y electros- 
tática, consideremos dos conductores metálicos en un medio óhmico homogéneo, de 
conductividad moderada g. Si los conductores metálicos se mantienen a los potencia- 
\es ç i y q> 2 , la corriente I entre ellos es 

, _ Vi - <f>2 f 

1 ~ R ’ 



Fig. 7.5 El problema electrostático 
equivalente al problema de conducción 
de la figura anterior. Como la figura 7.4 
representa una conducción bidimensional, 
el problema electrostático también 
es bidimensional, y cada conductor 
es un cilindro de longitud infinita. 


donde R es la resistência dei medio*. Esta corriente puede expresarse en función de la 
densidad de corriente J en el medio: 


/ = <j) J • n da, * 

•'s 

donde S es cualquier superfície cerrada que rodea completamente uno de los 
conductores (exceptuando un alambre de metal aislado que conduce la corriente 
sobre el conductor para mantenerlo a potencial constante). Pero 

J = <?E. 

Combinando las tres últimas ecuaciones, obtenemos 

Vl-JEl = E • n da. (7-20) 


* Ya que / es equivalente a Q en el problema electrostático, / es proporcional a A(p y 1/R se define 
como la oonstante de proporcionalidad. Véase la ecuación (7-22). 
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s E ' " da = - Q, (7-21) 

Q = C((p 1 — (p 2 ). (7-22) 

Al intercalar (7-21) y (7-22) en (7-20), obtenemos 


RC = -, 

g 


(7-23) 


^ reSÍStenCÍa dd medÍ ° y la Capacidad del P"**®» elec- 

“SrS? ! 

aqui que un condensador tengn una resistência rnroa 

pequ.fi, capacitancia asociada; ” »“T LE “"/“““V'"* 3 ““ 

ecuación (7-23) (aproximadamente, ,a que ei medio "" 


7.5 


2 


APROXIMACION AL EQUILÍBRIO ELECTROSTATICO 


T“ n, r “ tori “ 

■ “*> - m l. «gê «« ,S,6„ e” te ™ - T 4 *" "“"O "‘™~ 

— *"»»* íe „„ „„ ° Xí “ C f P ". Ul ° 4 " “"*■ 

y no las cargas libres. ’ so ° as ligadas contribuyen a e > 
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conductor sc aísla repentinamente de los campos eléctricos aplicados tenderá hacia la 
sftuackjp de equilibrio en la que no hay exceso de carga en el interior dei sistema. 
Según la ecuación de continuidad, 

ôp 

f t + V • J = 0, (7-9) 

que, con ayuda de la ley de Ohm, se expresa como 

^ • E = 0. (7-24) * 

Pero V-E está relacionado con las fuentes dei campo; de hecho, V-E = pje , de 
modo que 

l + fo-0. (7-25) 

La solución de esta ecuación diferencial parcial para g y e constantes es 

p{x, y, z, t) = p 0 (x, y, z]e~ a,lí , (7-26) 

y se ve que el estado de equilibrio se alcanza exponencialmente. 

De la ecuación (7-26) es evidente que la cantidad ejg tiene dimensiones de tiempo; 
se la llama constante de tiempo o tiempo de relajación t c dei medio: 

= | = «?■ (7-27) 

y * 

La constante de tiempo mide la velocidad a laxual el medio se aproxima al equilibrio 
electrostático; precisamente, es el tiempo necesario para que la carga en una región 
determinada se disminuya a l/e de su valor original. 

Un material alcanzará su equilibrio de distribución de carga en una aplica^ón 
específica cuando su constante de tiempo sea mucho menor que el tiempo caracterís¬ 
tico necesario para hacer una medida pertinente. Para algunas aplicaciones es 
suficiente que la constante de tiempo sea menor que 0.1 segundo para garantizar un 
comportamiento de conductor; como la mayoría de las permitividades no metálicas* 
caen en un intervalo de e 0 a 10e o , esto requiere un material de resistividad menor de 
10 9 o IO 10 íl ■ m. Para aplicaciones de alta frecuencia, se necesita una constante de 
tiempo menor y, correspondientemente, una resistividad menor para que haya 
realmente comportamiento de conductor; de hecho, 

1 

i c <j, 

donde/es la frecuencia más alta que interviene en el experimento. Exactamente la 
condkáón opuesta se aplica para el comportamiento de dieléctrico. 

* No se puede aplicar esta relación a un metal, ya que no se conoce el valor apropiado de c; de hecho, 

4 % t % I0~ 14 s, donde t es el tiempo de colisión, que se presentará en la sección 7.7. Como se verá, para 
licBpos más cortos que t no es válido considerar que J = #E. 
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7.6 REDES DE RESISTÊNCIAS 
Y LAS LEYES DE KIRCHHOFF 


Hasta aqui hemos discutido la conducción principalmente desde el punto de vista dei 
transporte de carga en un medio conductor, y hemos enfocado el problema en 
términos de las ecuaciones diferenciales que deben aplicarse en cada punto. La 
cantidad importante por determinar en estos casos es la densidad de corriente J. 
Pero en muchos problemas de interés práctico los portadores de carga están 
restringidos a seguir una trayectoria de conducción elevada, llamada circuito, y 
entonces las cantidades de interés son las corrientes en cada parte dei circuito. En esta 
sección limitaremos nuestra díscusión a circuitos de corrientes constantes, es decir, 
circuitos de corriente directa. Un circuito puede consistir de varias ramas; de hecho 
es posible definir un circuito como una malla de varias trayectorias de conducción’ 
cada una de las cuales puede contener voltajes aplicados. El problema central para eí 
anahsis de circuitos es: dados una resistência y un voltaje aplicado en cada rama dei 
circuito, encontrar la corriente en cada una de estas ramas. 

En el capítulo 2 se demostro que la integral de la componente tangencial de un 
campo electrostático alrededor de cualquier trayectoria cerrada se anula; es decir, 

{ E • dl = 0 (7-28) 


para un campo electrostático. Para un material óhmico, J = g E. En general este 
caso se modifica a J = g( E) E, pero g( E) es siempre una cantidad positiva. Por tanto 
una fuerza puramente electrostática no puede hacer que una corriente circule en el 
mismo sentido alrededor de un circuito completo. O, dicho de otra manera, una 
corriente constante no puede ser mantenida solamente por fuerzas electrostáticas. 
bin embargo, una partícula cargada q puede experimentar otras fuerzas (mecânicas, 
«químicas», etc.) además de la fuerza macroscómca electrostática, de tal modo que’ 
en parte dei circuito, la carga se mueve en direSción opuesta a E. En las secciones 
anteriores hemos dejado de lado la cuestión de la causa de la corriente eléctrica 
supomendo que dos puntos en un objeto conductor se mantienen a una diferencia de 
potencial constante A <p por medio de fuentes externas de energia. Hasta aqui, todavia 
es suficiente para nuestros propósitos suponer que existen tales voltajes aplicados* 
pero haremos una breve pausa para discutir cómo pueden producirse. 

En el laboratorio, un voltaje constante es generalmente producido por una 
bateria o por una fuente electrónica de potência (la cual rectifica y suaviza la línea de 
voltaje), pero podna producirse por una variedad de otros médios; por ejemplo un 
generador de Van de GraafT. Este último es conceptualmente el caso más sencillo 
para anahzar. En el generador de Van de GraafT las cargas son depositadas sobre un 
cinturon en una terminal y transportadas enérgicamente a punto de energia poten- 


anlicaHn el V ° ltí ' Íe aplica f 0 se IIama generalment efuerza electromotriz (o /em), aunque voltaje 

aplicado es el tcrmmo que se usa en el laboratorio para esta diferencia de potencial. El término histórico 

Guarílaíemos^eír ““"r C ° nfUS ° S * innecesarios P<>r tanto, no se emplearán aqui. 

(Cap lí) Para UD COnCePt ° ^ POC ° dÍfereme QUe eStudÍaremos P oster iormente 
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ciai superior en la otra terminal. En la operación de estado estacionário, j E ■ d\ = 
= 0 a l£ largo de cualquier trayectoria cerrada; es decir, la integral es negativa a lo 
largo <íe un lado dei cinturón e igualmente positiva a lo largo de una trayectoria ex¬ 
terior entre las terminales. Puede permitirse el flujo de una corriente constante externa 
a través de una resistência conectada entre las terminales si el cinturón se mueve lo 
suficientemente rápido; la potência contribuida es simplemente la potência mecânica 
necesaria para poner en movimiento el cinturón que transporta las cargas en dirección 
opuesta al campo eléctrico. La operación de una batería es similar (excepto que las 
«fuerzas» para el trabajo en una batería dependen de la mecânica cuántica de Ur 
electroquímica), y <J> E - d\ = 0 a lo largo de cualquier trayectoria cerrada, aun 
cuando pase a través dei electrólito en la batería. Sin embargo, lo que importa para el 
análisis de circuitos es simplemente que | E • d\ = 0 a lo largo de una trayectoria 
cerrada que contenga las terminales de la fuente de voltaje, pasando parte de la 
trayectoria a través de la red de resistências y la otra parte directamente a través de 
las terminales, pero por fuera de la fuente. El propósito de la teoria de circuitos 
eléctricos es desarrollar un procedimiento para analizar la primera parte, que 
atraviesa la red de resistências; no necesitaremos analizar la causa (mecânica, 
química o la que sea) de la diferencia de potencial entre las terminales de la fuente de 
potência, sino simplemente referimos a ésta como un voltaje aplicado, 'f'. Una fuente 
ideal proporcionaria un voltaje aplicado % que fuera independiente de la corriente 
inducida de la fuente; pero el voltaje de terminal de una fuente real depende en cierto 
grado de la corriente if — La suposición más sencilla que por lo general es 
aplicable es que la dependencia es lineal: 

V " = to - Rjl. 

El coeficiente R f se llama resistência interna y í^q se llama voltaje de circuito abierto 
(o fem en la mayoría de los textos). 

Antes de entrar en el problema general de las redes, veremos primercflas 
conexiones elementales en serie y en paralelo de los resistores. La resistência definida 
en la sección 7.3 es una propiedad dei objeto material bajo consideración y depende 
tanto de la naturaleza dei material que compone el objeto como de la forma que éste 
tiene. (En cambio, la resistividad depende sólo de la naturaleza dei material 
conductor.) Un objeto conductor de forma conveniente que se caracteriza principal- 
mente por su resistência recibe el nombre de resistor y se representa generalmente por 
el símbolo a/w . Los resistores pueden conectarse para formar una red de 
resistências; las formas en que dos resistores pueden combinarse se ilustran en la 
figura 7.6. La parte (a) muestra una conexión en serie: aqui la misma intensidad de 
corriente I pasa por ambos resistores. Aplicando la ecuación (7-15) a cada resistor y 
observando que la diferencia de potencial* V = + V 2 , encontramos que 

V=R í I + R 2 I=(R 1 +R 2 )I. 


* En esta sección usaremos el símbolo V en lugar de A q> para la diferencia de potencial, de acuerdo 
con Ia notación más común de circuitos eléctricos. 






CORRIENTE ELÉCTRICA 159 


(a) 


-AVW-•-AVW- 

1-, i*. | 
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r-MW- 
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i «2 ÍÍ* 

L - MMA—J 

I 


*- V - 


(b) 


Fig. 7.6 Conexión de dos resistores (a) en serie y (b) en paralelo. 


Por tanto, la resistência equivalente de la combinación es 


R — Ri + R 2 (conexión en serie). (7-29) 

En la conexión en paralelo (Fig. 7.6b), la diferencia de potencial a través de cada 
resistor es la misma, y la corriente total que pasa por la combinación en / = /.+/, 
Aplicando la ecuación (7-15), vemos que 



y la resistência equivalente R de la combinación se obtiene de 
1 _ 1 1 

r~~r i + ~jf 2 (combinación en paralelo). (7-30) 

La resistência equivalente de una red más complicada, como la de la figura 7.7, puede 
determmarse combinando los resistores por pares, de acuerdo con las ecuâciones 
(7-29) o (7-30), y repitiendo luego el procedimiento hasta que quede sólo una resis¬ 
tência equivalente. Este procedimiento no es aplicable a toda red; sin embargo, toda 
red que tenga dos terminales puede ser reducida a una resistência equivalente por el 
procedimiento que se describe a continuacion. 



Fig. 7.7 Una red de resistores. 
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Cualquier problema de redes se puede resolver de una forma sistemática por 
medp de dos regias llamadas leyes de KirchhofF*. Antes de enunciar estas leyes, 
definiremos dos términos. Un nodo es un punto dei circuito donde concurren tres o 
más conductores, tal como el punto a, b, c o d en la figura 7.8. Una malla es cualquier 
trayectoria conductora cerrada en la red. Podemos enunciar ahora las leyes de 
Kirchhoff: 


I. La suma algebraica de las corrientes que circulan hacia un nodo es cero; es 
decir, 




I h = °- 


(I) 


II. La suma algebraica de las diferencias de voltaje en cualquier malla de la red 
es cero; es decir, 


E rç = o. 


(ii) 


>h 



Fig. 7.8 Un circuito típico que requiere 
la aplicación de las leyes de Kirchhoff. 

El símbolo —se emplea para 
representar un voltaje aplicado. 

En un problema típico de circuitos, se 
especifican las if y las R, y las corrientes 
deben hallarse. Dos de las seis ecuacionts 
para las corrientes dei circuito represenmdo 
son: -I x + J 3 + / 5 = 0 y Y x = / 6 R 6 + 

+ 5 + fl^l- 


La primera ley es sólo un enunciado formal dei hecho de que la carga no se acumula 
en ningún nodo dei circuito como resultado de la corriente constante. Es una 
reformulación de la ecuación de continuidad en la forma de las ecuaciones (7-6) y 
(7-7), lo que es equivalente a 

V • J = 0 (corrientes constantes). (7-16) 

La segunda ley es precisamente la reformulación de 

| E ■ dl = 0 (campos estáticos). (7-28) 


así en honor de Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887). 
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Para aplicar las leyes de Kirchhoff, necesitamos recordar la ley de O hm - 

La caída de potencial en una resistência Rj es 

Vj = IjRj (resistor), (7-15) 

donde se considera que d potencial más alto está en el extremo por donde se supone 
que entra la comente en la resistência. Esta es la forma integral de 

3 = gE (medio lineal), (7-10) 

Finalmente mencionaremos que el voltaje aplicado es 

*> = — 7} (voltaje aplicado). 

Combinando ésta y la ecuación (7-15), podemos reescribir la segunda ley de 
Kirchhoff como 

1*0 = 1 (lia) 

Si las resistências internas de la fuente se deben tener en cuenta, pueden transferirse al 
segundo miembro de (lia). 

Antes de aplicar las leyes de Kirchhoff a un problema específico, es necesario 
considerar los sentidos para las comentes en cada uno de los ramales. Estos sentidos 
deberán indicarse en el esquema dei circuito. La formulación de las (I) y 

(lia) se lleva a cabo entonces basándose en los sentidos asignados. Si la solución 
numérica de estas ecuaciones da un valor negativo para una comente partic ular el 
sentido correcto de esa corriente es el contrario al supuesto. En el problema ilustrado 
en la figura 7.8 hay seis comentes desconocidas; éstas se designan por los símbolos 
7i> 1 1 - f3' f4’ I 5 e I 6 ; a cada una se le ha asignado un sentido. 

La primera ley de Kirchhoff puede aplicarse a cada nodo dei circuito, pero las 
ecuaciones así obtenidas no son todas independientes. La regia general es que si hay 
n nodos, sólo n - 1 de éstos producirán ecuacifcnes independientes. En el problema 
de la figura 7.8, hay seis corrientes desconocidas; la solución requiere tres ecuaciones 
de nodo y tres ecuaciones de malla. 

Las sumas en (I) y (lia) son sumas algebraicas. En (I) la corriente se considera 
positiva si su sentido supuesto es hacia el nodo en cuestión, o negativa si se le ha 
asignado el sentido contrario al de la unión. Al aplicar las ecuaciones de malla algún 
sentido (ya sea el de las manecillas dei reloj o el contrario) debe tomarse como el 
sentido dei recorrido. Un voltaje aplicado se toma con signo positivo si el voltaje (por 
si mismo) produce una corriente positiva en el sentido dei recorrido; un tér min o IR se 
toma con el signo positivo si la comente a través de cada resistor está en la dirección 
de recorrido de la malla. 


7.7 TEORIA MICROSCÓPICA DE LA CONDUCCION 

L asándose en el modelo microscópico de un conductor, es posible entender el 
comportamiento lineal tal como está enunciado en la ley de Ohm y, además, otras 
características experimentales de la conducción. Consideremos una partícula libre 











162 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


dei medio, que tiene carga q y masa m. Bajo la influencia de la fuerza eléctrica local, 
qE, su velocidad de arrastre aumentará de acuerdo con m d\/dt = qE. Si la partícula 
cargada se encontrara en el vacío, continuaria acelerándose. Sin embargo, en un 
medio material por el que pasa una corriente constante, la velocidad de arrastre es 
constante y, por tanto, la fuerza total sobre la partícula debe ser cero. Otra fuerza, 
debida al medio, debe actuar además de la fuerza eléctrica. La suposición más 
sencilla es que esta fuerza de equilíbrio es proporcional a la velocidad, de modo que el 
movimiento es 

d\ 

m — = qE - Gv. (7-31) 

Se puede ver inmediatamente que cuando dy/dt = 0, 


v = 



(7-32) 


es la solución de estado estacionário para la velocidad de arrastre. Sin embargo, es 
interesante examinar la solución completa de la ecuación (7-31); ésta es. 


v(t) = £ E(1 - e~ G,lm ) 
G 


(7-33) 


si se toma la condición inicial v(0) — 0. Esto demuestra que la velocidad de arrastre se 
aproxima exponencialmente a su valor constante, como e~ t! \ donde el tiempo de 
relajación z es 


T 



(7-34) 


Eliminando G de las ecuaciones (7-32) y (7-34), encontramos que la velocidad de 
arrastre en el estado estacionário es 


v = 



(7-35) 


Combinando ésta con la ecuación (7-4) para un solo tipo de portador de carga, 
obtenemos la densidad de corriente 


J = Nq\ = 


Nq 2 z 

m 


E, 


(7-36) 


que es proporcional al campo de acuerdo con la ley de Ohm-. Comparando ésta con 
la ecuación (7-10), tenemos la conductividad 

Nq 2 z 
9 = - 


m 


(7-37) 
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o en el caso de que haya vários tipos de portadores de carga, 


Para un conductor electrónico razonablemente bueno, tal como un semiconduc- 
tor o un metal (pero no un electrólito), podemos interpretar r fisicamente como el 
tiempo medio entre colisiones de un electrón de conducción. En tales materiales el 
electrón se acelera por un período corto, después dei cual sufre una colisión con uno 
de log átomos dei material. 

Como resultado de esta colisión el electrón es desviado en una dirección 
aleatória, de modo que el efecto promedio de una colisión reduce ia velocidad 
de arrastre de! electrón a cero otra vez. Si el tiempo medio entre colisiones es 
t y la velocidad media neta es v , entonces el electrón pierde la cantidad de 
movimiento mv después de cada tiempo t. En el estado estacionário, el valor de] 
momento perdido mvjx es igual al momento ganado qE y ei resultado es idêntico a la 
ecuación <7-35). El tiempo medio t se relaciona con la trayeaoria libre media dei 
electrón mediante 

(7.38) 

donde v T es la velocidad térmica de los electrones. Es importante recalcar que c T es 
mucho más grande* que la velocidad de arrastre v (aunque su sentido es akatorio). 
Para la mayoría de los metaies v T es dei orden de 10 6 m/s (casi independiente de la 
temperatura), y para un semiconductor es de cerca de un orden de magnitud 
más pequeno a la temperatura ambiente; por otra parte, la velocidad media de 
arrastre v no es superior a 10 2 m/s en metaies normales. En los metaies y 
semiconductores, la trayectoria libre media es tipicamente de unos pocos cientos de 
angstroms (10 8 m) a la temperatura ambientejde modo que r * 10 -1 * s en los 
metaies, en los semiconductores t puede ser de un orden de magnitud más grande. 
En uno u otro caso, puesto que r es también el tiempo en que se inicia o decae una 
corriente óhmica, ésta es prácticamente instantânea después de que el campo es 
aplicado o quitado en resistores hechos de estos materialesf. Hacemos notar que en 
un metal el tiempo de relajación t para el decaimiento de la corriente, el tiempo de 
colisión y la constante de tiempo r c para disipar el exceso de densidad de carga 
resultan ser el mismo, aunque son conceptuaimente diferentes^. 

Es evidente, de la tabla 7.1, que el grupo de materiales de mayor conductividad 
eléctrica es el de los metaies. Estos materiales tienen una alta conductividad, porque 
contienen una gran densidad de portadores de carga, dei orden de uno para cada 
átomo dei metal, y porque su velocidad de arrastre por unidad de campo eléctrico es 


* Por este hecho, t puede tonsiderarse independiente dei campo acelerador £. 
t En distancias de escala macroscópica, la limitación es el tiempo mayor necesario para que el campo 
se propague a la velocidad de la luz, esto es, 10' 10 s sobre una distancia de 3 cm en d vacio. 

+ En un conductor maio, puede ser que el tiempo de colisión no tenga significado o t puede ser 
mversamente proporcional a t de acuerdo coo las ecuacioncs (7-27) y (7-37). 
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alta. En los metales sólo consideramos un tipo de portador de carga, el electrón. En 
consecqencia, las ecuaciones de conducción son más sencillas en este caso: 


J = —Nev, 

g = Ne(v/E) = Ne 2 z/m, 


(7-39) 

(7-40) 


donde e es el valor absoluto de la carga electrónica. La velocidad de arrastre dei ? 
electrón por unidad de campo eléctrico (vjE) se llama movilidad dei electrón. Una 
gran movilidad implica un tiempo de colisión largo t o, equivalentemente, una 
trayectoria libre media grande. Para tener una idea de la trayectoria libre media de 
los electrones de un metal, tendremos que considerar la dinâmica de las colisiones de 
los electrones. Sabemos que el conductor es electrostáticamente neutro sólo en 
promedio, que hay grandes variaciones en el potencial a distancias dei orden de un 
angstrom, y que una partícula cargada, como un electrón, deberá chocar o dispersar- 
se por variaciones de potencial. Pero también sabemos que la naturaleza ondulatória 
dei electrón desempena un papel importante en su movimiento a la escala atómica. 
Una solución al problema de las colisiones de los electrones que emplea conceptos de 
mecânica ondulatória está más allá dei alcance de este libro; simplemente enunciare¬ 
mos el resultado. En un cristal perfecto con un potencial periódico tridimensional, una 
onda electrónica no choca; su tiempo de colisión z es infinito. Así pues, la conductividad 
finita de los metales proviene de las imperfecciones en la estructura perfectamente 
periódica. Estas imperfecciones son de dos tipos: (1) impurezas e imperfecciones en su 
forma geométrica (tales como fronteras granulares en materiales policristalinos), y 
(2) imperfecciones térmicamente inducidas que provienen dei movimiento térmico de 
los átomos en la estructura. Ambos tipos contribuyen independientemente a la re- 
sistividad (regia de Matthiessen), de modo que 


2 

(7-41) 


n = th + th(T), 


donde T es la temperatura absoluta. 

En metales muy puros la contribucíón dominante a la resistividad a temperaturas 
ordinárias es la dispersíón de las ondas electrónicas por los átomos térmicamente 
desplazados. Así, fj jj 2 (T). La sección transversal de dispersión de un átomo 
desplazado es proporcional al cuadrado de su amplitud de vibración (x 2 ), en otras 
palabras, a su energia potencial máxima. Suponiendo que ias fuerzas elásticas 
restauradoras operan sobre los átomos desplazados, 


(Energia potencial) máx = (Energia cinética) máx oc kT, 


de modo que 


*1 ~ (t 2 ) 1 cc x 2 oc T, 


(7-42) 
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o, expresada ca pMns, la resistividad de un metal puro es proporcional a la 
temperatura ahaoktfn. El coeficiente térmico de la resistência, (l/f/)<fy/d7^ para un 
metal muy paro cs» por tanto. 


1 dr\ 
a = rç dT 


1 

T’ 


(7-43) 


que concuerda aproxim adamente con las entradas para los metales en la tabla 7.1. 
Hablando estridwaente, el argumento anterior es válüo sólo para temperaturas 
superiores a la temperatura de Debye dei metal (la temperatura superior a la cual 
todos los modos de vibradón atómica se excitan). A temperaturas algo menores que 
la de Debye, 9 decae por debajo de la relación lineal predicha por (7-42). A tem¬ 
peraturas mny , la contribución de //1 no puede despreciarse. 

La adkãón de pequenas cantidades de una impureza soluble siempre aumenta la 
resistividad. Una akadón, que puede considerarse como un metal impuro, tiene 
siempre mayor RBStmdad que la dei metal base de menor resistividad (Fig. 7.9). El 
coeficiente de t emper atura a de una aleación es evidentemente menor que el de un 
metal puro, predsamente porque su resistividad es mayor, pero se han encontrado 
algunas aleacãones con coeficientes de temperatura extremadamente pequenos. 


Fig. 13 Resistividad de aleaciones 
de cobre-níquel en función 
de la composidón a 20 °C. 



Porcentaje 

atómico 


7.8 RESUMEN 

Los principales usos tecnológicos de la electricidad dependen de las corrientes 
causadas por cargas en movimiento; éstas son importantes también para el magne¬ 
tismo, como veremos en el próximo capitulo. Se define la densidad de corriente en un 
punto localizado dei espacio como 

J = Z WíííV 
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Coroo la densidad de carga es 

r 


P = Z N iqi , 


esta última 
oposición a 
superfície S 


puede hacerse cero, pero la primera no. Este caso (conducción en 
a^circulacion) es el considerado aqui. La corriente total a través de una 


y 



n da , 



La conservación de carga se expresa localmente por la ecuación de continuidad 

V • J + ô -l = 0. 

Õt 

(De momento, consideraremos principalmente corrientes constantes, para las cuales 
V J - 0, asi como ÕJ/Õt = 0.) La comente de conducción en un medio está dada 
por una ecuación constitutiva, que en el caso lineal más sencillo define la conductivi- 


J = gE. 

1. La forma integral de la ecuación lineal constitutiva es la ley de Ohm 

V=IR ; 

la resistência de un conductor recto y de sección transversal uniforme es 


R = l/g a. 


2 . 

la 


En un medio conductor continuo con corrientes constantes el 
ecuación de Laplace, 


potencial obedece 


v 2 <p = 0. 


Las condiciones en la frontera que se aplican a E son las mismas que en un medie 
dielectnco, y aquellas que se aplican a J son semejantes a las que^e aplican a D 
Consecuentemente, para dos conductores contenidos en un medio infmito 


RC = 


(unidades mks). 
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3. Si la densidad de carga volumétrica en un medio conductor no es inicialmente 
cero, desaparece en una constante de tiempo 

t c = - (unidades mks). 

9 

Para metales, este tiempo es dei orden de 10” 14 s; para conductores inferiores puede 
ser de muchos meses. I 

4. Para circuitos eléctricos, las ecuaciones estáticas V * J = 0 y V xE = 0 se 
convierten en las leyes de Kirchhoff: 

Y, Ij = 0 en una unión, 

Y Vj i = 0 en una malla. 

Para reemplazar la potência disipada en los resistores por la comente constante, se 
deben aplicar ciertos voltajes por medio de dispositivos tales como baterías, cuya 
operación no puede describirse dentro dei contexto de la electrostática. Luego, con la 
ley de Ohm, la solución completa dei problema es directa. 

5. La teoria microscópica de la conducción óhmica depende de la existência de una 
fuerza lineal retardadora que actúa sobre las cargas libres en el medio, además de la 
fuerza eléctrica aceleradora. Expresada en términos de un tiempo de relajación t, esta 
teoria da 

Nq 2 t 


El tiempo t es la constante de tiempo para el establecimiento local de una corriente 
óhmica después de la aplicación dei campo; en áasos prácticos t es breve (10" 14 s 
para metales). Para buenos conductores electrónicos (metales, semiconductores) t se 
interpreta como el tiempo medio entre colisiones. En estos casos depende de la 
trayectoria libre media electrónica de acuerdo con 

T = 1/V T , 

donde v T es la velocidad térmica aleatória (no la velocidad de arrastre neta). 


PROBLEMAS 


7.1 La máxima corriente que pasa por un alambre de cobre que tiene un área de sección 
transversal de 2 mm 2 es de 20 A. (a) ^Cuál es la correspondiente densidad de corriente en 
A/m 2 ? (b) Suponiendo que cada átomo de cobre contribuye con un electrón de conducción, 
calcule la velocidad de arrastre electrónica que corresponde a esta densidad de corriente. 







16B FUNDAMENTOS DE LA TEORIA ELECTROMAGNÉTICA 


(Número de Avogadro: JV 0 = 6.02 x 10 23 átomos por mol; peso atómico dei cobre: 63.5; 
densídad^el cobre: 8.92 g/cm 3 .) (c) Utilice la conductividad observada para calcular el tiempo 
de colisión promedio para un electrón en el cobre. 

7 2 La conductividad dei agua de mar es de aproximadamente 4J (Qm)“ \ Eiscueirtre la 
densidad de corriente en una celda de 1 cm de longitud y un área de sección transversal de 
1 cm 2 cuando se aplican 3 V. Calcule la velocidad de ar^astre promedio, suponiendo que la 
concentración de iones es de 2 %. 

73 Dos placas metálicas paralelas planas e infinitas están separadas por una distancia d. El / 
espacio entre las placas se llena de dos médios conductores, siendo la zona interfacial entre 
estos médios un plano paralelo a las placas metálicas. El primer medio (conductividad g Lr 
permitividad € A ) es de espesor a , y el segundo (conductividad g 2 , permitividad e 2 } es de espesor 
d — a. Las placas metálicas se mantienen a los potenciales <p t y <p 2 , respectivamente. En el 
estado estacionário, *,cuál es el potencial de Ia zona interfacial entre los dos médios y cuál es la 
densidad de carga superficial en esta zona interfacial? 

7.4 Un sistema de cargas y comentes está completamente contenido en el inferior dei 
volumen fijo V. El momento dipolar de la distribución de corriente y carga (véase Sec. 2.9) está 
definido como 



donde r es el vector de posición desde un origen fijo. Demuestre que 



(Sugerencia: Demuestre primero la identidad 



y observe que J se anula en la superfície S.) 

73 Un medio conductor se encuentra en un campo uniforme E 0 . Una cavidad esférica de 
radio a se forma en el interior de dicho medio, (a) Encuentre el potencial en el interior y 
exterior de la cavidad. (b) Halle la carga superficial que aparece sobre la cavidad. (c) Haga un 
esquema de las líneas de campo. 

7j6 Un condensador de placas paralelas se llena de un material de constante dieléctrica K y con¬ 
ductividad g. Este es cargado con una carga inicial Q. (a) Demuestre que la carga sale de las placas 
como una función exponencial de tiempo. (b) Demuestre que el calor total producido por el 
efecto Joule es igual a la energia electrostática almacenada inicialmente, (c) <,Cuál es el tiempo 
constante para la descarga si el material es óxido de silicio? (véanse tablas 4.1 y 7.1.) 

7.7 Dos cáscaras cilíndricas largas de metal (rádios r x y r 2 , con r 2 > rj se colocan 
coaxialmente. Las placas se mantienen a la diferencia de potencial A <p. (a) La región entre las 
ciscaras se llena de un medio de conductividad g. Utilice la ley de Ohm, J = gE , para calcular 
la corriente eléctrica por unidad de longitud de las cáscaras. (b) Si la región entre las cáscaras se 
■ena de un medio no conductor de permitividad £, la capacitancia de este sistema puede 
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calcularse de b éteiiÍB C = Q/Ap. Demuestre explícitameitfe que para esta disposición 
geométrica, ei produdo de la leasteseia por unidad de longitud y la capacitancia por unidad 
de longitud = t/g~ 


7.8 La reãslcnda de fuga de tm cable aislador de caucho se mide de la stguknk manera: una 
longitud / dd cabic aislado se sumerge ei* una solueión de sal en agua. se aplica diferencia 
de potencial cnteed cable condtictor y ía solueión, y se mide la corriente resultante eir e? cable. 
Em un caso pavtnfaiv se sumergen 3m de cable en la solueión; con 200 V entre ei cable 
conductor j la «nhrión, la corriente medida es 2 x 10“ 9 A. Ei jspesor dei aislante es igual al 
radio dd camàatíag centraL ^Cuál es b resisti vidad eléctrica dd aisíante? 

13 Um abahe de cobre de radio a se coloca tenso y a noa distancia h paraleíamente a 
una p fan de cobre infinita. La región que está por encima de la placa y rodea ai alambre se llena 
de un mrrfio de m-dnrtii iiT ui g. Demuestre que la resistência eléctrica entre k»s dos electrodos 
de cotac» por naidad de loa^Êtud de alambre, está dada por 

R = eos h “ 1 -. 

Zxg a 

7J9 Una esfioa homogénea isotrópica de conductividad g está sometida a un potencial 
<Po cos § tm Iodos los puntos de su superfície. Aqui B es d ângulo polar normal medio con 
respecto amqe que pasa por el centro de la esfera. Determine la densidad de corriente J en 
todos los partos interiores de Ia esfera. 

7.11 Dos doctrodos cilíndricos de cobre de radio a se orientan perpendiculannente a un 
disco desfiõo de espesor s, y están separados axialmente por la distancia h. Los electrodos son 
sumcrgplos dentro dei disco a la profundidad s; en otras palabras, atraviesan completamente 
el dnm Las dimensiones laterales dei disco son grandes comparadas con b y ptieden 
consãdcnne mfimtas. Tomando la conductividad dei silício como g, halle la intensidad de 
conicrte ertie los electrodos cuando su diferencia de potencial es A q>. 

*7.12 Un placa cuadrada de cobre de longitud 20a, espe&pr s y conductividad g se somete a 
una «Sfaeaãa de potencial: dos lados opuestos de la placa se mantienen a los potenciales <p 0 y 
—pp, lupcctivamente. (a) <,Cuál es la resistência eléctrica de la placa? (b) Se hace un pequeno 
orifino de radio a en el centro de la placa. Determine el cambio fraccionarío aproximado de la 
iritfriM. (Sugerencia: Encuentre la distribución de potencial de la placa con ayuda de los 
armórtoos cilíndricos coseno 0. Desgraciadamente, esta distribución no es absolutamente 
conctft, porque los bordes opuestos dei cuadrado no son equipotenciales exactos. Una 
sotacn aproximada se obtiene cuando el potencial promedio de los dos bordes se iguala 
a ±P*) 

7.13 Calcule la razón entre la potência disipada y el área superficial de los conductores 
descritos en (a) el problema 7.1 y (b) el problema 7.2. 

7.14 Sc dan tres resistores de 1 Í2, 2 fi y 3 D. Encuentre las dieciséis combinaciones que 
pueden hacerse con estos resistores. 

7.15 Una bombilla de lámpara de 0.4 watts se disena para que trabaje con dos volts entre sus 
terminales. Una resistência R se coloca en paralelo con la bombilla y la combinación se coloca 
en serie con un resistor de 3 ohms y una batería de 3 volts (resistência interna, ^ ohm). <,Cuál 
deberá ser el valor de R si la lámpara ha de funcionar al voltaje disenado? 
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*7-16 Una línea de resistências, de resistência total nR, se conecta entre el potencial <p 0 y tierra 
(tierra es f \ potencial de referencia). La línea está sostenida por n - 1 postes colocados a 
intervalos de igual resistência, de tal forma que la resistência entre polos es R. La resistência 
de fuga a tierra en cada poste es pR. Si <j o m es el potencial de línea en el m-ésimo poste, 
demuestre que 

<Pm+l — (2 + + tp m -l = 0. 

7.17 Dos baterías con voltaje en circuito abierto t\ y y con resistências internas R, y R 2 , 
respectivamente, se conectan en paralelo entre si y con una resistenda de carga R. (a) Encuen- 
tre la corriente que pasa por la resistência de carga, (b) Si la resistência de carga varia y 
se conservan fijas las otras cantidades, ^cuál deberá ser el valor de R para que disipe la 
potenda máxima? 

7.18 Un grupo de n pilas idênticas con voltaje de circuito abierto y resistência interna Ri 
se utiliza para suministrar corriente a un resistor de carga R. Demuestre que si las n pilas se 
conectan en serie entre sí y con R, entonces I = niT 0 /(R + nRj\ mientras que si las pilas se 
conectan en paralelo y esta combinación se conecta en serie con R, entonces / = tT 0 /(R + Rj/n). 

7.19 Seis resistores idênticos (R) se unen para formar un hexágono. Seis resistores más 
(nuevamente, todos con la misma resistenda R) se conectan entre los seis vértices y el centro 
dei hexágono, (a) ^Cuál es la resistência equivalente entre vértices opuestos? (b) ^Entre vértices 
adyacentes? 


7.20 Seis resistores forman los lados de un tetraedro. Cinco de los resistores son idênticos (R), 
el sexto es Rj. Se aplica una diferencia de potencial a través de uno de los resistores adya¬ 
centes a Rx. Demuestre que la producción de calor por el efecto Joule en Rj es máxima cuando 
Ri = (3/5 )R. 


7.21 Un drcuito de puente de Wheatstone se obtiene de la figura 7.8, haciendo que ^ = 0 
y sustituyendo un galvanómetro R g por R 2 . También fíjaremos R t = 0. La condición de eqqjli- 
brio dei puente (que no pase corriente por el galvanómetro) se obtiene cuando R 3 R 6 = R 4 R 5 . 
Por tanto, una resistência desconocida, por ejemplo R 6 , puede determinarse en función de las 
resistências conocidas: R 6 = R 4 R 5 /R 3 en equilíbrio, (a) Encuentre la corriente que pasa por el 
galvanómetro cuando el puente no está en equilíbrio, (b) Suponga que el puente puede 
equilibrarse al variar R 4 . La sensitividad dei puente se define por S = CR 4 (d/ 2 /dR 4 ) 0 , donde C 
es la desviación dei galvanómetro por unidad de corriente y el subíndice cero significa que la 
derivada debe evaluarse en el equilíbrio. Demuestre que 


S = 


___ 

R3 + R4 + /Í5 +*6 + K fl (l +R 5 / j R 6)(1 +^4/^3)' 


*7-22 El puente de Wheatstone dei problema anterior está cercano al equilíbrio. Sean R 5 /R 3 = a 
> &JR 4 = a(l - £), donde e <4 1. Si la resistenda R a es despredable, demuestre que IJL = 
= «£/(« + l) 2 . 


•7J3 Una resistenda de 10 ohms aproximadamente debe medirse en el circuito de puente de 
Wheatstone dei problema 7.21. Se dispone de una gran selección de resistências estándares. La 
potenda m á xim a permitida en el puente es 5 W. Si R g = 100 D y el galvanómetro detectará 
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apenas onaÕKdc4 x 10 9 A, £cuál es la máxima precisión que se puede obtener al medir 
d resistor dacoaoàdo'’ Suponga que los resistores estándares son exactos y no limite la 
exactítwi 

*1J24 Um aoAo cnductor lineal se conecta en n puntos a electrodos con los potenciales 
fíjos: --- ^ Dcmuestre que la producción de calor de Joule en el medio está dada 

por mJ» áomác i l es la corriente que entra en el medio por el electrodo i. 

# 





pnj 

8 'EL CAMPO MAGNÉTICO 

DE CORRIENTES CONSTANTES 


EI segundo tipo de campo que interviene en el estúdio de la electricidad y dei 
magnetismo es, por supuesto, el campo magnético. Dichos campos o, con mayor 
propiedad, los efectos de dichos campos, se han conocido desde épocas muy antiguas, 
cuando se observaron por primera vez los efectos de la magnetita (Fe 3 0 4 ), el imán 
permanente que se encuentra en forma natural. El descubrimiento de la propiedad 
que presenta este material de poder indicar el norte y el sur tuvo una profunda 
influencia en la navegación y la exploración primitivas. Sin embargo, excepto por 
esta aplicación, el magnetismo fue muy poco utilizado y sus fenómenos se entendie- 
ron aún menos hasta principios dçl siglo XIX, cuando Oersted descubrió que una 
corriente eléctrica producía un campo magnético. Este trabajo, junto con la obra 
posterior de Gauss, Henry, Faraday y otros, condujo al campo magnético a una 
situadón prominente como socio dei campo eléctrico. El trabajo teórico de Maxwell 
y otros (véanse Caps. 11 y 16) ha demostrado que esta asociación es real y que los 
campos eléctricos y magnéticos están inextricablemente entrelazados. Los esfuerzos 
de hombres prácticos han llevado al desarrollo de maquinaria eléctrica, equipo de 
comunicación y computadoras que dependen de fenómenos magnéticos y que desem- 
penan un papel tan importante en nuestra vida diaria. En este capítulo se darán las 
definiciones básicas dei magnetismo, se estudiará la producción de los campoí 
magnéticos por comentes constantes, y se mencionarán algunos fundamentos 
importantes para el trabajo posterior. 


8.1 DEFINICION DE LA INDUCCION MAGNÉTICA 


En el capítulo 2 se menciono que la fuerza de Coulomb sobre una carga q localizada 
en r debida a una carga q x que se encuentra en el origen está dada por 


F.= 


1 qq x r 


47TÉQ r r ' 


( 8 - 1 ) 


En dicha discusión se considero implicitamente que las dos cargas estaban en reposo. 
Si las cárgas se movieran uniformemente, con velocidades v y respectivamente, 
existiría además una fuerza magnética F m ejercida sobre q por q u 


F 


m 


/fo Mi 
47t r 2 


v x 



( 8 - 2 ) 
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idaúmero go/4n tiene el mismo papel que l/4ne 0 tu vo en la electros tática; es 
Tia constante requerida para hacer que la ley experimental sea compatible con 
nto de unidades. En unidades mks, por definición, 


£= 10 - 

4n 


7 N ■ s 2 /C 2 


ite, y esto nos conduce a la definición primaria de coulomb. (Véase Sec. 8.3.) 
10 modo que el caso de la fuerza electrostática, es conveniente valemos de 
ides de una «carga de prueba» para definir un campo magnético; en este 
solamente la carga de prueba q, sino también su velocidad v deben 
►nerse como factores: 


F m = q\ x B, 


í M inducción magnética B es 


B 


: to9i 
4n r 2 


r 

x - „ 

r 


(8-3) 


(8-4) 




rrcsentan varias cargas móviles, ias fuerzas y campos magnéticos deben 
Del mismo modo, el proceso de paso al limite debe incluirse también en la 
i de B. para asegurar que la carga de prueba no afecte a las fuentes de B. La 
de inducción magnética en el sistema mks según la ecuación (8-3) es el 
lundo por coulomb-metro, llamado tesla (T). Si se encuentran presentes 
eléctrico y un campo magnético, la fuerza total sobre una carga mó vil es 


F = q( E + v x B), 

/ 2 


(8-5) 



i fuerza de Lorentz. 

Lí fuerza magnética entre dos cargas es más compleja que la fuerza eléctrica, 
‘ a Ia dependenda de la velocidad y los productos cruzados. Primero, la 
*za entre elias es que ambas fuerzas dependen dei producto de las cargas y dei 
1 dei cuadrado de su separación (además de una constante dimensional). Sin 
■■ I a dirección de la fuerza magnética no es a lo largo de la línea que une las 
> (es decir, que no es una fuerza central), a menos que v sea perpendicular a 
ia está siempre conlenida en el plano definido por r y Vj. Más importante 
** ftiCTza es siempre perpendicular a v; de la ecuación (8-3), v • F„ = 0 para 
çsier campo B, de modo que una fuerza magnética nunca efectúa trabajo sobre 
■ partícula cargada. Una comparación más estricta entre F„ y F e puede verse si 
tpbcamos e! numerador y el denominador de,la ecuación (8-2) por e 0 . Compa- 
ruác d resultado con la ecuación (8-1) se observa que t 0 p 0 debe tener dimensiones 
□d de una velocidad al cuadrado. Escribiremos 



1 

e 0 Po — ~2 > 
C 


(8-6) 
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daadc e tiene las dimensiones de velocidad, así que 


‘ WLl x fc x !\ 

AtíCq r z c \ c rf 


Usando el valor definido de /x 0 y el valor experimental de e 0 , se encuentra que 


c = 2.9979 x 10 8 m/s, 


que resulta ser exactamente el valor numérico que se obtiene experimentalmente para 
la velocidad de la luz*. En el capítulo 16 veremos que esta coincidência numérica no 
es accidental, sino que es una consecuencia necesaria si la luz es una onda electro¬ 
magnética. No necesitamos ahondar en el significado de la relación, sino simplemen- 
te usar el hecho experimental. Esto significa que para un par de partículas dadas 

F jn < VV _l 

F e ~ c c 

Es decir, si las velocidades de las partículas son pequenas comparadas con la 
velocidad de la luz, la interacción magnética es mucho más pequena que la 
interacción eléctrica. De hecho, las ecuaciones (8-1), (8-2) y (8-4) son solamente una 
primera aproximación a las expresiones relativistas correctas que serán deducidas en 
el capítulo 21, y son válidas sólo para v x c. Podemos observar que los campos 
producidos por el movimiento uniforme de una carga q x están relacionados por 



(Esta relación es válida para velocidades arbitrariamente grandes, aun cuando E jiB 
lleguen a modificarse, debido a que v x es comparable a c.) Por último, vale la pena 
mencionar que la fuerza magnética no depende únicamente de la velocidad relativa 
de las dos cargas, sino que resulta ser distinta para cada sistema de coordenadas^; y 
no cambia simplemente de signo cuando se intercambian los signos de las partículas. 


* La ecuación (8-6) debe ser consistente con cualquier sistema de unidades. En unidades gaussianas, 
donde por definición e 0 = 1/4jc, /í 0 /4tc = l/c 2 es un valor experimental. Una diferencia más molesta entre 
los dos sistemas de unidades es que en el sistema gaussiano de unidades las dos c están separadas con las 
dos p, de tal modo que se deline 


B = x r 

r c r 



x B. 


Ertn tiene la ventaja de que B es dimensionalmente igual a E (y que la forma relativista v/c aparece 

apKritamente). 

t En particular, se anula en un sistema de coordenadas que se mueve a v. Esta dependencia dei sistema 
dc coordenadas contradice la suposición de la mecânica clásica de que las fuerzas son las mismas en todos 
loBÕttcamas ineraales de coordenadas. Esta es nuestra primera evidencia de que es necesaria la teoria de la 
■rlrtiiidsd para explicar electromagnetismo. 
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No necesitamos tratar estos conceptos por ahora, ya que se cancelan en las 
ap fc rari ones que se han de hacer en este capítulo y en los siguientes. 

bebido a que F m « F e , puede parecer a primera vista que la fuerza magnética 
ãBBpre puede despreciarse en comparación con la eléctrica, pero hay sistemas de 
pai t fculas en los que esto no sucede. Notablemente, en una conducción de corriente, 
oaáí las cargas positivas y negativas se presentan en iguales densidades, el campo 
déctnoo macroscópico es cero, pero el campo magnético de las cargas móviles no. 
Este es el caso de Jos electroimanes, motores, transformadores y otras situaciones 
donde las fuerzas magnéticas tienen gran importância práctica. Por este motivo, 
comenzaremos con el estúdio de interacciones magnéticas entre corrientes de 
conducción. En la próxima sección discutiremos la fuerza sobre una corriente 
de conducción en un campo magnético existente y en la sección 8.3 se discutirá la 
producdón de un campo magnético por una corriente de inducdón dada. 


SL2 FUERZAS SOBRE CONDUCTORES 
PORTADORES DE CORRIENTE 

De la fuerza de Lorentz (8-5), puede hallarse una expresión para la fuerza sobre 
un elemento dl de un conductor portador de corriente. Si dl es un elemento dei 
conductor con sentido en el de la intensidad de corriente I que pasa por él, 
entonces dl es paralelo a la velocidad v de los portadores de carga en el conductor. Si 
hay N portadores de carga por unidad de volumen en el conductor, la fuerza sobre el 
elemento dl es 


dF = NA | dl | qv x B, (8-7) 

donde A es el área de la sección transversal dei conductor y q es la carga por portador 
de carga. Si intervienen varias clases de portadores de carga, entonces debe incluirse 
una suma en la ecuación (8-7); sin embargo, er resultado final, ecuación (8-8), no 
varia. Como v y dl son paralelos, una forma alternativa de la ecuación (8-7) es 

dF = Nq | v | A dl x B; (8-7a) 

no obstante, Nq |v| A es la intensidad de corriente sólo para una sola especie de 
portador. Por tanto, la expresión 

dF = / dl x B (8-8) 

se usa para denotar la fuerza sobre un elemento infinitesimal de un conductor de 
carga. 

La ecuación (8-8) puede integrarse para que dé la fuerza sobre un circuito 
completo (o cerrado). Si el circuito en cuestión se representa por el contorno C, 
entonces 


F=l /dl x B. 
Jc 


(8-9) 
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Mkxrtras B dependa de la posición, La única simplifícación que puede hacerse en la 
cccsdcpi (8-9) es sacar el factor I que está dentro de Ia integral. Sin embargo, si B es 
uniforme, es dedr, independiente de la posición, entonces también puede sacarse dei 
signo de integración, para dar 

F = / j | dl J x B. 

La integral que queda es fácil de evaluar. Puesto que es la suma de vectoresl 
infinitesimales que forman un circuito cerrado, debe ser cero. Así, 

F = | / dl x B = 0 (B uniforme). (8-10) 

Otra cantidad interesante es el momento de rotadón o torque sobre un circuito 
cerrado. Como el momento de rotadón es el momento de la fuerza, el momento de 
rotadón infinitesimal dr está dado por 

dx = r x dF = Ir x (dl x B). (8-11) 

El momento de rotadón sobre un circuito cerrado es 

t = /f r x (dl x B). (8-12) 

J c 

Una vez más, a menos que B sea uniforme, no se puede hacer ninguna otra 
simplificación; sin embargo, si es uniforme puede lograrse un desarrollo directo al 
escribir 

dl x B = i (dyB z — dzB y ) + j {dzB x — dxB z ) + k^xf^ — dyB x ). (8-13) 

I 

A partir de estas componentes se ve de inmediato que las de r x (dl x B)*son 

[r x (dl x B)] x = y dxB y - y dyB x - z dzB x + z dxB z , 

[r x (dl x B)]j, = z dyB z — z dzB y — x dxB y -I- x dyB x , (8-14) 

[r x (dl x B)] 2 = x dzB x — x dxB z — y dyB z + y dzB y . 

Como se supuso que B es independiente de r (campo uniforme), las componentes de 

B pueden sacarse de las integrales que aparecen en el desarrollo de la ecuación (8-12). 
Las integraciones espaciales que deben efectuarse son de dos formas generales: 



(8-15a) 

fedif. 

(8-15b) 
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dW„' a Í7u S priL™íetLmS da y " rePreSen,a “ alqui ' r “«denada 

toma alrededor de la curva real C o aírededòr H, Q ** ' mp ° rta SI la ,nte ? ral « 
como se muestra en la figura 8 1 Utilizando iL “ Pt ° yeCCl * n sobre el P* a ™ í, 1, 
lo que representa la ecuación {8-15b) En Ia figura gTdcT 6 t^ VCT 

afea ■ í % La integra, puede escribdse^como 3110 4 ' " " 




(8-16) 

eÍposSTry^ apaTeLeneÍArdera? 3 P ° r ’* ^ proyürtada > * en la 
entonces el sentido en que tiene mie «. 1C ° P3 . ra U ° sistema coordenado derecho, 

sentido positivo de f. Por tanto, podemos^escribfi 01110 ™ 0 ^ ““ n ° rmal e “ d 


dri = A í , 


(8-17) 


con £ */> C como permutación cíclica de 
las integrales, se tiene 


x, y, z. Utilizando este resultado 


para evaluar 


? x = lf c [rx(dlxB)] x = l( Ay B x -A z B y ), 


(8-18) 


con expresiones semejantes para 
resumen claramente en 


las componentes y y 


Las tres expresiones se 


t = IA x B, 


(8-19) 
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donde A es el vector cuyas componentes son las áreas encerradas por las projB DÕD- 
nes de Ja curva C en los planos yz, zx y xy*. La cantidad JA aparece mmj 
frecuentemente en la teoria magnética y se llama momento magnético dei circuito. El 
símbolo m se utilizará para el momento magnético: 


m = /A, (8-20) 

con A definido como antes. 

Es fácil demostrar, por la técnica anterior, que la integral de r x dl alrededor de 
una trayectoria cerrada da dos veces el área encerrada por la curva. Entonces, 

r x dl = A. (8-21) 

Esto puede utilizarse para obtener 

m = \íj r x dl (8-22) 

como una expresión alternativa para el momento magnético. Si, en lugar de estar 
confinada en alambres, la corriente está en un medio, entonces la identificación 

/ dl -► J dv (8-23) 

es adecuada, como se indico anteriormente. Podemos escribir entonces 

dm = |r x J dr, (8-24) 

que es útil para estudiar las propiedades magnéticas de la matéria. 


8.3 LEY DE BIOT Y SAVART 


En 1820, algunas semanas después de que Oersted anunciase su descubrimiento 
de que las corrientes producen efectos magnéticos, Ampère presentó los resultados de 
una serie de experimentos que pueden generalizarse y expresarse en lenguaje 
matemático moderno como 


• _ ^0 , , r j- à\ 2 X [dl, X (r 2 - r,)] 


(8-25) 


Esta expresión de aspecto formidable puede entenderse con ayuda de la figura 8.3. La 
fuerza F 2 es la fuerza ejercida sobre el circuito 2 debida a la influencia dei circuito 1; 
los dl y los r se explican en la figura. Por definidón, 



N/A 2 


* Obsérvese que no se ha impuesto restricción a las curvas planas sobre C y que esta defmición de A 
hace innecesaria restricción alguna. 
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en unidades mks, y la ecuación (8-25) sirve como una defmición primaria dei ampere. 
La ecuación (8-25) parece, aparentemente, violar la tercera ley de Newton, debido a 
la falta de simetria; sin embargo, utilizando algunos de los teoremas dei análisis 
vectorial, puede demostrarse que es realmente simétrica; esto es, F 2 = — F t . (Véase 
problema 8.4.) 



Fig. 8.3 Interacción magnética entre dos circuitos de comente. 


De la ecuación (8-9) es aparente que la ecuación (8-25) im plica 


BI' 


^1 * ('z - rj 


r, - r. 


(8-26) 


Esta ecuación es una generalización de la ley de Biot y Savart*, cuyo nombre se 
utilizará tanto para la ecuación (8-26) como para la forma diferencial 


<ffl(r 2 ) = 


Po fi x (r 2 - r t ) 
4 * l r 2 ~ r i| 3 


(8-27) 


La ecuación (8-27) es una consecuenda inmediata de la ecuación (8-4) al aplicaria a 
un conductor, si se usa el mismo argumento que resultó en la ecuación (8-7). Por 
último, la ecuación (8-26) toma la forma 



JM x (r 2 — r i) 

l r 2 — r l I 3 




(8-28) 


* Entre parêntesis mencionaremos que se han producido algunas controvérsias sobre los nombres de 
varias leyes Nosotros no dcseamos entrar en estas controvérsias, pero el lector interesado puede 
acudir a la excelente historia de E. T. Whittaker, History of the Theories of Aether and Electricity ; 
vol. I, Philosophical Library, Nueva York, 1951. 
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y la (8-27) queda 



(8-29) 


para una distribución continua de corriente descrita por la densidad de corriente J(r). 

Es una observación experimental que todos los campos de inducción magnética 
pueden describirse en función de una distribución de corriente. Es decir, B tiene * 
siempre la forma de la ecuación (8-28), con alguna J(r t ). Esto implica que no hay 
polos magnéticos aislados y que 


(8-30) 


V ■ B = 0. 


La ecuación (8-30) es válida para cualquier B de la forma (8-28) u (8-26), como puede 
verificarse matemáticamente: tomaremos la divergência de la ecuación (8-28). 
Utilizando V*(F x G) = —F*V xG + G*VxFse tiene 



Sin embargo, (r 2 — ri)/|r 2 — ri| 3 es el gradiente de — l/|r 2 — ri| con respecto a r 2 . 
Y debido a que el rotacional de un gradiente es cero, se deduce que 


V 2 -B(r 2 ) = 0. 


8.4 APLICACIONES ELEMENTALES 
DE LA LEY DE BIOT Y SAVART 

El tipo de problemas a los cuales puede aplicarse la ecuación (8-28) o la (8-26) está 
limitado principalmente por las dificultades que se presentan al efectuar las integra- 
ciones. Algunas de las situaciones que sí se pueden manejar se consideran en esta 
sección; en las secciones siguientes se considerarán otras técnicas para obtener B. 

Como un primer ejemplo, se considerará el campo magnético debido a un 
alambre conductor largo y recto. Se supone que el alambre está sobre el eje x desde 
menos infinito hasta más infinito y que conduce una corriente de intensidad /. El 
campo se calculará en un punto típico r 2 sobre el eje y. La disposición geométrica se 
explica mejor con la figura 8.4. La inducción magnética es exactamente 



(8-31) 


Como r 2 — Tj está en el plano xy. 


i x (r 2 — rj = | r 2 — r t | sen 9 k. 


(8-32) 
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Además, 

^ = tg (n - 0) = - tg 6 


(8-33) 


y 


r 2 — r 1 1 — a cosec(7c — 6) = a cosec 0 . 


(8-34) 


Utilizando estas relaciones para convertir la ecuación (8-31) en una integral sobre 0 
desde 0 hasta n, se obtiene 



sen 6 d6 = k(- 

47ca 


cos 


n 


d) 


2na 


(8-35) 


I 


Para utilizar este resultado con mayor generalidad, sólo es necesario observar que el 
problema muestra una evidente simetria respecto al eje x. Por tanto, concluímos que 
las líneas de B son circunferências en todo punto, con el conductor como centro. 
Esto está completamente de acuerdo con el resultado elemental que da la dirección 
y el sentido de B según la regia de la mano derecha. 

Como segundo circuito sencillo, consideremos una espira circular. El campo 
magnético producido por este circuito en un punto arbitrário es muy difícil de 
calcular; sin embargo, si sólo se consideran puntos sobre el eje de simetria, la 
expresión de B es relativamente sencilla. En este ejemplo se utilizará un tratamiento 
vectorial completo para demostrar la técnica. La figura 8.5 ilustra la disposkaon 



a m ahahc recto j largo. 

geométrica y bs coordenadas que debco El campo se ha de cal cu l a r en el 

punto r 2 sobre el eje z; la e spir a circular está en d plano xy. La mduoõón magnética 
está dada por la ecuación (£-26), en la que, de la figura 8.5, se deben utilizar las 
siguientes expresiones: 

dl = adO(— i sen 0 + j cos 0), 
w 2 — r l = —ia cos 0 — ja sen0 + kz, 

\T 2 -r t \=(a 2 + z 2 ) il2 - 


(8-36) 
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Sustituyendo éstas en la ecuación (8-26) se tiene 


** ní.\ -P* 1 Ç 2k ( iza cos 6 + Í za sen & + ka 2 ) 

U 4 tt J 0 (z 2 + a 2 ) 3/2 

La integral de los dos primeros términos es cero, de modo que 

B( * 2 (z 2 + a 2 ) 312 k ’ 

que, por supuesto, está completamente a lo largo dei eje z. 


dO. 


(8-37) 


(8-38) 



Fig. 8 J5 Campo axial de una espira 
circular de alambre. 


Una configuración de comente frecuentemente utilizada es la bobina de Helm- 
holtz, que consiste en dos bobinas circulares dei mismo radio, con un eje común, 
separadas por una distancia elegida de tal modo que la segunda derivada de B se 
anula en un punto dei eje que esté a la mitad de la distancia entre las bobinas. La 
figura 8.6 ilustra dicha configuración. La inducción magnética en el punto P es 


* z (z) = 


Nfi 0 Ia 2 


1 


+ - 


1 


2 1 (z 2 + a 2 ) 312 [(2b - z) 2 + a 2 ] 


3/2 ’ 


(8-39) 


que se obtiene al aplicar la ecuación (8-38) a cada una de las dos bobinas. El factor N 
se incluye para tener en cuenta la situación en que cada bobina contiene N vueltas. 
La primera derivada de B z con respecto a z es 


dBz HoNIa 2 
dz 2 


2 z 


2 (z - 2b) 


2 (z 2 + a 2 ) 512 2 [(2b - z) 2 + a 2 f l2 \ 


(8-40) 
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^ N vueltas 



* 


2 b 

Pi 

- S vueltas 

Fig. 8.6 Campo axial de una bobina 
de Helmholtz. 



En z = b, esta derivada se anula. La segunda danada con respecto a z es 

d 2 B z 3Ho NIa 2 | 1 5 2z 2 

dz 2 ~ 2 \(z 2 +a 2 f 12 2 (z 2 + a 2 ) 1 ' 2 

1 5 2(r — 2b) 2 \ 

+ [(2b - zf + o 2 ] 5 ' 2 2 [(2b - zf + a 1 ] 711 f 

En z = b ésta se reduce a 


d 2 B z 3/ioNIa 2 [b 2 + ai 2 — Sb 2 + b 2 + a 2 — 5b 2 

~à? 2 | (b 2 + a 2 ) 2 ' 2 


que se anula si a 2 — 4fc 2 = 0. Por tanto, la efecáón adecuada para b es 


2 b = a. 


(8-4® 


esto es, la distancia entre las bobinas deberá ser igual al radio. Con esta separación, 
la inducción magnética en el punto medio es 


l*o NI 8 

a 5 3/2 ’ 


(8-43) 


Las bobinas de Helmholtz desempenan un papel importante en la investigación cien¬ 
tífica, donde se utilizan frecuentemente para producir un campo magnético relativa- 
mente uniforme sobre una pequena región dei espado. Consideremos el campo 
magnético en un punto dei eje cercano al punto medio entre las bobinas. £1 cam¬ 
po B^z) puede desarrollarse en una serie de Taylor alrededor dei punto z = ^a: 

+ ... 

z-^a 


B z (z) = B z ($a) + (z- ia) 
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Como las tres primeras derivadas se anulan, 



Si la cuarta derivada se evalúa explícitamente, B z (z) puede escribirse como 



(8-44) 


Por tanto, para la región en la que \z - a/2| es menor que a/10, B z {z) se desvia de 
B z (a/2) en menos de una y media diezmilésimas. 

El tesla es una unidad bastante grande para medir campos en el laboratorio; en 
consecuencia, la unidad gauss para B dei sistema gaussiano* de unidades se utiliza 
comúnmente; un gauss es igual a 10 4 tesla. Como referencia damos 


„ 32jeN / , 

B z = —, * en amperes, a en cm, B en gauss, (8-43a) 


para la inducción en el punto medio de la bobina de Helmholtz. Por supuesto que 
N es todavia el número de vueltas en cada una de las dos bobinas. 


dz 



Fig. 8.7 Campo magnético axial 
de un solenoide. 


Otro dispositivo al que se puede aplicar la ecuación (8-38) es el solenoide. Un 
solenoide puede describirse como N vueltas uniformemente enrolladas en una forma 
cilíndrica de radio a y iongitud L. Dicha confíguración se muestra en la figura 8.7. La 
inducción magnética en el punto z 0 se halla dividiendo la Iongitud L en elementos dz, 
como el que se muestra, y aplicando la ecuación (8-38) a cada elemento y sumando 
los resultados. Observando que el elemento dz contiene N dz/L vueltas, encontramos 
que 



(8-45) 


Este sistema de unidades se discute en el Apêndice II. 
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El cambio de variable, z — z 0 = a tg 0, conduce a 


B 2 (zo) = 


/hNj 

2 L 


í\os e d o = ^i 
^01 


sen 9 2 — sen 6 { 


(8-46) 


donde 9 1 = — tg ~ 1 (z 0 /a) y 9 2 = tg _1 (L — z 0 )/a. El hecho de que aparezcan senos 
en lugar de unos únicamente, como en la fórmula elemental, representa las correccio- 
nes de bordes. Para ayudar a entender la aproxifiación que se hace generalmente, es 
decir, B z = fi 0 NljL , es conveniente introducir los ângulos y cc 2 (ambos positivos) 
mostrados en la figura 8.7. En función de estos ângulos, la ecuación (8-46) se 
convierte en 


B ; (z 0 ) 


L 


COS OE) + COS X 2 

~1T 


(8-47) 


Si el solenoide es largo comparado con su radio y z 0 no está demasiado próximo ni a 
cero ni a L, entonces tanto a í como oc 2 son ângulos pequenos y pueden aproximarse 
por 

^ — ; a 2 = — ■ (8-48) 

z 0 L - z 0 


Manteniendo los términos cuadráticos en los desarrollos de cos y cos a 2 , obtene- 
mos 


B z (z 0 ) ^ 


Mo NI 
L 



4 z\ 



(8-49) 


De esto concluimos que si z 0 = L/2 y L\a = 10, resulta un 2 % de error al despreciar 
los términos cuadráticos. i 


&5 LEY DE CIRCUITOS DE AMPERE 

Para campos de inducción magnética dados por la ecuación (8-26) o por (8-28) que se 
deben a comentes constantes, es decir, a comentes que satisfacen 


V * J = 0, (8-50) 

puede deducirse una ecuación muy importante para el rotacional de B. Esto se hace 
calculando simplemente el rotacional de la ecuación (8-28). El rotacional implica una 
diferenciación con respecto a r 2 y, en consecuencia, opera sólo sobre el factor 
(r 2 - r 1 )/|r 2 - r^ 3 . 


\ 2 x B(r 2 ) 




V 2 
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La derivada puede cambiarse ahora a una diferenciación con respecto a r x (con un 
signo menos) en el segundo término, debido a la simetria entre r 2 y r x . 


V 2 x B(r 2 ) 


th 

An 


f J ( r i)4^ <5(r 2 - u)- • V, 



dv v 


El primer término se expresa en términos de la función delta de Dirac, como en la 
ecuación (2-57); su integración nos da fi 0 J(r 2 ). Se puede demostrar que el segundo 
término se anula por medio de una integración por partes I 


Vi 




• J + J- v. 


*1 


- *2 


r l 


- r 2 


3 


para la componente x, y similarmente para otras componentes. El término con V • J 
se anula por la suposición (8-50), y la integral de volumen dei primer miembro puede 
convertirse en una integral de superfície mediante el teorema de la divergência; esta 
integral se anula si ia superfície elegida se encuentra fuera de una región limitada 
donde J no se anula. (El mismo resultado se deduce de la identidad 1-2-4 de la 
tabla 1.2.) De este modo el resultado final es 


V xB(r 2 ) = Mo J(r 2 ), (8-51) 

que se llamará forma diferencial de la ley de Ampère. En el capítulo 9 ésta se 
modificará de tal modo que sea más útil cuando estén en presencia materiales 
magnéticos; sin embargo, la ecuación (8-51) es todavia válida mientras J sea la 
corriente total y V • J = 0. 

El teorema de Stokes puede usarse para transformar la ecuación (8-51) en una 
forma integral que es a veces muy útil. Esta aplicación dei teorema de Stokes se 
expresa por 

í V x B • n da = <f B • dl 

Utilizando la ecuación (8-51) para V x B se tiene 

B • d\ = (to \ J • n da, 

c s 

que dice simplemente que la integral de línea de B alrededor de una trayectoria 
cerrada es igual a fi 0 por la intensidad de corriente total que pasa por la trayectoria 
cerrada. 

Es conveniente verificar la ecuación (8-52) para un caso sencillo. El alambre largo 
recto proporciona un ejemplo particularmente bueno. En este caso, B, a una 
distancia r dei conductor, está dado por B{r) = fi 0 Ijlnr y es tangencial a la 
circunferência de radio r con centro en el conductor. La figura 8.8 ilustra la 


(1-45) 

(8-52) 
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disposición geométrica. La comente se dirige hacia arriba y C se describe en el 
sentido contrario al de las manecillas dei reloj. De la figura, 


B ■ di = | B | | dl | cos x = | B | r dO. 


Con |B| como se dio antes, 



Mo/ 

2nr 


r dd = Hol, 


(8-53) 


(8-54) 


que representa un caso especial de la ecuación (8-52). 

La ley de circuitos de Ampère como se llama a la ecuación (8-52), es en muchas 
formas paraiela a la ley de Gauss en electrostática. Con esto se quiere decir que puede 
usarse para obtener el campo magnético debído a cierta distribución de corriente de 
gran simetria, sin tener que evaluar las inteorales complicadas que aparecen en la ley 
de Biot. Como ejemplo, eonsidérese un cable coaxial que consiste en un pequeno con- 
ductor central de radio a y un cable conductor exterior cilíndrico coaxial de radio b, 
como se ilustra en la figura 8.9. Supongamos que los dos conductores transportan 



Fig. 8.9 Sección transversal de un cable 
coaxial. 








( 
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iguales corrientes totales de intensidad I, pero de sentido contrario, estando el eje 
dirigido hacia afuera dei papel. De ia simetria dei problema es claro que B debe ser 
tangente en todo punto a la circunferência centrada en el conductor central y trazada 
por el punto en el que B se está considerando. Además, B no puede depender de! 
ângulo azimutal. Las curvas apropiadas que deben usarse en la aplicación de la 
ecuación (8-52) son circunferências centradas en el conductor central. Para cada 
circunferência de radio r 

| B • dl = 27t rB, (f-55) 

que debe ser igual a p 0 por la intensidad de la corriente total que pasa por la malla. 
Así, 

2nrB = fi 0 I, a < r <b 

2nrB = 0, b < r. (8-56) 

Este resultado aparentemente trivial sólo puede obtenerse por integradón de la ley 
de Biot con dificultad considerable. 


8.6 EL POTENCIAL VECTORIAL MAGNÉTICO 


El cálculo de los campos eléctricos se simplifico mucho con la introducción dei 
potencial electrostático. La posibilidad de hacer esta simplificación resulto de la 
anulación dei rotadonal dei campo eléctrico. El rotadonal de la inducción magnética 
no se anula; sin embargo, su divergenda sí. Como la divergenda de cualquier 
rotadonal es cero, es razonable suponer que lalnducción magnética puede expresar- 
se por 

B = V x A. (8-57) 

? 


la única otra condición que se impone a A es que 


V x B = V x V x A = p 0 J. 


(8-58) 


Utilizando la identidad 

VxVxA=VV-A - V 2 A 


(8-59) 


y especificandb que V • A = 0, se tiene 

V 2 A = -no J. 


(8-60) 


Integrando cada componente rectangular y utilizando la solución para la ecuadón 
de Poisson como guia, se tiene 




dv t . 


(8-61) 
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Las integrales que intervienen en esta expresión son mucho más fáciles de evaluar 
que las de la ley de Biot; sin embargo, también son más complicadas que las que se 
emplean para obtener el potencial electrostático. 

Una forma alternativa para obtener la ecuación (8-61) es por transformación 
directa de la ecuación (8-28) a la forma de la (8-57). Esto se hace observando que 


P Ví h-r.l’ 


(8-62) 


donde V 2 indica que la diferenciación es con respecto a r 2 . La identidad vectorial 

V x (q>F) = <pV xF-Fx V<jp, (8-63) 

que es válida para cualquier vector F y cualquier escalar <p nos da 

V, x --- r J(ri)}= -J(r t ) x V 2 7 -—, (8-64) 


r, - r, 




puesto que J(r x ) no depende de r 2 . Combinando estos resultados en la ecuación (8-28) 
se tiene 





dv í 


--S l J(r ') xVí 


r, - n 


dVi 


a o r 
4% J v 


V 2 



(8-65) 


El rotacional puede sacarse fuera de la integral, lo que deja la ecuación (8-65) exac- 
tamente en la forma de la (8-57). Por tanto, 




dv! 


(8-61) 


resulta también de este enfoque. 

Para evitar que quede la falsa impresión de que el potencial vectorial es tan útil 
como el potencial electrostático al calcular campos sencillos, debe observarse que 
oendalmente no hay casos en que A pueda calcularse en una forma cerrada sencilla 
(ann cuando pudiera realizarse numéricamente para distribuciones limitadas de 
comente). El alambre largo y recto da un resultadd infinito para A cuando se utiliza 
la ecuación (8-61)*. El cálculo para la espira circular contiene integrales elípticas, y 


Ftwip actualmente un vector potencial íínito para un alambre largo y recto, en coordenadas cilín- 
iA = — (|io//23t)ln rk para un alambre situado en el eje z por el que pasa una comente /t Esto 
lc vcrificarse directamente calculando V x A. (Véase Ap. III.) 
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■rfmccsivamente. Debe también observarse que la evaluación dei potencial vectorial 
C^Rtn solo punto no es útil, porque la inducción magnética se obtiene por diferencia- 
ción. El uso principal dei potencial vectorial está en aproximaciones tales como las 
que se discuten en la siguiente sección, y en problemas en que interviene la radiación 
electromagnética (véanse Caps. 16 y 20). 


8.7 EL CAMPO MAGNÉTICO DE UN CIRCUITO DISTANTE # 


El potencial vectorial magnético debido a un pequeno circuito a grandes distancias 
puede evaluarse con relativa facilidad. La expresión para el potencial vectorial de la 
ecuación (8-61) puede aplicarse a circuitos de corriente haciendo la sustitución 
J dv -* I dr. Así, 





( 8 - 66 ) 


Para circuitos cuyas dimensiones son pequenas comparadas con r 2 , el denominador 
puede calcularse en forma aproximada. Para hacer esto, escribiremos, como en la 
ecuación (2-46), 

I r 2 - r i r 1 = (ri + r\ - 2r t ■ r 2 )- 1/2 (8-67) 

y desarrollamos en potências de r í /r 2 para obtener 


el pnmer orden en rjr 2 . Utilizando esto en la ecuación (8-66) se tiene j 

A(rz) = ^\V~J dri + ?J dr ^ • r 2) + ■ • j (8-69) 

La primera integral se anula; el segundo integrando es un término dei desarrollo 

(r t x dr t ) x r 2 = -rj(r 2 • drj + dr^Ty • r 2 ) (8-70) 

Para eliminar el primer término a la derecha de la ecuación (8-70), la diferencial de 
r i( r 2 * r i) P a ra un cambio pequeno de ^ se escribe como 

^[ r i( r 2 ‘ rj)] = r t (r 2 • dr t ) + dr 1 (T 2 • r t ), (8-71) 

que es, por supuesto, exacta. Sumando las ecuaciones (8-70) y (8-71) y dividiendo 
entre dos se tiene 


*i( r i • r 2) = i(ti x drj) x r 2 + j d[ r,(r 2 • r^]. 


(8-72) 
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Como el último término es un diferencial exacto, no contribuye a la segunda integral 
de la ecuación (8-69). Así, se desprende que 


A ( r 2) 


Mo 
4 n 




(8-73) 


La ecuación (8-22) define la cantidad entre corchetes como el momento magnético, 
m, dei circuito. En consecuencia, / 


A (rz) 


Mo m x r 2 

4„ y 2 


(8-74) 


En esta deducción se ha supuesto que todas las r 1 <ç r 2 ; por tanto, la ecuación (8-74) 
no es válida para un origen arbitrário, sino sólo para un origen cercano al circuito. 

La inducción magnética puede determinarse tomando el rotacional de la ecua¬ 
ción (8-74). Esto se logra fácilmente utilizando identidades vectoriales. Primero, 


B(r 2 ) = V x A(r 2 ) = 0 V x |m x j 


Mo 

4n 


(m • V) 3 + mV 


El primer término entre corchetes puede transformarse observando que 

d (r 2 \ m 




õx~> \r 3 * ~ 3 


— 3m x x ? ~; 
n r\ 


por tanto, 




(m . v) r 2 = m _ 3(m y 2 )r 2 
r? r~> 


f 2 1 2 '2 

El segundo término implica sólo el cálculo de 


_ r 2 3 3r? 

- r 2 ■ = 0 . (r 2 ^0) 


3 3 

r\ ri 


Finalmente, 


B h)=i 


m , 3(m • r 2 )r 2 

l t * 


(8-75) 


(8-76) 


(8-77) 


(8-78) 


(dipolo magnético). (8-79) 


La ecuación (8-79) demuestra que el campo magnético de un circuito distante no 
depende de su forma geométrica detallada, sino sólo de su momento magnético, m. 
Al comparar con la ecuación (2-36) se ve que la (8-79) es de la misma forma que el 
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campo eléctrico debido a un dipolo eléctrico, lo cual explica el nombre de campo 
dipolar magnético. A m generalmente se le llama momento dipolar magnético dei 
arcuito. 


8.8 EL POTENCIAL ESCALAR MAGNÉTICO 

X 

La ecuación (8-51) indica que el rotacional de la inducción magnética es cero sieunpre 
que la densidad de comente sea cero. Cuando éste es el caso, la inducción magnética 
en dichas regiones puede escribirse como el gradiente de un potencial escalar: 


B = -/i 0 V<p*. (8-80) 

Sin embargo, la divergência de B también es cero, lo que significa que 

V ■ B = -p 0 V 2 q>* =0. (8-81) 

Por tanto, <p*, que es el potencial escalar magnético, satisface la ecuación de Laplace. 
Gran parte dei trabajo de electrostática puede adoptarse directamente y emplearse 
para evaluar q>* para varias situaciones; sin embargo, debe tenerse cuidado al aplicar 
las condiciones en la frontera. (Véase problema 8.25.) 

La expresión para el potencial escalar de un dipolo magnético es particularmente 
útil. Si se observa que la ecuación (8-79) puede escribirse como 


B(r 2 ) = 



(8-82) 


entonces es evidente que 


<P*( * 2 ) 


m • r 2 

4 nr\ 


para un dipolo magnético m. 


i 

(8-83) 



Fig. 8.10 Un circuito de comente 
macroscópico construído de dipolos 
magnéticos elementales. 
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Un circuito grande C puede dividirse en muchos circuitos pequenos por medio de 
una malla, como se ilustra en la figura 8.10. Si cada circuito pequeno formado por la 
malla lleva la misma intensidad de comente que originalmente llevó el circuito C, 
cntonces, debido a la cancelación de las comentes en la zona común de las mallas 
adyacentes,*el efecto neto es el mismo que si la carga sólo circulara en el circuito C. 
Para cualquiera de las mallas pequenas, el momento magnético puede expresarse por 

dm = In da, (8-84) 

ya que cada una de las mallas es suficientemente pequena para considerarse plana. 
Utilizando esta expresión en la ecuación (8-83) e integrando sobre la superfície 
acotada por C se tiene 

<8 - 85) 

En esta ecuación, r 2 debe interpretarse como el vector que va desde da hasta el punto 
P, esto es, -r, como se muestra en la figura 8.10. Haciendo el cambio r 2 = -r se 
tiene como resultado 

<8 - 86) 


La cantidad vnda es exactamente r veces la proyección de da sobre un plano 
perpendicular a r. Así, r*n da/r 3 es el ângulo sólido subtendido por da en P. La 
ecuación (8-86) puede entonces escribirse como 


cp*(P) 


IQ 
4n ’ 


(8-87) 


i 

donde ft es el ângulo sólido subtendido por la curva C en el punto P. 

El potencial escalar magnético puede usarse para el cálculo dei campo magnético 
causado ya sea por circuitos que conducen comente o por capas dobles magnéticas 
(capas de dipolos). Este procedimiento es ocasionalmente útil al tratar problemas 
de circuitos; sin embargo, su uso principal es con los materiales magnéticos. 


8.9 FLUJO MAGNÉTICO 


La cantidad 



B • n da 


( 8 - 88 ) 


se conoce como Jlujo magnético y se mide en webers (Wb)*. Es análogo al flujo 


* De aqui que un tesla sea igual a un weber/m 2 , que se usaba anteriormente como la unidad mks de B. 
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eléctrico discutido anteriormente, pero es de mucha mayor importância. El flujo a 
fr través de una superfície cerrada es cero, como se puede ver al calcular 



(8-89) 


De esto también se desprende que el flujo por un circuito es independiente de la 
superfície particular usada para calcular dicho flujo. Se utilizarán estos resultados en 
el capítulo 11, cuando se discuta la inducdón electromagnética. f 

8.10 RESUMEN 

La magnetostática se basa en la suma de una fuerza magnética y la fuerza de 
coulomb cuando las cargas están en movimiento. En unidades mks, la fuerza de Lo- 
rentz sobre una carga de prueba q con velocidad ? es 

F = q(E + vxB) 

El campo magnético de una carga q t que se mueve con velocidad y 1 es 


— x 
c c 


donde E es el campo eléctrico producido por q t y 


c = I/v^ío/ío = 3 x 10 8 m/s 


es la velocidad de la luz. (En unidades gaussianas, B es reemplazada por Bjc.) Los 
resultados se aplican a la conducdón de comente escribiendo * 


Nq dv v = J dv = / dl, 


donde Nq = p y py = J para los tipos de partículas cargadas que estén en movimien¬ 
to. 

1. La fuerza sobre un elemento de alambre dl en un campo magnético B es 

d¥ = / d\ x B. 

El momento de rotación sobre un circuito para un campo constante B es 

T = m x B, 


donde (unidades mks) 


m = jli r x dl 
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es el momento magnético dei circuito. La integral \ § c tx dl es el vector cuyas 
componentes son las áreas encerradas por la proyección de la curva C sobre los 
planos coordenados. 

2. El campo magnético producido por un elemento de corriente / dl' es 


g, ' dV x (' --rj 
v ' An r-r' 3 ’ 


donde /i 0 /4te = 10“ 7 N/A 2 en unidades mks; el campo de un circuito completo se 
calcula integrando esto a lo largo dei circuito. Para una distribución general de 
corriente J(r') como fuente, se tiene 



J( r ) x (r - r') 


dv\ 


Diferenciando, encontramos que no hay monopolos magnéticos: 


V ■ B = 0. 

V x B = fi 0 J 


para una distribución de corriente constante con 


V * J = 0. 

Estas son las ecuaciones diferenciales básicas que debe satisfacer en cada punto 
todo campo magnetostático. (La ecuación de divergência es satisfecha aun por 
campos dependientes dei tiempo y es la segunda de las cuatro ecuaciones funda- 
mentales de Maxwell.) ^ 

3. La ley de Ampère se obtiene de la ecuación de rotacional al integrar ambos 
miembros sobre una superfície arbitraria S y aplicar el teorema de Stokes: 

í B*dl = ^ 0 7, 

J c 

donde 

/ = I J • n da 

J s 

es la corriente total a través de S limitada por C. Esto tiene utilidad práctica para 
calcular B en algunas sítuaciones especíales de gran simetria, donde puede verse que 
B es constante en magnitud y dirección con respecto a alguna curva adecuada C, 

4. La existência de una función potencial vectorial A(r) se deduce de la ecuación de 
divergência, de modo que 


B = V x A. 
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Para una distribución de corríeme dada, 


r 





dv'. 


5. A grandes distancias de la región donde se encuentran las comentes generadoras 
J, el desarrollo multipolar de A da 

/ 


A( r ) = 7^ + 

4n r 


(No hay término monopolar.) 

6. En regiones donde J = 0, se puede definir un potencial escalar cp*( r) (ya que 
V x B = 0), tal que 

B = 

Como el potencial electrostático, éste satisface la ecuadón de Laplace 

V V = 0 , 

pero las diferentes condiciones en la frontera pueden proporcionar diferentes 
conjuntos de soluciones. La solución dipolar es la misma. 


PROBLEMAS j 

8.1 Una partícula cargada de masa m y carga q se mueve en un campo uniforme de 
inducdón magnética B 0 . Demuestre que el movimiento más general de la partícula describe 
una hélice, cuya sección transversal es una circunferência de radio R = mvijqB . (Aqui t>± es la 
componente de la veloddad de la partícula que es perpendicular a B 0 .) 

8.2 El hamiltoniano para una partícula cargada que se mueve en un campo uniforme de 
inducdón magnética, B 0 , que es paralelo al eje z, está dado por 

* = ên p2 -^ {xp ’- yp * )+q i£r {x2 + y2) - 

Demuestre que las ecuadones de movimiento que pueden dedudrse de son compatibles con 
los resultados dei problema 8.1. 

83 Un protón cuya veloddad es de 10 7 m/s se lanza perpendicularmente a un campo 
uniforme de inducdón magnética de 0.1 T. (a) ^Cuánto se desvia la trayectoria de la partícula 
de una línea recta después de que ha recorrido una distanda de 1 cm? (b) ^Cuánto tarda el 
protón en recorrer un arco de 90 o ? 
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S4 Demuestre que la ley de fuerza de la ecuación (8-25) puede transformarse en 




dU • d\ 


t 2 ~ 1*1 


que es claramente simétrica, dado que F 2 = — F x . 

15 Suponga que un solenoide muy largo conduce una comente (superconductora) de 10 A y 
boie 1000 vueltas por cm de largo. Encuentre la fuerza radial por unidad de longitud / sobre 
ma vuelta dei devanado. Muestre que la tensión en el alambre T es T = fa, donde a es el 
tadio dei solenoide. 


16 Demuestre que la fuerza entre alambres paralelos que conducen comentes de intensida¬ 
des /j e / 2 , ambas en la misma dirección, es atractiva. Si los dos alambres paralelos son muy 
largos y están separados por una distancia a , halle la fuerza magnética sobre el segmento d\ 2 
dd alambre 2. 

17 Se da un circuito de corriente que tiene forma de un hexágono regular de lado a. Si el 
circuito conduce una corriente de intensidad /, halle la inducción magnética en el centro dei 
hexágono. 

U Seda una franja delgada de metal de anchura w y muy larga. La corriente en la franja es a 
k> largo de su longitud; la corriente total es /. Halle la inducción magnética en el plano de la 
firanja a una distancia b dei borde más próximo. 

%3 Un gran número N de vueltas muy próximas unas con otras, de un alambre fino, se 
carollan en una sola capa sobre la superfície de una esfera de madera de radio a, con los planos 
de las vueltas perpendiculares al eje de la esfera y cubriendo completamente su superfície. Si la 
corriente en el hilo enrollado es de intensidad /, determine el campo magnético en el centro de 
la esfera. 

116 Un solenoide cuya longitud es de 15 cm se enrolla en dos capas. Cada capa contiene 100 
▼ueftas; la primera capa tiene un radio de 2 cm, la segunda, 2.05 cm. Si por dicho devanado 
posa una corriente de 3 A, halle la inducción magnética en vários puntos dei eje dei solenoide. 
Coostniya una gráfica de la inducción magnética axial en función de la distancia, desde el 
oeatro hasta uno de los extremos dei solenoide. 

til Un solenoide de sección transversal cuadrada (es decir, un solenoide en el que las vueltas 
tiene n la forma de un cuadrado) tiene N vueltas por unidad de longitud y conduce una 
corriente de intensidad /. La dimensión de la sección transversal es a. Si el solenoide es muy 
targo, halle la inducción magnética axial en su centro. 

1U La inducción magnética en un punto dei eje (eje z) de una vuelta circular de un alambre 
por el que pasa una corriente de intensidad / está dada por la ecuación (8-38). Utilice el hecho 
éc que V • B = 0 para obtener una expresión aproximada para B r (la componente radial dei 
campo magnético) que sea válida para puntos muy próximos al eje. 

113 La componente vertical de la inducción magnética entre las caras polares de un 
acelerador de partículas está dada por B z = Bj(r, z), donde r = (x 2 4- y 2 ) 112 es la distancia al 
eje de las caras polares, (a) Si \B Z \ es una función decreciente de r, demuestre que las líneas de 
■•ensidad magnética se curvan hacia afuera, como se indica en la figura 8.11, independiente- 
meate de que el polo superior sea un polo norte o un polo sur. ( Sugerencia: Use el hecho de 
qae V x B = 0 y que B r = 0 en el plano medio.) (b) Si las líneas de B se curvan como en la 
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figura, demuestre que las partículas aceleradas que se alejan dei plano medio experimentan 
una fuerza que tiende a volverias â dicho plano, independientemente de que estén cargadas 
4 positiva o negativamente. 



Fig. 8.11 


*8.14 Es evidente de la ecuación (8-30) que sólo cierto tipo de campos vectoriales constituye 
un campo de inducción magnética fisicamente realizable. (a) Verifique que 

B = (r/r) x Vg(x, y , z), 


con g(x, y, z) arbitrário, es un campo magnético apropiado. (b) Encuentre la densidad de 
comente J que lo produce, si g es una solución a la ecuación de Laplace. 

8.15 Para un medio homogéneo isotrópico no magnético, de conductividad g, en el que hay 
corrientes constantes, demuestre que B satisface la ecuación vectorial de Laplace: V 2 B = 0. 

8.16 Utilizando la ley de circuitos de Ampère, halle la inducción magnética a una distancia r 
dei centro de un alambre largo que conduce una comente de intensidad /. Hágase esto tanto 
para r > R como para r < R, donde R es el radio dei alambre. Demuestre explícitamente que 
la inducción magnética se anula en el eje dei alambre. 

8.17 Un conductor cilíndrico de radio b condene un hueco cilíndrico de radio a ; el eje dei 
hueco es paralelo al eje conductor y está a una distancia s de éste, a < s < b - a. El conductor 
lleva una densidad de corriente uniforme J. Encuentre el campo B en el hueco sobre el 
diâmetro que coincide con el diâmetro dei conductor. {Sugerencia: Considere una distribución 
de corriente equivalente de densidad J por todo el hueco y el conductor, más — J en el hueco.) 

8.18 Considere que en un solenoide muy largo (infinito) el campo está completamente en la 
dirección z, tanto en su interior como en su exterior, (a) Use la ley de Ampère para demostrar 
que el campo es uniforme en el interior y en el exterior. De este modo, si B se anula a una 
distancia infinita dei eje, es cero en cualquier parte dei exterior, (b) Use la ley de Ampère para 
encontrar B en el interior. Demuestre que el resultado concuerda con la ecuación (8-47) en el 
limite a/L-> 0. 

8.19 Un toroide se enrolla uniformemente, como en la figura 11.2. Tiene N vueltas de 
alambre por las que pasa una corriente de intensidad /. El radio interior dei toroide es a, y el 
exterior, b. Halle la inducción magnética en vários puntos interiores al devanado toroidal. Halle 
la relación b/a que permita que B en el anillo no varie en más dei 25%. 

8.20 Demuestre que el potencial vectorial magnético para dos alambres largos, rectos y 
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paralelos, que conducen una corriente de la misma intensidad / en sentidos opuestos, está 
dado por 



donde r 2 y r l son las distancias desde el punto dei campo hasta los alambres, y n es un vector 
unitário paralelo a los alambres. 

8.21 Se da el siguiente conjunto de conductores: ân alambre recto infinitamente largo 
rodeado por una envolvente cilíndrica delgada de metal (a un radio b) dispuesta coaxialmente 
con el alambre. Los dos conductores conducen corriente de igual intensidad /, pero< de sentido 
contrario. Halle el potencial vectorial magnético dei sistema. 

8.22 (a) Demuestre que § c A * d\ = d>, donde es el flujo magnético a través de la superfície 
limitada por el circuito C. (b) Utilice esto y el resultado dei problema 8.18 para encontrar A a una 
distancia r hacia afuera (r > a) y hacia adentro (r < a) de un solenoide muy largo, (c) Com- 
pruebe que V x A = B. 

8.23 (a) Demuestre por diferenciación directa de la ecuación (8-61) que V-A = 0. (b) De¬ 
muestre que A + V^, donde ^ es una función arbitraria, es también un potencial vectorial 
dei mismo campo B que A. (c) Demuestre que la selección apropiada de ^ permite que el 
potencial vectorial de B tenga cualquier divergência que se desee. 

8.24 Demuestre que todos los siguientes son posibles potenciales vectoriales dei campo 
uniforme B = Bk: Aj = — Byi, A 2 = Bx j, A 3 = —x B. ^Para cuál de estos sucede que 
V • A = 0? Demuestre que A 1 — A 2 es el gradiente de una función, Vft. 

8.25 Demuestre que el campo externo B de un alambre largo y recto que conduce una 
corriente / es deducible dei potencial escalar. 


en coordenadas cilíndricas, y que q>* satisface la edfeción de Laplace. ^Por qué no es esta (p* un 
armónico cilíndrico (como seria el caso para el potencial electrostático de una línea de carga)? 

8.26 El ângulo de inclinación magnética se define como el ângulo entre la direcdón de la 
inducción magnética y el plano tangente a la superfície terrestre. Deduzca una expresión para 
el ângulo de inclinación en función de la latitud geomagnética, suponiendo que la inducción es un 
campo dipolar. 

*8.27 (a) Demuestre que el potencial escalar magnético para un punto dei eje (eje z) de una 
malla circular, de radio a , está dado por 





(b) Desarrolle esta fórmula según el teorema dei binomio para obtener una expresión en serie 
válida para z < a. 

(c) El potencial escalar magnético cp* deberá satisfacer la ecuación de Laplace; además, por 
simetria, (p* = <p*(r, 0), donde r es la distancia dei centro de la malla al punto dei campo y 6 es 
el ângulo entre r y el eje z. Demuestre que utilizando los armónicos de zona, ecuación (3-18), se 
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^ede^btener una solución para ip* que se reduzca al potencial obtenido en (b) sobre el eje de 
V* obtenido en (=) Pa« hallar B r y B„ en puntos que no estén en el eje de simetria 


Una esfera de radio a con una densidad superficial de carga a (rigidamente unida) gira 
iwpecto a un eje que pua por su centro con una velocidad angular constante,«. Demuestre 

equivalente* 0 magnCtlC ° Cn pUnt ° exterior es un cam P° di P° lar y halle el momento dipolar 


Dos dipolos mi y m 2 están en el mismo plano; m t está fijo, pero m 2 puede girar 
ubremente respecto a su centro. Demuestre que, para el equilibrio, tg 0 t = -2tg 0 2 , donde 

° 2 ,os ángulos entre r y m i’ m 2 , respectivamente (r es el desplazamiento vectodal entre 

m i y m i)- 




[201] 


9 PROPIEDADES MAGNÉTICAS 

DE LA MATÉRIA 


En el capítulo 8 discutimos técnicas para hallar el campo de inducción magnética 
debido a una distribución especifica de comentes. Así, por ejemplo, si estamos 
considerando un circuito cerrado de alambre por el que pasa comente, el campo 
magnético en la región de vacío que rodea al alambre puede calcularse con la ayuda 
de la ley de Biot. Ahora, llenemos la región que rodea al alambre de medio material. 
^Se alterará la inducción magnética por la presencia de esta matéria? La respuesta es 
«sí». 

Toda matéria consiste fundamentalmente en átomos, y cada átomo consiste en 
electrones en movimiento. Estos circuitos de electrones, cada uno de los cuales está 
confinado a un solo átomo, son los que»llamaremos corrientes atómicas . Por tanto, 
parece que tenemos dos clases de corrientes: (1) una comente normal,que consiste en 
transporte de carga, esto es, el movimiento de electrones libres o de iones cargados, 
y (2) corrientes atómicas, que son corrientes puras que circulan sin dar origen a 
transporte de carga. Sin embargo, ambas clases de corrientes pueden producir cam¬ 
pos magnéticos. 

9.1 MAGNETIZACION $ 

Cada comente atómica es un pequeno circuito cerrado de dimensiones atómicas y 
puede, por tanto, descri birse apropiadamente como un dipolo magnético. De hecho, 
el momento dipolar es la cantidad que interesa aqui, puesto que el campo de in¬ 
ducción magnética distante debido a un solo átomo se determina completamente 
especificando su momento dipolar magnético, m. 

Sea m, el momento magnético dei i-ésimo átomo. Definiremos ahora una 
cantidad vectorial macroscópica, la magnetización M, por el mismo método usado 
para definir la polarización en el capítulo 4. Sumamos vectorialmente todos los 
momentos dipolares de un pequeno elemento de volumen Ar, y luego dividimos el 
resultado por Ar; la cantidad resultante, 

M = lím i I m n (9-1) 

Au->0 i 

se llama momento dipolar magnético por unidad de volumen, o simplemente 
magnetización. El haber tomado el limite en la ecuación (9-1) es nuestro acostumbra- 
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do procedimiento de tomar los limites macroscópicos; Au se hace muy pequeno 
clesde el punto de vista macroscópico, pero no tan pequeno que no contenga un 
número estadísticamente grande de átomos. La cantidad M se vuelve entonces una 
función vectorial puntual. En el estado desmagnetizado, la suma £ m, dará cero 
como resultado de la orientación aleatória de los m i5 pero en presencia de un campo 
externo excitante, M dependerá generalmente de este campo. La dependencia 
específica de M sobre B se considerará en la sección 9.6. 

Por el momento, supondremos que M(x, y, z) es una función conocida y calcula¬ 
remos la contribución dei material magnetizado al campo magnético con las 
ecuaciones desarrolladas en la sección 8.7. 

La función vectorial M nos proporciona una descripción macroscópica de las 
corrientes atómicas interiores de la matéria. Específicamente, M mide el número de 
circuitos de corriente atómica por unidad de volumen multiplicado por el momento 
magnético efectivo o promedio de cada circuito. Desde el punto de vista puramente 
macroscópico, todos los efectos magnéticos debidos a la matéria pueden describirse 
adecuadamente en función de M, o por sus derivadas. Una de estas derivadas, 
V x M, es la densidad de corriente de transporte equivalente que genera el 
mismo campo magnético que el propio M; ésta se llama densidad de corriente de 
magnetización J M . Antes de deducir esta importante relación que enlaza J M y M, 
veamos un modelo simplificado de matéria magnetizada como si ésta consistiese en 
corrientes atómicas que drculan en el mismo sentido por espiras o circuitos cerrados, 
lado a lado (Fig. 9.1). Si la magnetización es uniforme, las corrientes en las diversas 
espiras tienden a eliminarse entre sí, y no hay corriente neta efectiva en el interior dei 
material. Si la magnetización no es uniforme, la cancelación no será completa. Como 



* 


Fig. 9.1 Esquema simplificado 
de un material magnético 
consistente en corrientes atómicas 
circulando en el mismo sentido. 


ejemplo de magnetización no uniforme, consideremos el cambio brusco en la 
magnetización mostrado en la figura 9.2; si centramos nuestra atención en la región 
entre las líneas punteadas, es evidente que hay más carga moviéndose hacia abajo 
que moviéndose hacia arriba. Esto se denomina corriente de magnetización. Por 
tanto, aun cuando no haya transporte de carga, hay movimiento efectivo de carga 
hacia abajo, y esta «corriente» puede producir un campo magnético. 

Nos queda deducir la relación entre Jj* y M. Consideremos dos elementos 
de pequeno volumen en un pedazo de material magnético, cada elemento de 
volumen Ax Ay Az, colocado uno al lado dei otro en la dirección dei eje y (Fig. 9.3). 
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Fi*. 9.2 Ejemplo de cambio brusco 
en la magnetización. 


o CD 

qYq 

O CD 
evo 

CjÓj 

L)'O 

o CD 

Coo 

rr/rr 



w 



O 

o 


Si la magnetización dei primer elemento es M(x, y 9 z), entonces la magnetización dei 
segundo elemento es 


v ÕM 

M(x, y , z) + —— Av + términos de 
õy 


orden superior. 


La componente x dei momento magnético dei primer elemento, M x Ax Ay Az , puede 
escribirse en función de una intensidad de corriente circulante, 


M x Ax Ay Az = /' Ay Az. (9-2) 

Análogamente, la componente x dei momento magnético dei segundo elemento, 
despreciando los términos de orden superior que se anulan en el limite,donde cada 
demento de volumen se vuelve muy pequeço, es 



dM x 

õy 



Ax Ay Az = 1" Ay Az. 


(9-3) 



Fig. 93 Sustitución de elementos 
de volumen de material 
magnetizado por comentes 
circulantes de intensidades /' e J". 
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Lr comente neta hada arriba en la región intermedia de los dos elementos de 

voKunen es 

I' c - I” = Ax A y. (9-4) 

ôy 

Consideremos a continuadón dos elementos de volumen adyacentes sobre el eje x y 
centremos nuestra atención en la componente y de la magnetización en cada celda. 
En la región intermedia entre las dos celdas, la intensidad de la corriente neta hlicia 
arriba causada por las corrientes dreulantes que definen los momentos magnéticos es 

(/j^^AxA y. (9-5) 


Estas son las únicas corrientes circulantes de una celda determinada que dan lugar a 
una corriente neta en la direedón z. Esta corriente neta, que proviene de una 
magnetización no uniforme, se llama corriente de magnetización. No es una corriente 
de transporte, sino que se obtiene, como hemos visto, de corrientes dreulantes, es 
dedr, de corrientes atómicas en el material. El área efectiva para cada una de las 
comentes en (9-4) y (9-5) es Ax Ay. Por tanto. 


o 



àM x 

dy 


J M = V x M. 


(9-6a) 


(9-6b) 


La densidad de corriente de magnetización es el rotacional de la magnetización. 


9.2 EL CAMPO MAGNÉTICO PRODUCIDO 
POR MATERIAL MAGNETIZADO 

Según la ecuación (9-1), cada elemento de volumen Ai/ de matéria magnetizada se 
caracteriza por un momento magnético 

Am = M(x', y', z') Ai/. (9-7) 

Utilizando los resultados de la sección 8.7, podemos expresar la contribución al 
campo magnético en el punto (x, y, z) de cada Am (o, equivalentemente, de cada Ai/). 
El campo magnético se obtiene entonces como una integral sobre todo el volumen 
dei material, V 0 . Este procedimiento se indica esquemáticamente en la figura 9.4. 
En lugar de calcular directamente B, vemos que es conveniente trabajar con el 
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potencial vectorial A, y obtener B a continuación por medio de la operadón 
rotacional. Según la sección 8.7, el potencial vectorial en (x, y, z) está dado por 


Aíx v z) = ^ í M (*'> z> ) x ( r ~ r> ) dv> 

' 4n J Ko | r — r' | 3 iv 

= 7lf 

4tt Vo | l r — r I 


(9-8) 


Por medio de las identidades vectoriales (1-1-9) y (1-2-3) de las tablas í.l y 1.2, esta 
integral puede transformarse en 


ai \ to f Mxn 

A(x, y, z) = — -j—- jr dv +— - -—r dá 

An J Va r - r 4;t J So r - r 


M x n 


(9-9) 


donde S 0 es la superfície de V 0 . Utilizando la ecuación (9-6b) y definiendo una 
densidad de corriente de magnetización superficial ]*# (es deár, una corriente de 
magnetización por unidad de longitud que fluye en una capa superficial) por la 
relación 


j M = M x n, 


(9-10) 


podemos escribir la ecuación (9-9) como 



JjVf( r ) dv' 


, /fo [ Ím dd 
’so | «■ — r' | ' 


(9-11) 


Podríamos habernos aventurado a prededr la expresión final, ecuación (9-11). Sin 
embargo, es agradable ver que ha surgido gel cálculo matemático de una manera 



Fig. 9.4 Contribudón a la inducdón 
magnética de una distribudón 
de material magnetizado. 
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natural. Por tanto, el potencial vectorial producido por una distribución de corrientes 
atómicas en el interior de la matéria tiene la misma forma que el producido por una 
distribución de verdaderas corrientes de transporte. Deberemos senalar que la 
ecuación (9-10) es la expresión adecuada para la densidad de comente superficial que 
es compatible con J M = V' x M. La j M debe introducirse siempre que M cambie 
bruscamente, como podría suceder en la zona interfacial entre dos médios, pero si 
imaginamos que la región de discontinuidad en M está extendida sobre la distancia 
Aí, entonces puede demostrarse que j M está contenida en el término j M Aí. (0,^i la 
región es muy delgada, j M podría representarse por una función delta superficial.) 

Aunque la ecuación (9-11) es correcta y de tal forma que se integra en forma 
sencilla con los resultados dei capítulo 8, presenta algunas dificultades prácticas 
cuando se llega a utilizar para calcular B a partir de una distribución específica de 
magnetización. Primero, hay que efectuar la operación V x M y, segundo, otra 
operación de rotacional está implicada en la obtención de B a partir dei campo A. 
Ciertamente, es preferible trabajar con cantidades escalares si es posible, y el 
gradiente de un campo escalar (como hemos visto en electrostática) es más fácil 
de calcular que el rotacional de un campo vectorial. Por esta razón, volveremos a la 
ecuación (9-8) y trataremos de utilizar otro enfoque. Después de todo, nos interesa 
B y no A, de modo que tomaremos el rotacional formalmente: 


B(r) = V x A 



(9-12) 


donde los operadores diferenciales dei rotacional actúan sobre las coordenadas sin 
primas. 

Como puede haber anticipado ya el lector, nuestro siguiente objetivo es Jransfor- 
mar el integrando de la ecuación (9-12). Para hacerlo, consultaremos las identidades 
vectoriales de la tabla 1.1. 


Según (1-1-10), 

V x (F x G) = (V • G)F - (V - F)G + (G • V)F - (F • V)G. 

Haciendo F = MyG = (r- r')/|r — r '| 3 y observando que las diferendaciones son 
con respecto a las coordenadas sin prima, vemos que la identidad se reduce a 


V x M x 



ya que V • M(x', y\ z') = 0, etc. Por tanto, 


B(r) = B 1 (r) + B n (r), 


(9-14) 
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donde 




í MV- 

( r - r ') 1 

Vo 

L1 r r | 3 J 


dv\ 




(9-14a) 
(9-14b) 


Consideremos primero la integral más sencilfc. Bj. Usando la ecuación (2-57), 
•btenemos 


B,(r) = ^ M(r')47t ó(r - r') dv’ 


= fio M(r). 


(9-15) 


Consideremos a continuación la integral B n . El integrando puede transformarse por 
lio de una segunda identidad (1-1-6), que se convierte en 


M 


(r-0 


|r-r'| 3 

El último término de (9-16) contiene 

(r-r') 


= (M • V) T -X + M x V x 


V x 


r-r 


= -V x V 


(r - r') 


|r-r'| 3 


(9-16) 


Hr-r'1 3 

: se anulá idénticamenle. En consecuencia 


l r - r T 


BiiW “ -(‘•r ^ *•('’) • dv - 


! puede escribirse como en la ecuación (8-80), 

Bn(r)= -fi 0 \(p*( r). 


(9-17) 


La cantidad <p*(r) es un campo escalar, el potencial escalar magnético debido al 
—trrial nagnético: 


”*(')“ 17 ^"- 


(9-18) 


Sumando las dos contribuciones, (9-15) y (9-17), encontramos para el campo de 
iodncción magnética: 


B ( r ) = ~fio^(P*(r) + ^oM(r). 


(9-19) 
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Por tanto, la inducción magnética debida a una distribución magnetizada de matéria 
pjpde expresarse como la suma de dos términos: el gradiente de un campo escalar, 
mas un término proporcional a la magnetización local. En un punto externo (es decir, 
en el vacío), M es cero, y entonces la inducción magnética es exactamente el gradiente 
de un campo escalar que es la integral de los campos dipolares distantes dados por la 
ecuadón (8-83). 


9.3 POTENCIAL ESCALAR MAGNÉTICO 
Y DENSIDAD DEL POLO MAGNÉTICO 


La expresión dei potencial escalar magnético, ecuación (9-18), es de forma semejante 
a la dei potencial electrostático que proviene de un material dieléctrico polarizado. 
Aqui nuevamente se sugiere la transformación matemática: 


|r-r'| 3 


= V' 


I r r ' | 

M 1 


|r-r'| | r — r' | 


rr V' • M, 


(9-20) 


de modo que la ecuación (9-18) se convierte en 



M • n da' 


1 f V'-M Jt 

4n Vo |r — r'! V ’ 


(9-21) 


donde S 0 es la superfície de la región P 0 . 

Por analogia con la sección 4.2, es conveniente definir dos cantidades ^scalares: 

Pm( t ')= — V'*M(r'), (9-22) 


llamada densidad dei polo magnético , y 


ff*í(r') = M(r') • n. 


(9-23) 


la densidad superficial de la intensidad dei polo magnético . Estas cantidades, aunque 
son algo artificiales, resultan bastante útiles; desempenan el mismo papel en la teoria 
dei magnetismo que p P y o F en la teoria dei dieléctrico. Las unidades de p M y o M son 
A/m 2 y A/m, respectivamente. 

Consideremos, por ejemplo, un imán en forma de barra, magnetizado uniforme¬ 
mente. Como la magnetización es uniforme, p M = 0. Las únicas densidades superfí- 
ciales que no se anulan son las de las superfícies que tienen una componente normal 
de magnetización; éstas son llamadas polos magnéticos. Este es un ejemplo algo 
idealizado, pero no demasiado distinto dei imán en forma de barra que se usa en el 
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laboratorio y que le es familiar al lector. (En la práctica, los polos de un imán ejercen 
una influencia desmagnetizante que destruye la uniformidad de M y extiende cada 
polo sobre una región algo mayor que la mera superfície.) 

La intensidad polar total de cada imán es cero. Este principio se deduce 
directamente dei teorema de la divergência: 



(—V • M) dv + í M • n da = 0. 


Completaremos ahora la deducción que empezamos antes. La ecuación (9-18) se 
convíerte en 



(9-18a) 


y B (x,y,z) se obtiene como -fi 0 multiplicado por el gradiente con respecto a las 
coordenadas no primas, más el término p 0 M: 



|r — r' í 3 Íd + (9 ' 19a) 


Esta ecuación representa la contribución dei material magnetizado en V 0 a la 
inducción magnética en (x, y , z). 


9.4 FUENTES DEL CAMPO MAGNÉTICO. 
INTENSIDAD MAGNÉTICA 


En las secciones anteriores hemos visto cómo el material magnetizado produce un 
campo magnético. Además, en el capítulo 8 se trataron los efectos magnéticos de las 
corrientes convencionales. En el caso general, ambos tipos de fuentes magnéticas estân 
presentes: las corrientes convencionales o corrientes transportadoras, que pueden 
medirse en el laboratorio, y las corrientes atómicas interiores a la matéria. Es 
importante darse cuenta de que, en ciertas condiciones, el mismo pedazo de matéria 
puede producir un campo magnético porque está magnetizado y porque pasa por 
ella una comente transportadora de portadores de carga. Así, por ejemplo, uno de 
nuestros mejores materiales magnéticos, el hierro, puede conducir una comente 
transportadora por medio de sus electrones libres, pero los iones de hierro fijos en el 
cristal contienen corrientes atômicas que pueden orientarse para producir una 
magnetizadón intensa. 

En general, la expresión dei campo magnético puede escribirse como 



dv' - /i 0 V<j£>*(r) + /i 0 M(r), 


(9-24) 
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donde 

7 


Pm àv 



o M dá 
I r — r' I 



| r — r' | ‘tn 


(9-25) 


El volumen V se extiende sobre todas las regiones que transportan corriente y sobre 
toda la matéria; la superfície S incluye todas las superfícies y las zonas interfaciales 
entre los distintos médios. La densidad de corriente J incluye sólo las corrientes 
convencionales dei tipo de transporte de carga, mientras que el efecto de las 
corrientes atómicas se encuentra en el vector de magnetización M (y potencial </>*). 

Con la ecuación (9-24) puede determinarse B si M y J están especificados en todos 
los puntos. Sin embargo, en la mayoría de los problemas, J se especifica, pero 
M(x', /, z') depende de B(x', /, z'), de modo que aun si la forma funcional de M(B) es 
conocida, (9-24) proporciona, en el mejor de los casos, una ecuación integral para B. 
Para ayudar a vencer esta dificultad, introducimos un vector magnético auxiliar, la 
intensidad magnética H, definida por 


H = — B - M. 
Po 


(9-26) 


Combinando (9-24) y (9-26) obtenemos 



(9-27) 


Parece que no hemos ganado nada con esta operación, porque H depende todavia de 
M a través de y pero en la siguiente sección demostraremos cómo se relaciona 
H con la densidad de corriente convencional J, mediante una ecuación diferencial. La 
situación es semejante al caso electrostático, en el que el vector auxilçtr D está 
relacionado con la densidad de carga prescrita por su divergência. 

El vector de campo H desempena un importante papel en la teoria magnética, 
particularmente en problemas en los que intervienen imanes permanentes. Estos se 
discutirán en las secciones posteriores de este capítulo. Las unidades de H son las 
mismas que las de M, es decir, A/m. 


9.5 LAS ECUACIONES DEL CAMPO 

En el capítulo 8 las ecuaciones básicas que describen los efectos magnéticos de las 
corrientes se expresaron en forma diferencial: 


V • B = 0, V x B = p 0 J. 


Nos gustaría ver ahora cómo se modifican estas ecuaciones cuando el campo 
magnético B incluye la contribución de un material magnetizado. 
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El lector recordará que la ecuación de la divergência ( V- B = 0) implicaba que B 
podia escribirse como el rotacional de una función vectorial A. Pero este resultado no 
está limitado a los campos magnéticos producidos por comentes convencionales. El 
campo producido por la matéria magnetizada es deducible de corrientes atómicas; 
de hecho, este método se utilizo en la sección 9.2. Por tanto, B puede escribirse 
siempre como V x A y la ecuación de la divergência es siempre válida: 

V • B = 0. g (9-28) 

La «ecuación dei rotacional» es la forma diferencial de la ley de circuitos de 
Ampère. Aqui debemos tener cuidado en incluir todos los tipos de corriente que 
puedan producir un campo magnético. En consecuencia, en el caso general, esta 
ecuación se expresa adecuadamente como 

VxB = /í 0 (J+J m ), (9-29) 

donde J es la densidad de corriente transportadora y J M es la densidad de corriente 
de magnetización. La ecuación (9-6b) puede combinarse con la (9-29) para dar 

V x |L B -mJ = J, 
que, según (9-26), es equivalente a 

V x H = J. (9-30) 

En consecuencia, el vector magnético auxiliar H está relacionado con la densidad de 
corriente transportadora a través de su rotacional. Esto se deduce también al obtener 
el rotacional de (9-27). 

Las ecuaciones (9-28) y (9-30) son laf ecuaciones fundamentaJes dei campo 
magnético. Estas ecuaciones, junto con ias condiciones de frontera adecuadas y una 
relación experimentai entre B y H, son suficientes para resolver problemas magnéti¬ 
cos. En algunos casos es preferible utilizar una formuladón integral de la teoria. Con 
ayuda dei teorema de Stokes, la ecuación (9-30) puede convertirse en 

f V xH-nda=<f H • d\ 

= J • n da, 


H • dl = /. (9-31) 

En otras palabras, la integral de línea de la componente tangendal de la intensidad 
magnética alrededor de una trayectoria cerrada C es igual a toda la comente de 
transporte que pasa por el área limitada por la curva C. 
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Debido al teorema de la divergência, la ecuación (9-28) es equivalente a 


\ B ■ n da = 0. (9-32) 

s 


El flujo magnético por cualquier superfície cerrada es cero. 


9.6 SUSCEPTIBILIDAD Y»PERMEABILIDAD > 

MAGNÉTICAS. HISTERESIS 

Para resolver problemas de teoria magnética, es esencial tener una relación entre B y 
H o, equivalentemente, una relación entre M y uno de los vectores dei campo 
magnético. Estas relaciones dependen de la naturaleza dei material magnético y se 
obtienen generalmente de experimentos. 

En una extensa clase de materiales, existe una relación aproximadamente lineal 
entre M y H. Si el material es isotrópico así como lineal*, 

M = * m H, (9-33) 

donde la cantidad escalar adimensional Xm se llama susceptibilidad magnética. Si Xm 
es positiva, el material se llama paramagnético y la inducción magnética es reforzada 
por la presencia dei material. Si es negativa, el material es diamagnético y la 
inducción magnética es debilitada por la presencia dei material. Aunque x m es una 
función de la temperatura y a veces varia muy drásticamente con ella, generalmente 
se puede decir que, para materiales paramagnéticos y diamagnéticos, Xm es bastante 
pequena; es decir, 

|Xm| ^ 1 (P ara materiales paramagnéticos y diamagnéticos)^ (9-34) 

Las susceptibilidades de algunos materiales comunes se dan en la tabla 9.1. 

En la mayoría de los manuales y tablas de datos físicos, x<n no se da directamente, 
sino que se da como la susceptibilidad de masa . Xm.masa ° I a susceptibilidad molar, 
Xrn, molar- Estas se definen por 

Xm Xm. masa 

d 

Xm Xm,molar ^ ’ 

donde d es la densidad de masa dei material y A es el peso molecular. Como M y H 
tienen dimensiones de momento magnético por unidad de volumen, es evidente que 

* Si el material es anisotrópico pero lineal, la ecuación (9-33) se sustituye por las relaciones tensoriales 
M x = Xm. llH x + Xm,\2 H y + Xm,l3^z^ 

etcétera. En estas circunstancias, M no tiene necesariamente el mismo sentido que H. Nos limitaremos en 
este texto a los médios isotiópicos. 


(9-35) 

(9-36) 
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XirmnasaH y Xm, moiarH ^ an e l momento magnético por unidad de masa y el momento 
magnético por mol, respectivamente. Por comodidad, la susceptibilidad de masa 
se da también en la tabla 9.1. 


Tabla 9.1 Susceptibilidad magnética de algunos materiales para magnéti¬ 
cos y diamagnéticos a temperatura ambiente* 


Material 

tf 

Xm 


Xm, masa» m^/kg 

Aluminio 

2.1 X 

10“ 5 

0.77 x 10“ 8 

Bióxido de carbono (1 atm) 

-1.19 x 

10“ 8 

-0.60 x 10“ 8 

Bismuto 

-16.4 x 

10“ 5 

-1.68 x 10“ 8 

Cloruro de gadolinio (GdCl 3 ) 

603.0 x 

KT 5 

133.3 x 10~ 8 

Cobre 

1 

o 

VO 

00 

X 

10~ 5 

-0.11 x 10“ 8 

Diamante 

-2.2 x 

10“ 5 

-0.62 x 10- 8 

Hidrógeno (1 atm) 

-0.22 x 

10“ 8 

-2.48 x IO" 8 

Magnésio 

1.2 x 

10“ 5 

0.68 x 10“ 8 

Mercúrio 

-2.8 x 

10“ 5 

-0.21 x 10“ 8 

Nitrógeno (1 atm) 

-0.67 x 

10“ 8 

-0.54 x IO -8 

Oro 

-3.5 x 

IO" 5 

-0.18 x IO -8 

Oxigeno (1 atm) 

193.5 x 

IO" 8 

135.4 x 10“ 8 

Plata 

-2.4 x 

10" 5 

-0.23 x HT 8 

Sodio 

0.84 x 

10“ 5 

0.87 x 10“ 8 

Titânio 

18.0 x 

10“ 5 

4.01 x 10“ 8 

Tungsteno 

7.6 x 

10“ 5 

0.40 x HT 8 


* Daí os obtenidos dei Mandbook of Chemistry and Physics , 58. a ed., CRC Press, 
Iiic, Cleveland, Ohio. Práctica mente todas las fuentes de datos dan susceptibilida¬ 
des magnéticas en unidades gaussianas {cgs}; si el superíndice (1) se usa para indicar 
ía constante en el sistema gaussiano, entonces y m = 47t/U > y Xm. = 4 tt x 

t 

Una relación lineal entre M y H implica también una relación lineal entre B y H: 

B = /rH, (9-37) 


donde la permeahilidad n se obtiene de la combinación de las ecuaciones (9-26) 
y (9-33): 


V = /*o(l + Xm\ 


(9-38) 


La cantidad adimensional 


= - = l + (9-39) 

^0 

se tabula a veces en lugar de % m . Esta cantidad, K m , se llama permeabilidad relativa . 
Para los materiales paramagnéticos y diamagnéticos de la tabla 9.1, es evidente que 
K m es muy próxima a la unidad. 
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^-2 Propiedades de algunos ma teria les ferromagnéticos a temperatura ambiente* 

f M s = magnetización de saturación, H s = intensidad magnética 
necesaria para la saturación, H c = coercitividad, B r = remanencia 

Material Composición, % g 0 M,, T H x , A/m K m , máxima 

2.15 1.6 x 10" 5,500 

1.79 7.0 x 10 5 

0.61 5.5 x 10 5 

H c , A/m 


Hierro (templado) 
Cobalto 

Níquel 


Aleaciones 

Hierro-silicio 

96 Fe, 3 Si 

Permalloy 

55 Fe, 45 Ni 

Mumetal 

5 Cu, 2 Cr, 

77 Ni, 16 Fe 

Permendur 

50 Co, 50 Fe 

Mn ferrita 

MnFe 2 0 4 

Ni ferrita 

NiFe 2 0 4 

Acero al cobalto 

52 Fe, 36 Co, 4 W, 
6 Cr, 0.8 C 

Alnico V 

51 Fe, 8 Al, 14 Ni 
24 Co, 3 Cu 


2.02 

56 

8,000 

1.60 

5.6 

50,000 

0.75 

1.2 

150,000 

2.40 

159 

6,000 

0.49 


2,500 

0.32 


2,500 

B r , T 

0.97 

19 x 10 3 


1.25 

49 x 10 3 



* Datos dei American Institute of Physics Handbook, 3. a ed,, McGraw-Hill, Nueva York, 1972. 


Los ferromagnéticos forman otra clase de material magnético. Dicho material se 
caracteriza por una posible magnetización permanente y por el hecho de que su 
presencia tiene generalmente un efecto profundo sobre la inducción magnét|ca. Los 
materiales ferromagnéticos no son lineales, de modo que las ecuaciones (9-33) y (9-37) 
con x y A* constantes no se aplican*. Ha sido conveniente, sin embargo, utilizar la 
ecuación (9-37) como la ecuación que define a g, es decir, con g = g,( H), pero debe 
advertirse al lector que esta práctica puede conducir a ciertas dificultades en algunas 
situaciones. Si la \i de un material ferromagnético se define por la ecuación (9-37), 
entonces, dependiendo dei valor de H, \i pasa por todo un intervalo de valores desde 
infinito hasta cero y puede ser positivo o negativo. La mejor sugerencia que puede 
darse es que se considere cada problema de ferromagnetismo por separado, que se 
trate de determinar qué región dei diagrama de B y H es importante para el pro¬ 
blema concreto, y que se hagan cálculos de aproximación apropiados para esta región. 

Primero, consideremos una muestra desmagnetizada de material ferromagnético. 
Si la intensidad magnética, inicialmente cero, se aumenta monotónicamente, entonces 
la relación B-H describirá una curva parecida a la de la figura 9.5. Esta se llama 


* Sin embargo, ciertos tipos de hierro, llamados hierro dulce , pueden ser tratados como aproximada¬ 
mente lineales. 
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Fig. 9.5 Curva de magnetización y permeabilidad 
relativa dei hierro comercial (templado). 


curva de magnetización dei material. Es evidente que las g, tomadas de la curva de 
magnetización, utilizando la expresión \i = B/H , tienen siempre el mismo signo 
(positivo), pero muestran un espectro bastante grande de valores. La permeabilidad 
máxima ocurre en el «codo» de la curva; en algunos materiales esta permeabili¬ 
dad máxima llega^a 10 5 /i 0 ; en otros es mucho menor. La razón de que se presente 
el codo en la curva es que la magnetización M se aproxima a un valor máximo en el 
material, y 

B = Mo ( H + M) 

continúa aumentando a valores muy grandes de H sólo por el término /t 0 H. El valor 
máximo de M se llama magnetización de qpturación dei material (véase tabla 9.2). 

Consideremos a continuación una muestra ferromagnética magnetizada por el 
procedimiento anterior. Si la intensidad magnética H se reduce, la relación B-H 
no regresa descendiendo por la curva de la figura 9.5, sino que ahora se mueve sobre 
la nueva curva de la figura 9.6 hasta el punto r. La magnetización, una vez 
establecida, no desaparece con la eliminación de H; de hecho, se requiere una 
intensidad magnética invertida para reducir la magnetización a cero. Si H continúa 
aumentando en el sentido invertido, entonces M (y en consecuencia B) se establecerá 
en el sentido invertido, y la figura 9.6 empieza a mostrar cierta simetria. Finalmente, 
cuando H aumenta de nuevo, el punto de operación sigue la curva inferior de la 
figura 9.6. Por tanto, la curva B-H para H creciente es completamente distinta de la 
de H decreciente. Este fenómeno se llama histéresis , de la palabra griega histeros , que 
significa «quedar detrás»; la magnetización literalmente queda detrás dei campo 
excitante. 

La curva de la figura 9.6 se llama curva de histéresis dei material. El valor de B en 
el punto r se llama retentividad o remanencia; la magnitud de H en el punto c se llama 
fuerza coercitiva o coercitividad dei material. De la figura 9.6 se deduce que el valor 
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de ií definido por la ecuación (9-37), es negativo en el segundo y cuarto cuadrantes 
dei diagrama. La forma de la curva de histéresis no sólo depende de la naturaleza dei 
material ferromagnético (Fig. 9.7), sino también dei valor máximo de H al cual esta 
sometido el material (Fig. 9.8). Sin embargo, una vez que H máx es suficiente para 
producir la saturación en el material, la curva de histeresis no cambia su forma al 
aumentar H máx . (Véase tabla 9.2.) Para el hierro dulce, la histéresis es relativamente 

^Para ciertas aplicaciones es deseable conocer la permeabilidad efectiva de un 
material en un pequeno campo H alternativo superpuesto sobre un gran campo 
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constante. Por tanto, si A B es el cambio en el campo magnético producido por un 
cambio A H en la intensidad magnética, la permeabilidad incremental se define por 



(9-40) 


y es aproximadamente igual a la pendiente de la curva de histéresis que p a « a por el 
punto en cuestión. 


Fig. 9.8 La curva de histéresis 
más grande y varias más pequenas 
para un material típico. 


B 



Los materiales ferromagnéticos se usan ya sea (1) para aumentar el flujo 
magnético de un circuito de corriente o (2) como fuentes dei campo magnético 
(imanes permanentes). Cuando se utiliza cojfio un imán permanente, el material se 
magnetiza primero hasta la saturación colocándolo en un campo magnético intenso 
(es decir, poniéndolo entre los polos de un electroimán o en un solenoide sujeto a una 
gran corriente momentânea). Sin embargo, cuando el imán permanente se quita dei 
campo externo, estará sujeto en general a un campo desmagnetizante; esto se 
expondrá con detalle en las secciones 9.8 y 9.11. Por esta razón, el segundo cuadrante 
dei diagrama de la curva de histéresis es la parte importante de la relación B-H para 
un material de imán permanente (Fig. 9.9). 


9.7 CONDICIONES EN LA FRONTERA 
SOBRE LOS VECTORES DE CAMPO 

Antes de que podamos resolver problemas magnéticos, aun los más sencillos, debemos 
saber cómo cambian los vectores de campo B y H al pasar por una zona interfacial 
entre dos médios. La zona interfacial que debe considerarse puede estar entre dos 
médios con diferentes propiedades magnéticas o entre un medio material y el vacío. 
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Fig. 9.9 Curvas de histéresis de materiales que son 
imanes permanentes. (Observe que fi 0 H se construye 
sobre el eje de abscisas, en lugar de H sola.) 


Consideremos dos médios, 1 y 2, en contacto, como se indica en la figura 9.10. 
Construyamos la pequena caja de superfície S que intersecta la zona interfacial, siendo 
la altura de la caja despreciablemente pequena en comparación con el diâmetro de 
las bases. Aplicando la integral de flujo, ecuación (9-32), a la superfície S, encontra¬ 
mos que ^ 

B 2 * n 2 AS + Bj * n t AS = 0, 

donde n 2 y son los vectores normales dirigidos hacia afuera de las superfícies 
superior e inferior de la caja. Ya que n 2 = — n u y como cada una de estas normales 
puede servir como normal a la zona interfacial 

(B 2 - B x ) • n 2 = 0, (9-41a) 


B 2 „ - B 1b = 0. (9-4 lb) 

Por tanto, la componente normal de B es continua a través de una zona interfacial. 

Una condición en la frontera dei campo H puede obtenerse al aplicar la ley de 
circuitos de Ampère, ecuación (9-31), a la trayectoria rectangular ABCD de la figura 
9.10. En esta trayectoria, las longitudes AB y CD se considerarán iguales a AZ y los 
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Fig. 9.10 Las condiciones en la frontcra sobre los vectores de campo 
en una zona interfacial entre dos médios se pueden obtener 
aplicando la ley de Gauss en S, e integrando H * d\ airededor 
de la trayectoria ABCDA . 


segmentos AD y BC se supondrán despreciablemente pequenos. La comente a través 
dei rectángulo es despreciable a menos que haya una corriente superficial verdadera. 
Por tanto, 


(H 2 — Hi) • l 0 = j - (n 2 x 1 0 ) = j x n 2 • 1 0) 


O 

(H 2 -lU = jxn 2 , (9-42a) 

donde j es la densidad de corriente superficial (corriente transportadora por unidad 
de longitud en la capa superficial) y l 0 es un vector unitário en la dirección de Al. Por 
tanto, la componente tangencial de la intensidad magnética es continua al atravesar 
la zona interfacial, a menos que haya una corriente superficial verdadera. Finalmente, 
tomando el producto cruz de la ecuación (9-4>a) con n 2 , la ecuación puede escribirse 
como * 

n 2 x (H 2 - H í ) = j. (9-42b) 

Esta forma es conveniente para determinar j si H 2 y H l son conocidas. 
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Antes de terminar esta sección, demostraremos otra propiedad importante de la 
^inducción magnética B; esto es, que su flujo es continuo en todo punto. Centremos 
nuestra atención en una región dei espacio, y construyamos líneas de campo 
magnético , que son líneas imaginarias trazadas de tal manera que la dirección de una 
línea en cualquier punto sea la dirección y el sentido de B en dicho punto. A con- 
tinuación, imaginemos un tubo de flujo, un volumen acotado en sus lados por 
líneas de B, pero no cortado por ellas (Fig. 9.11). El tubo está limitado en los 
extremos por las superfícies y S 2 . Aplicando el teorema de la divergência, 
obtenemos * 

f V • B dv = 0 


= í B • n da — ^ B • n' 

■S2 ‘Si 

= <D(5 2 )-<D(S 1 ). 


da 


(9-43) 


Así, el mismo flujo magnético que entra en el tubo por la superfície S x sale por 
S 2 . Las líneas de flujo nunca terminan, pero finalmente deben llegar a su punto 
inicial, formando curvas cerradas. 

Los enunciados anteriores se aplican, por supuesto, al campo B; tal vez convenga 
indicar que no se aplican al campo H, ya que V*H = — V-M, que no es igual a 
cero en todos los puntos. Así, dei teorema de la divergência aplicado a un tubo de 
intensidad magnética, vemos que 

f H • n da - f H ■ n' da = f p M dv. (9-44) 

*s 2 *Si v 


La discontinuidad dei flujo de intensidad magnética està determinada por la inten¬ 
sidad total dei polo magnético cortado por el tubo de flujo. J 


9.8 PROBLEMAS DE VALORES EN LA FRONTERA 

EN LOS QUE INTERVIENEN MATERIALES MAGNÉTICOS 

Como B y H obedecen a condiciones semejantes a las de D y E, los problemas 
de médios lineales o de magnetización específica son semejantes a los problemas de 
dieléctricos que se discutieron en el capítulo 4. En esta sección trataremos un tipo 
particular de problemas: el cálculo de campos magnéticos en materiales magnéticos 
en los cuales no existe corriente transportadora. Esto es formalmente idêntico al 
dieléctrico con densidad de carga externa igual a cero. 

Cuando J = 0, las ecuaciones magnéticas fundamentales (9-28) y (9-30) se 
reducen a 


V ■ B = 0, 
V x H = 0. 


(9-28) 

(9-45) 
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La ecuación (9-45) implica que H puede obtenerse como el gradiente de un campo 
escalar. Esto no debe sorprendernos, porque, según la ecuación base (9-27), la con- 
tribución a H dei material magnético ya se ha expresado en esta forma, y en la 
sección 8.8 demostramos que el campo producido por corrientes transportadoras 
puede también deducirse cuando la densidad de corriente local es cero (realmente 
la demostración presentada aqui debe generalizarse al campo H). De acuerdo con 
la ecuación (9-45), escribimos 

H = * (9-46) 

donde <p* es ahora el potencial escalar magnético debido a todas las fuentes. 

Hay dos tipos de material magnético para los que el cálculo dei campo magné¬ 
tico se reduce a un problema sencillo de valores en la frontera: (1) material magnético 
lineal o aproximadamente lineal, para el que B = fi H, y (2) un pedazo uniformememe 
magnetizado de material para el cual V • M = 0. En ambos casos, la ecuación (9-28) 
se reduce a 

V • H = 0. (9-47) 

Combinando este resultado con (9-46), obtenemos 

V 2 ç>* = 0, (9-48) 

que es la ecuación de Laplace. Por tanto, el problema magnético se reduce a encon¬ 
trar una solución a la ecuación de Laplace que satisfaga las condiciones en la 
frontera. H puede calcularse entonces como menos el gradiente dei potencial mag¬ 
nético, y B puede obtenerse de 

B= jiH 
o 

B = /Zo(H-?M), 

según la que sea más adecuada. 

Dos problemas magnéticos sirven para ilustrar la utilidad dei método que se 
acaba de describir; ejercicios adicionales de este tipo se encontrarân entre los pro¬ 
blemas al final dei capítulo. Nuestro primer ejemplo trata de una esfera de material 
magnético lineal de radio a y permeabilidad fx, colocada en una región dei espacio 
que contiene un campo magnético inicialmente uniforme, B 0 . Nos gustaría determinar 
cómo se modifica el campo magnético por la presencia de la esfera y, en particular, 
determinar el campo magnético en la esfera misma. El problema es análogo al caso 
de la esfera dieléctrica en un campo eléctrico uniforme, que se resolvió en la sec¬ 
ción 4.9. Así, eligiendo el origen de nuestro sistema de coordenadas en el centro de 
la esfera y la dirección de B 0 como la polar (dirección z), podemos expresar el 
potencial como una suma de armónicos de zona. Nuevamente, todas las condiciones 
en la frontera pueden ser satisfechas por medio de los armónicos de cos 6: 


<PÍ(r, 6) = A x r cos 0 + C x r 2 cos 0 


(9-49) 
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pua la regjón de vacío (1) fuera de la esfera, y 

P 

(jí>f(r, 0) = A 2 r cos 0 + C 2 r~ 2 cos 0 (9-50) 


para la región dei material magnético (2). Las constantes A u A 2 , Ci y C 2 deben 
determinarse de las condiciones en la frontera. 

A grandes distancias de la esfera, el campo magnético conserva su carácter 
uniforme:B = Bokycp * -► — (B 0 /ti 0 )r cos 0. En consecuencia, A í = — (B 0 /ti(£. Como 
<p * y su campo magnético asociado no pueden hacerse infinitos en ningún punto, el 
coeficiente C 2 debe igualarse con cero. Habiendo aplicado las condiciones en la 
frontera para r = oo y r = 0, volvemos nuestra atención a la zona interfacial 
en r = a: 

Hie = Hidi 

r — B 2r > 

O 

- (— ) sen 0 + ^4 sen 6 = A 2 sen 0, (9-51) 

\/W 

ç 

B 0 cos 0 + 2/i 0 cos 0 = — \iA 2 cos 9. (9-52) 

Resolviendo estas dos ecuaciones simultáneamente se tiene 


y 


a 2 — 


3 B q 

0 * + ifioY 


Ci = [(/i/Mo) — 1] 


B 0 a 3 

(^ + 2/i 0 ) n 


2 


de donde los campos magnéticos en el interior y en el exterior de la esfera están 
dados por 


3B 0 k 

1 + 2 (no/n) 


(9-53) 


y 


B í = B 0 k + 


(jjjf* o) - 1 

(n/no) + 2 



B 0 (2a r cos 9 + sen 0). 


(9-54) 


El segundo problema que deseamos resolver trata de un imán permanente. Nos 
gustaría determinar el campo magnético producido por una esfera magnetizada 
uniformemente, de magnetización M y radio a , cuando no están presentes otros 
campos magnéticos. Tomando la magnetización sobre el eje 2 y el origen de nuestro 
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sistema de coordenadas en el centro de la esfera, podemos desarrollar el potencial 
en armónicos de zona: 


Ç>TM)= I C Un r-" + "P m (6) (9-55) 

n = 0 

para Ia región de vacío (1) fuera de la esfera, y 

<PÍ(r,6)= t A 2 j .!*P.(0) (9-56) 

« =0 

para la región dei imán permanente (2). En el desarrollo (9-55), hemos exduido a 
propósito los armónicos con potências positivas de r, puesto que éstas tendrían un 
valor muy alto para grandes distancias, y hemos excluído también las potendas 
negativas de r en (9-56), puesto que serían infinitas en el origen. De las condiciones 
en la frontera para r = a : 

HlO = ^201 

r = 


obtenemos 


£ - A 2 , nt f)a - 1 A P n (0) = 0 (9-57) 

n =0 

y 

00 

PoCi, 0 a~ 2 + Ho £ P„(6)[C lt „(n+í)a~ {n+2) + n 0 M cos 9 = 0. 

n = 1 

s (9-58) 

f 

Ya que cada P n (6) es una función distinta de 6 , ninguna de ellas puede construirse 
de una combinación lineal de otras P n . En consecuencia, para que las ecuaciones 
(9-57) y (9-58) sean válidas, cada uno de los términos en que interviene una P n 
o una dP„/dd debe anularse individualmente. De los términos n = 0, 


y 



Po C uo a 2 = 0 . 


Por tanto, C u 0 = 0 y A 2 , o es indeterminado. Pero A 2 , o es simplemente el término 
constante dei potencial; esto puede igualarse a cero sin afectar a H o a B. 

De los términos n = 1, 


C ítí a 3 “ ^ 2,1 = 0 
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J 

fF 2 Cjj ^ + A 21 — Aí = 0, 

que pueden resolverse simultáneamente para dar 

C,,i = ^Ma 3 

y 

^2.1 = iM. I 

Para toda n ^ 2, las únicas C l n y A 2 „ compatibles con las dos ecuaciones son 
C Um = 0 y A 2i „ = 0. 

Poniendo estos resultados nuevamente en las ecuaciones (9-55) y (9-56) ob- 
tenemos 

<P*(r, 0) = jM(aV) cos 0 (9-59) 

y 


9*{ r , 0) = jMr cos 0. (9_60) 

La intensidad magnética H puede calcularse de la operación gradiente, con el 
resultado: 

Hj = jM(a 3 /r 3 )[2a r cos 0 + a 9 sen 0], (9-61) 

H 2 = -jMk. (9-62) 

Por tanto, el campo externo de la esfera uniformemente magnetizada es un campo 
dipolar, que proviene dei momento dipolar fjr« 3 M. La intensidad magnética dentro 
de la esfera es un campo desmagnetizante, resultado que concuerda con el campo E 
en el interior de un dieléctrico uniformemente polarizado. Por tanto, vemos que la 
esfera magnetizada está sometida a su propio campo desmagnetizante. El jjictor 2 = 
= (1 /4 tt)( 4jr/3) en la ecuación (9-62) depende explícitamente de la geometria esférica; 
la cantidad 4 ji/ 3 se llama factor de desmagnetización de una esfera. Los factores dè 
desmagnetización para otras formas geométricas han sido calculados y tabulados*. 

El campo magnético externo B x es exactamente n 0 multiplicado por la ecuación 
(9-61). La inducción magnética en la esfera es 


B 2 = boMk = inoM. 


(9-63) 


9.9 CIRCUITOS DE CORRIENTE 

QUE CONTIENEN MÉDIOS MAGNÉTICOS 

En el capítulo 8 estudiamos los campos magnéticos producidos por circuitos de 
comente en el vacío. Uno de los ejemplos considerados en los problemas (problema 
8.19) fue el de un toroide devanado uniformemente con N vueltas, que conduce una 

* Véase ’ P° r ejemplo, American Institute of Physics Handbook, 3* ed., Nueva York, McGraw-HilL 
1972, pags. 5-247. * 
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corriente de intensidad / (Fig. 9.12). Resolvamos nuevamente el problema dei toroide, 
pero ahora con la región interior dei enrollado llena de un material ferromagnético 
que supondremos homogéneo, isotrópico y originalmente desmagnetizado. El 
campo vectorial que se obtiene más fácilmente es la intensidad magnética, ya que está 
relacionada con la intensidad de corriente en el enrollado por medio de la ley de 
circuitos de Ampère, ecuación (9-31). Si aplicamos la ecuación (9-31) a una trayec- 
toria circular que es coaxial con el hueco dei toroide, tal como la trayectoria de trazos 
de la figura, los argumentos de simetria nos indícan que H es igual en todos los 
puntos de la trayectoria: 

H t l = N/, 


o 



(9-64) 


Fig. 9.12 


Un devanado toroidal. 



Aqui, el subíndice representa la componente tangencial a la trayectoria, y / = 2nr es la 
longitud total de la trayectoria. De la ecuaíión (9-26), 


B t = 


fio NI 
l 


+ Vo M t . 


(9-65) 


Asi, el campo magnético difiere dei caso en el vacío por el tér min o aditivo p 0 M r . 

Sólo la componente tangencial de B (y de H) se obtiene por el procedimiento 
anterior; sin embargo, ésta es la única componente que esperamos esté presente. 
Según la ecuación (9-27), hay dos clases de fuentes para la intensidad magnética: las 
corrientes transportadoras y el material magnetizado. Es fácil demostrar que la 
corriente en el devanado toroidal produce sólo un campo tangencial. Este devanado 
es equivalente a N espiras circulares de corriente; si las combinaciones por pares 
(Fig. 9.13), es evidente que cada par de espiras produce un campo tangencial en el 
punto en cuestión. 

La segunda fuente de H, el material magnetizado en si mismo, puede propor¬ 
cionar posiblemente una contribución por las densidades de polo: p M = — V*M y 

= M • n. Como el material ferromagnético dei toroide es isotrópico, M tendrá el 
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sentido que H. Pero M se generó como respuesta a las comentes dei 
devanado toroidal y este campo es tangencial. Por tanto, es probable que haya una 
sola Mt, por lo que podemos eliminar el subíndice í. Con esta premisa, no hay 
superfícies en la muestra toroidal que sean perpendiculares a M y, en consecuen- 
cia, no hay a M . Finalmente, p M debe ser igual a cero; aunque M pueda ser función de 
r (ía distancia al eje dei toroide), el término õM/õr no contribuye a la V • M. El 
resultado de interés es que el material magnetizado no contribuye a H en este caso y 
la ecuación (9-65) da todo el campo magnético. f 


Fig. 9.13 Naturaleza axial dei campo 
en un devanado toroidal, mostrada mediante 
la combinación por pares de los campos 
magnéticos de las espiras de corriente. 


Otro problema, algo más complicado que el anterior, es el de un devanado 
toroidal de N vueltas que rodean una muestra ferromagnética en la que se ha hecho 
un corte estrecho lleno de aire, de anchura d (Fig. 9.14). No haremos distinción entre 
un corte lleno de aire y uno de vacío, puesto que es evidente de la tabla 9.1 que la 
permeabilidad dei aire difiere sólo muy ligeramente de p 0 . En este problema la ley de 
circuitos de Ampère no es suficiente para determinar H, porque los argumentos 
de simetria no pueden ser invocados para decir que H es igual en todos los puntos de 
una trayectoria circular. Por tanto, vayamos primero a la ecuación base, (9-27). 

Nuevamente, observamos que hay dos contribuciones a la intensidad magnética, 
una, de las corrientes transportadoras y otra de la magnetización. Como el devanado 
toroidal es idêntico al dei problema anterior, la contribución a H de las corrientes 
transportadoras debe ser igual que antes. Representando esta contribución por el 
subíndice 1, podemos escribir 



H 1 


JVJ 
l ' 


(9-66) 


Fig. 9.14 Un devanado 
toroidal alrededor de un anillo 
de material magnético con 
un corte lleno de aire. 
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Ahora nuestro problema es evaluar H 2 o el término V<p*. Para conservar la 
sencillez dei problema, haremos la plausible suposición de que se tiene una magneti- 
zación uniforme tangencial M por todo el material ferromagnético; esto nos 
proporcionará toda la física esencial sin complicar el álgebra. Entonces, p M es igual a 
cero, pero (r M = ±M en las caras de los polos que limitan con el corte lleno de 
aire. La situación nos recuerda mucho a la dei problema electrostático en el que 
interviene un condensador cargado de placas paralelas. De hecho, la formulación 
matemática dei potencial es idêntica en los dos ícasos. Si el corte lleno de aire es 
excesivamente angosto, entonces, aproximadamente, 


H 2 = M (en el hueco), 

H 2 = 0 (en cualquier otro sitio). (9-67) 


Sin embargo, este resultado no es compatible con la ley de circuitos de Ampère, 
puesto que 

jfídl = j (H 1 + H 2 ) dl = NI + Mdj= NI 

a menos que d sea despreciablemente pequena. Para un corte angosto lleno de aire, 
pero no despreciablemente pequeno, una mejor aproximación es 


H 2 = M 11 — - j (en el hueco), 
d 

H 2 = —M - (en el material), (9-68) 


lo que no sólo satisface la ley de circuitos j|e Ampère, sino que también tiene en 
cuenta la continuidad de la componente normal de B a través de las caras polares. 

Combinando las ecuaciones (9-66) y (9-68) y sustituyendo el resultado en la 
ecuación (9-26): 

B = /i 0 (H + M), 


encontramos que 


= *>NJ 
l 


+ /toM 


t) 


(9-69) 


tanto en el hueco como en el material magnético. Para resolver completamente el 
problema, sólo tenemos que conocer la relación 


M = 


Para el «hierro dulce», Xm puede considerarse constante. 
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CIRCUITOS MAGNÉTICOS 

P 

Como hemos visto, las líneas de flujo magnético forman curvas cerradas. Si todo el 
flujo magnético (o sustancialmente todo) asociado con una determinada distribución 
de corrientes se confina a una trayectoria bastante bien definida, entonces podemos 
hablar de un circuito magnético. Por tanto, los ejemplos expuestos en la sección 9.9 
son circuitos magnéticos, puesto que el flujo magnético se confina a una región 
interior al devanado toroidal. En el primer ejemplo, el circuito consistió enf un solo 
material, un anillo ferromagnético ; en el segundo caso, sin embargo, encontramos un 
circuito de dos materiales en serie: un material ferromagnético y un hueco de aire. 

Consideremos un circuito en serie más general, de vários materiales rodeados por 
un devanado toroidal de N vueltas que conduce una corriente de intensidad /, 
como el de la figura 9.15. De la aplicación de la ley de circuitos de Ampère a una 
trayectoria que sigue el circuito (la trayectoria punteada en la figura), obtenemos 

§Hdl = NI. 


Conviene expresar H en cada punto de la trayectoria en función dei flujo magnético 
O; empleando B = g.H y O = BA, donde A es el área de la sección transversal dei 
circuito en el punto bajo consideración, vemos que 


Como estamos estudiando un circuito magnético, esperamos que O sea esencialmen- 
te constante en todos los puntos dei circuito; en consecuencia, podemos eliminar O 
de la integral { 


4 > 


± = NL 

M 


(9-70) 


Esta es la ecuación básica dei circuito magnético, que nos permite obtener el flujo O 
en función de los parâmetros dei circuito. 

La ecuación (9-70) nos recuerda una ecuación semejante para un circuito de 



N vueltas 


Trayectoria 


Fig. 9.15 Un circuito magnético. 
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•■mente en serie: IR = V. Por analogia, definimos una fuerza magnetomotriz 

Itan): 

fmm = NI, (9-71) 


j la reluctancia 3t, 



p ttzan do estas definiciones, podemos volver a escribir (9-70) como 



(9-72) 


(9-70a) 


S el circuito está formado por varias partes homogéneas, cada una de sección 
transversal uniforme, la reluctancia puede calcularse aproximadamente por: 


= y-V= y st.. 
j Rj a j j 


(9-72a) 


En consecuencia, la reluctancia total dei circuito en serie es la suma de las 
rductancias de los elementos individuales. La analogia entre los circuitos magnéticos 
y los de corriente es aún más estrecha de lo que se ha indicado, puesto que la 
resistência de un circuito de corriente está dada por 



dj_ 

gÃ' 


que difiere de (9-72) sólo por la sustituciónMe g por Debido a esta analogia, es 
evidente que las combinaciones de reluctancias en serie y en paralelo pueden 
combinarse de la misma forma que las de resistendas en serie y en paralelo. 

El concepto de circuito magnético es más útil cuando se aplica a drcuitos que 
contienen materiales ferromagnéticos, pero precisamènte para estos materiales 
experimentamos cierta dificultad. Para un material ferromagnético, /i = g{H), y no 
conocemos H en el material hasta que el problema dei drcuito está completamente 
resuelto y G> está determinado. Sin embargo, la situadón no es irremediable; de 
hecho, el problema puede resolverse con bastante fadlidad por un procedimiento 
iterativo: (1) Como primera aproximación, podemos considerar H = iV/// total , donde 
/ total es I a longitud total dei circuito. (2) La permeabilidad de cada material dei 
drcuito se obtiene para este valor de H a partir de la curva de magnetizadón 
adecuada. (3) Se calcula la reluetanda total dei drcuito, y (4) el flujo <t> se calcula de la 
ecuadón (9-70a). (5) de O, se hallan las intensidades magnéticas en los diversos 
elementos y se vuelven a determinar las permeabilidades. (6). El procedimiento se 
repite, partiendo nuevamente dei número (3). Generalmente, son sufidentes una o 
dos iteraciones para determinar con un porcentaje muy bajo de error. 
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La reluctancia 9t- s es inversamente proporcional a la permeabilidad /i,. Como la 
penneabilidad dei material ferromagnético puede ser 100 veces /i 0 , 10*/Xo ° aun 
10 5 fiç en algunos casos, es evidente que el material ferromagnético forma una 
trayectoria de baja reluctancia para el flujo magnético. Si el flujo magnético 
encuentra dos trayectorias paralelas, una de alta reluctancia M h , y otra de baja 
reluctancia entonces la mayor parte dei flujo pasará por la trayectoria de baja 
reluctancia y la reluctancia equivalente de la combinación está dada por 01 = il 
(&„+&,). Observando ahora la figura 9.16, vemos que si los materiales A, Ê y C son 
ferromagnéticos, la mayor parte dei flujo seguirá el anillo ferromagnético, porque la 
trayectoria de aire entre los extremos dei solenoide tiene una reluctancia relativamen¬ 
te alta. Así, los circuitos magnéticos de las figuras 9.15 y 9.16 son esencialmente 
equivalentes. 



vueltas 


Fig. 9.16 Este circuito magnético es equivalente 
al de la figura 9.15 si las permeabilidades 
de A, B y C son grandes. 


Si los materiales B y C son ferromagnéticos, pero A representa un hueco lleno 
de aire, los circuitos no son equivalentes, porque hay una fuga d* flujo en los 
extremos dei solenoide de la figura 9.16. La cantidad de flujo que saie dei circuito 
depende de la razón entre la reluctancia dei circuito magnético y la trayectoria de 
fuga. Cuando el hueco lleno de aire A es pequeno comparado con la longitud dei 
solenoide, el flujo de fuga es pequeno y en cálculos aproximados puede despreciarse. 
La reluctancia de la trayectoria de fuga se ha determinado para muchas formas 
geométricas comunes y se puede encontrar en vários manuales de consulta conven- 
cionales*. El concepto de circuito es seguramente una aproximación más burda en el 
caso magnético que en el eléctrico, porque (1) la razón entre la reluctancia dei 
circuito y la reluctancia de fuga no es tan pequena como la razón entre las re¬ 
sistências correspondientes dei caso eléctrico, y (2) las dimensiones laterales dei 
circuito magnético no son generalmente despreciables en comparación con su 
longitud; sin embargo, se ha probado que el concepto dei circuito magnético es 
extremamente útil. 


* Véase, por ejemplo, S. A. Nasar y L. E. Unnewehr, Electromechanics and Rotating Electric Machines 
(Nueva York, Wiley, 1978), y F. N. Bradley, Materials for Magnetic Functions (Nueva York: Hayden Book 
Co., 1971), pág. 162. 
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*9.11 CIRCUITOS MAGNÉTICOS QUE CONTIENEN 
IMANES PERMANENTES 

El concepto de circuito magnético es útil también cuando se aplica a circuitos de 
imanes permanentes, es decir, a circuitos de flujo en los que O tiene su origen en un 
material permanentemente magnetizado. Veremos que es conveniente usar la abre¬ 
viatura P-M para el imán permanente. Debido a la relación complicada B-H en el 
material P-M, el procedimiento descrito en la sección anterior no es adecuado 
para el problema que tenemos ahora. Por esto, volveremos nuevamente a la ley de 
circuitos de Ampère, aplicada ahora a la trayectoria de flujo dei circuito P-M: 

| H dl = 0, 

O 

f H dl = — f H dl (9-73) 

a b (p-M. 

Al escribir la ecuación (9-73) suponemos explícitamente que el material P-M está 
entre los puntos b y a de la trayectoria dei flujo, mientras que de a a b la trayectoria 
dei flujo no encuentra material P-M. El uso de B = fiH y <X> = BA en el primer 
miembro de la ecuación (9-73) da 

c b dl c a 

O I —7 = — f H dl (9-74a) 

<2 (> (P-M) 

El flujo magnético O es continuo en todo el circuito, de modo que G> = B m A m , donde 
B m es el campo magnético en el imán permanente y A m es el área de la sección 
transversal. El segundo miembro de la ecuaÃón (9-74) puede escribirse como — H m l m , 
donde H m es la intensidad magnética promedio dei imán y l m es su longitud. Por 
tanto, 


= -HJ m (9-74b) 

es la ecuación que relaciona las cantidades desconocidas B m y H m . Esta ecuación se 
puede resolver simultáneamente con la curva de histéresis dei imán para dar tanto B m 
como H m . 

Como ejemplo de un circuito P-M, consideremos el circuito compuesto por un 
imán, un hueco lleno de aire y hierro dulce (Fig. 9.17). Es importante darse cuenta de 
que el hierro dulce no es un material P-M; su histéresis es realmente despreciable 
comparada con la dei imán, y & = BJHí es una cantidad positiva. La reluctancia 0t ah 
está dada por 


h 


iab — 


+ - 


L 


Ui Ai fi 0 A 


(9-75) 










m fundamentos de la 


teoría electromagnética 



Fie 917 Un circuito de imán permanente. Para 
el circuito mostrado, actúa sobre el iman un 
campo desmagnetizante bastante grande, este 
nuede reducirse al aumentar la iongitua 
dei material P-M (por ejemplo. colocando imanes 
adicionales en las extremidades dei circuito). 


puede, generalmente, calcularse aproximadamente por 


l áb 


l 0 

M 0 A g ’ 


que 


cuando se combina con (9-74b), nos da 

LA 




(9-76) 


. n ri i ~ oráfiríi de esta ecuaciòn, junto con la curva de 

una relación lineal entre B m y ■ S . intersección de las dos curvas da el 

STÍ '"s£ r r 1,o: oonociendo *■ 

P V ■ y ra^imontp el fluio $ v la denstdad de flujo a g . 

se determinan facilmente ei iiuj y . pi nnmero es: ;Oue se 

Sin embargo, hay dos P“ n * os q “®primera aproximación, podemos 

utiliza para el ti cia dei polo dei hierro dulce y si ejjhueco lleno de 

considerar A g igual a) area ae ta f -Hmiada No entraremos en una 


Fig. 9.18 Línea desmagnetizante para 
un circuito magnético. (El subíndice m 
significa imán.) Como se construye 
la gráfica de p 0 i/„ en lugar de H m , 
la pendiente de la recta desmagnetizante 
es exactamente -(l m Ajl g AJ\ en otras 
palabras, un número puro. 


„ u 

Bm = — i T 
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magnéticos. No obstante, para los problemas que se presentan en este libro, 
supondremos generalmente que el flujo de fuga puede despreciarse. 

Finalmente, observamos que H m , tal y como se determino en la figura 9.18, es ne¬ 
gativa ; esto es, la intensidad magnética dei imán es un efecto desmagnetizante. Este es 
un resultado general; cuando el flujo magnético tiene su origen en un imán perma¬ 
nente, entonces el imán mismo está sometido a un campo desmagnetizante. 


9,12 RESUMEN 

En el capítulo 4 senalamos que la respuesta de un medio (dieléctrico) a un campo E era 
una densidad de carga de polarización p P = - V * P (a P = n • P), donde P = *E; en 
el capítulo 7 se vio que la respuesta de un medio (conductor) a un campo E era una 
densidad de comente transportadora J = gE. Encontramos ahora que la respuesta 
de un medio (magnético) a un campo B es otro tipo de densidad de corriente, la 
corriente de magnetización atómica, 


J M = V x M (j M = - n x M), 


donde M = dmjdv es el momento magnético por unidad de volumen dei material. El 
potencial vectorial debido a la magnetización es 



El campo total B causado por la corriente transportadora estacionaria más la 
corriente de magnetización satisface 


V x B — /i 0 (J + J*)l 


Obsérvese que V* J M = 0. Es conveniente definir el campo vectorial 


H = — B - M, 
Ho 


de modo que V x H — J con solamente las comentes transportadoras convenciona- 
les como fuentes. Para un medio particular, la ecuación constitutiva 


M = X m (H)H 


debe conocerse. Combinada con la defmición de H, se tiene 


B = /i(H)H, 
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j fruwtf» p = ^ 0 (l + y m ). Esta relación, junto con las ecuaciones diferenciales 


V • B = 0, 
V x H = J 


determina los campos B y H, sujetos a las condiciones en la frontera 

B 2 „ - B ln = 0, 


H 2 , — H 1( = j xn 2 . 

1. La mayoría de los materiales son diamagnéticos (y m < 0) o paramagnéticos 
(Xm > 0); en cualquiera de los casos, |/ m | ^ 1. Los materiales magnéticos de importân¬ 
cia práctica son ferromagnéticos. Para estos, |y m | puede ser mayor de 1000, pero 
B = B(H) no es lineal y no tiene valor único (histéresis). 

2. Debido a que V x H = 0, en los problemas en que no hay corrientes transporta¬ 
doras es conveniente usar el potencial escalar, 

H = -V<p* 

Como V • B = 0, V • H = — V • M, de modo que q>* satisface la ecuación de Poisson 

V 2 <p* = V • M. 

Una solución es 



donde p M = -VM, o M = n-M. (Esto es útil si M es una función dada.) 


3. En los problemas de médios lineales o que tienen M uniforme, V • H = 0 y <p* 
satisface la ecuación de Laplace. Estos problemas son idênticos a los correspon- 
dientes problemas electrostáticos sin densidad de carga externa. 

4. Con corrientes transportadoras, la integral de V x H = J es la ley de Ampère 

Jh • d\ = I. 

5. La solución para H se divide en una parte debida a la comente transportadora 
y otra debida a los materiales magnéticos: 



[La evaluación dei segundo término depende dei conocimiento de M(H).] 
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6 . En presencia de materiales ferromagnéticos con ^ grande, una aproximación útil 
puede ser considerar que todo el flujo O está confinado en un volumen conocido. 
Entonces 


NI = <b$ 


donde la reluctancia 



se puede calcular para cada elemento dei circuito magnético. 


PROBLEMAS 

9.1 Un imán permanente tiene la forma de un cilindro circular recto de longitud L. Si la 
magnetización M es uniforme y tiene la dirección dei eje dei cilindro, encuentre las densidades 
de corriente de magnetización J M y j M . Compare la distribución de la comente con la de un 
solenoide. 

9.2 Halle la distribución de comentes de magnetización correspondientes a una esfera 
uniformemente magnetizada con magnetización M. Según la ecuación (9-63), la inducción 
magnética B es uniforme en el interior de dicha esfera. ^Puede usar esta información para 
disenar un devanado por el que pase una corriente que produzca un campo magnético uni¬ 
forme en una región esférica dei espacio? 

9.3 (a) El momento magnético de un cuerpo macroscópico se define como J v M dv. 
Demuestre la relación 



donde S es la superfície que limita a V ( Sugerencia: Consulte el problema semejante dei 
capítulo 4 en el que interviene P.) (b) Un imán permanente en forma de esfera de radio R 
tiene una magnetización uniforme M 0 en la dirección dei eje polar. Determine el momento 
magnético dei imán tanto dei primer miembro como dei segundo miembro de la ecuación de la 
parte (a). 

9.4 (a) Se da un imán con magnetización específica: M(x, y, z). Cada elemento de volumen dv 
puede considerarse como un pequeno dipolo magnético M dv. Si el imán se coloca en un campo 
magnético uniforme Bq, halle el momento de rotación de la fuerza sobre el imán en función de 
su momento magnético (definido en el problema 9.3). (b) Un imán que tiene forma de 
cilindro circular recto de longitud L y àrea de sección transversal A se magnetiza uniforme- 
mente en dirección paralela al eje det cilindro con una magnetización Mq. El imán se coloca en 
un campo magnético uniforme B 0 . Halle el momento de rotación sobre el imán en función de 
sus densidades polares. 

9.5 Un elipsoide con sus ejes principales de longitudes 2a, 2a y 2b se magnetiza uniforme- 
mente en una dirección paralela al eje 2b. La magnetización dei elipsoide es M 0 . Encuentre las 
densidades magnéticas polares para esta geometria. 

9.6 Se da una cascara esferica, de radio interno R% y radio externo /? 2 , que se magnetiza 
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uniformemente en la dirección dei eje z. La magnetización dentro de la cáscara es M 0 = M 0 k. 
Bfffcuentre el potencial escalar <p* para puntos dei eje z, tanto dentro como fuera de la cáscara. 

9.7 Un imán permanente que tiene forma de cilindro circular recto de longitud L y radio 

R se orienta de tal forma que su eje de simetria coincida con el eje z. El origen de coordenadas 
está en el centro dei imán. Si el cilindro tiene magnetización axial uniforme M, (a) determine 
(p*{z) en puntos dei eje de simetria, tanto dentro como fuera dei imán, y (b) utilice los 
resultados dei punto anterior para encontrar la inducción magnética B z en puntos dei eje de 
simetria, tanto dentro como fuera dei imán. f 

9.8 Una esfera de material magnético de radio R se coloca en el origen de coordenadas. La 
magnetización está dada por M = (ax 2 + b) i, donde aybson constantes. Determine todas las 
densidades polares y las comentes de magnetización. 

9.9 Un anillo de hierro templado de longitud media 15 cm se enrolla con una bobina toroidal 
de 100 vueltas. Determine la inducción magnética en el anillo cuando la corriente en el 
devanado es: (a) 0.1 A; (b) 0.2 A y (c) 1.0 A. 

9.10 Un anillo de hierro dulce con un hueco lleno de aire de 1.0 cm se enrolla en forma 
toroidal como ilustra la figura 9.14. La longitud media dei anillo de hierro es de 20 cm, su sección 
transversal es 4 cm 2 , y su permeabilidad, que se supone constante, 3000 Mo- El enrollado 
de 200 vueltas lleva una corriente de 10 A. Halle B y H dentro dei anillo y en el hueco. 

9.11 Un cilindro largo de radio a y permeabilidad m se coloca en un campo magnético 
uniforme B 0 , de tal modo que el eje dei cilindro es perpendicular a B 0 . Calcule la inducción 
magnética dentro dei cilindro. Haga un diagrama semicuantitativo que muestre las líneas de 
inducción que pasan por el cilindro. (Suponga desde un principio que <p* puede determinarse 
completamente en función de los armónicos cilíndricos de cos 0. Esta suposición está 
justificada, ya que todas las condiciones en la frontera pueden satisfacerse en función de los 
armónicos de cos 0.) 

9.12 Un alambre de cobre largo y recto y un alambre de hierro largo y recto llevan la misma 
corriente / en un campo uniforme B, B 0 . Demuestre que la fuerza sobre el alambre de hierro es 
casi el doble de la fuerza sobre el alambre de cobre. ( Sugerencia: Utilice el r^ultado dei 
problema 9.11.) 

9.13 Un alambre que lleva una corriente / está dentro de un tubo cilíndrico de hierro. El tubo 
tiene rádios interior y exterior ay b, respectivamente una susceptibilidad constante x, y es coaxial 
con el alambre. Encuentre la densidad de corriente de magnetización y la corriente de magne¬ 
tización total. 

9.14 Dos médios magnéticos están separados por un plano interfacial. Demuestre que los 
ângulos formados por la normal a la frontera y los campos B en ambos lados satisfacen 

M 2 tg 0i = Mi tg 0 2- 

9.15 Un alambre recto que lleva una corriente 1 es paralelo a un plano infinito, encontrán- 
dose a una distancia d dei plano. El alambre está contenido en aire y el medio que está más allá 
dei plano tiene una constante de permeabilidad \i. Encuentre una corriente imagen que nos dé 
el campo correcto B en el aire si: (a) m = oo, (b) m = 0. (El caso (a) se aproxima a un material 
ferromagnético y el (b) describe un superconductor.) 

*9.16 Calcule el factor desmagnetizante para un cilindro largo que se magnetiza permanente- 
mente formando ângulos rectos con el eje dei cilindro. La magnetización es uniforme. 
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*9.17 Una cáscara cilíndrica grande (radio externo b, radio interno a, permeabilidad relativa 
K m ) se orienta en forma perpendicular a un campo de inducción magnética uniforme Bq. 
(a) Demuestre que la inducción magnética B, en la región de vaóío dentro de la cascara es paral el a 
a B 0 . (b) Demuestre que el factor de blindaje magnético h m está dado por 


9.18 


h 


m 


h = , , (*■ ~ l ) 2 

B , 4 K m 


Un circuito magnético que tiene forma de 




se enrolla con 100 vueltas de alambre que conduce una comente de 1 A. El devanado se 
localiza en el extremo izquierdo dei circuito. La altura dei circuito es de 10 cm, su longitud 
es de 20 cm, la sección transversal de cada extremidad es de 6 cm 2 , y su permeabilidad, que se 
considera constante, es 5000 fi 0 . Despreciando la fuga, calcule el flujo magnético por la 
extremidad central y también por el extremei derecho dei circuito. 

9*19 Un circuito magnético de la forma que muestra la figura 9.17 tiene un imán permanente 
de 8 cm de longitud, una longitud de trayectoria en hierro dulce de 16 cm y un hueco lleno de 
aire de 0.8 cm. La sección transversa] dei hierro y dei imán es de 4 cm 2 en promedio, mientras 
que el área de sección transversal efectiva dei hueco lleno de aire es de 3 cm 2 . La permeabilidad 
relativa dei hierro es 5000. (a) Calcule la densidad de flujo magnético en el hueco para dos 
imanes de distinto material: óxido sinterizado y acero al cobalto (35%). Desprecie la fu^_ 
(b) Las dimensiones dei circuito magnético se alteran en un sentido: el hueco lleno de aire se 
reduce a 0.8 mm. Repita el cálculo pedido en la parte (a). 

9.20 Halle la inducción magnética de una esfera uniformemente magnetizada para mm 
de los materiales que muestra la figura 9.9. 

9.21 Un circuito magnético de la forma que muestra la figura 9.17 tiene un imán de Alruco V 
de 10 cm de longitud, una trayectoria en hierro dulce de 16 cm y un hueco lleno de aire de 1 cm. 
También está enrollado con 800 vueltas-ampere de alambre (en un sentido tal qoe fortalece d 
flujo producido por el imán). Encuentre la densidad de flujo magnético en d hueco de 
aire. (Desprecie la fuga, considere K m = 5000 para el hierro dulce y suponga que las ff TTT Kff fff 
transversales dei imán, el hierro dulce y el hueco lleno de aire son iguales.) 
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teoria microscópica 

DEL MAGNETISMO 


t 


s? L r;'o o P = sara* 

fadlidad cómo se originan los diversos tipos de comportamiento magnético y, 
adtmâs deducir expresiones que predigan el orden de magmtud correcto de la 
susceptibilidad en algunos casos. Una discusión mucho más completa y detemdade 
los temas presentados aqui podrá encontraria el lector en hbros de física dei estado 

SOll En t la formulación macroscópica tratamos dos campos vectoriales, B y H, jg 
reladonamos por la ecuación B = fi 0 (H + M). Desde el punto de ™t^crosco P u:o 
la distinción entre B y H desaparece en gran parte, porque conSderamos u 
agrupación de moléculas (es decir, una agrupación de dipotos magnéticos o de grup 
dipolares) en e) vacío. Nos interesa el campo magnético cerca de una mo _ 
tÍo la posición de una molécula cuando ésta se quita dei — Porjrto 
B = » a H Aqui, el subíndice m indica «microscopico», pero en las siguientes 
secciones d"e este capítulo el símbolo B ra (y HJ representará un valor particular dei 
campo microscópico, es decir, el campo en la posicion de una molécula 

Es costumbre, cuando se estudia el campo microscopico dentro de u _ mdte ^ 
relacionar H con el campo H macroscópico, en lugar de B m con el campo B porque 
tanto H como H pueden escribirse sendllamente en fimcion de las mtegrales sobre 

SmSSSiiS! 1 corrientc , de dipolos. Sin embargo, .mporta mo, poco 

que sT calcule H. o B„. puesu, que diíiereu uuo de o.ro solo eu un fac.or de es- 
cala fi 0 . 


; P„y.,c, S ■ «d. Y-fc Wi,„. 197», 

caps. 14 y 15. 
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10.1 CAMPO MOLECULAR DENTRO DE LA MATÉRIA 

El campo magnético que es efectivo en la interacción con las comentes atómicas de 
un átomo o una molécula se llama campo molecular B m = ^ 0 H m . En algunos textos 
se le llama campo local Este es el campo magnético en una posición molecular 
(o atómica) dei material; es producido por todas las fuentes externas y por todos los 
dipolos moleculares dei material con excepción de la molécula (o dei átomo) en el 
punto que se está considerando. Es evidente que nó tiene que ser igual al campo 
de inducción magnética macroscópico, puesto que esta última cantidad está relacio¬ 
nada con la fuerza sobre un elemento de corriente cuyas dimensiones son grandes 
comparadas con las dimensiones moleculares. 

El campo molecular puede calcularse por un procedimiento semejante al de la 
sección 5.1 para el campo eléctrico molecular en un dieléctrico. Consideremos un 
objeto material de forma arbitraria, que por conveniência suponemos que está 
magnetizado uniformemente con magnetización M. Saquemos un pequeno pedazo 
dei objeto, dejando una cavidad esférica alrededor dei punto en el que el campo 
molecular se está calculando. El material que queda debe considerarse como un 
continuo; esto es, desde el punto de vista macroscópico. A continuación, volvemos a 
poner el material en la cavidad, molécula por molécula, excepto la molécula dei 
centro de la cavidad, donde estamos calculando el campo molecular. Las moléculas 
que se han vuelto a poner deben considerarse no como un continuo, sino como 
dipolos individuales o como grupos dipolares. 

El campo macroscópico H, la intensidad magnética de la muestra, puede expresar- 
se, según la ecuación (9-27), como 


H =iJ 


J X (r - r') 


" + sJ 


Pm( r ~ r ) 


|3 






|r 


donde las integrales se extienden sobre todas las fuerzas: J, p M y <r M . El campo 
molecular H m puede expresarse en forma semejante, excepto que ahora hay contribu- 
ciones adicionales de la superfície de la cavidad y de los dipolos individuales dentro 
de ésta. La integral de p^j — r')/|r — r'| 3 sobre el volumen de la cavidad no necesita 
excluirse específicamente, puesto que p M = — V * M = 0 en la muestra uniformemen¬ 
te magnetizada. Por tanto. 


H m = H + H s + H, 


(10-1) 


donde H es la intensidad magnética macroscópica de la muestra, H s es la contribu- 
ción de la densidad polar superficial om =M„* sobre la superfície de la cavi¬ 
dad y H' es la contribución de los diversos dipolos dei interior de la cavidad. 
De la deducción correspondiente en la sección 5.1, se ve que H s es 


H s = iM. 


(10-2) 
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Además, Ia contríbución dipolar, 


"■-s? 


3(111; • r;)r; 


mi 

„3 


(10-3) 


donde es la distancia dei i-ésimo dipolo al centro de la cavidad, tiene la misma 
forma que el término dei dipolo eléctrico correspondiente E' de la sección 5.1. Si 
restringimos nuestro interés al tipo bastante abundante de materiales para los cuales 
se anula (10-3), la ecuación (10-1) se reduce a 


H m = H + $M, 

(10-4) 

B m = fio H m . 

(10-5) 


Las ecuaciones (10-4) y (10-5) dan el campo molecular en función de la intensidad 
magnética macroscópica y la magnetización de la muestra. Para la mayoría de los 
materiales diamagnéticos y paramagnéticos, el término es despreciable- 

mente pequeno, pero para materiales ferromagnéticos la corrección es muy impor¬ 
tante. 


10.2 ORIGEN DEL DIAMAGNETISMO 

Para calcular la susceptibilidad diamagnética de un conjunto de átomos debemos 
saber algo acerca dei movimiento electrónico en el átomo mismo. Supondremos que 
cada electrón circula alrededor dei núcleo atómico en alguna clase de órbita y, por 
conveniência, elegiremos una órbita circular de radio R en un plano perpendicular al 
campo magnético aplicado. La mecânica cuántica nos dice que aun cuando esta 
forma de razonamiento es aproximadamente correcta, los electrones no circulan en 
órbitas bien definidas. Para resolver adecuadamente el problema, tendriamos que 
resolver la ecuación de Schroedinger para un electrón atómico en un campo magné¬ 
tico ; sin embargo, nuestro cálculo «clásico» un poco ingênuo da el orden de mag- 
nitud correcto para la susceptibilidad diamagnética. 

Antes de que se aplique el campo de inducción magnética, el electrón está en 
equilibrio en su órbita: 


F q = m e (olR, (10-6) 

donde F q es la fuerza eléctrica que mantiene al electrón en su átomo, co 0 es la 
frecuencia angular dei electrón en su órbita y m e es la masa dei electrón. La aplicación 
de un campo magnético ejerce una fuerza adicional — e\ x B m sobre el electrón; 
suponiendo que el electrón permanece en la misma órbita, se encuentra que 


F q + ea>RB m = m e co 2 R , 
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que, cuando se combina con la ecuación (10-6), da 


±ea)B m = m e (co — co 0 )(co + a> 0 ). (10-7) 

La cantidad A co = co — co 0 es el cambio en la frecuencia angular dei electrón. De aqui 
que el electrón se acelera o bien disminuye su velocidad en su órbita, dependiendo 
de la forma geométrica detallada (es decir, dei sentido de v x B m con respecto a F q ), 
pero en cualquier caso el cambio en el moment<| magnético orbital está en sentido 
opuesto al dei campo aplicado. Este enunciado puede ser verificado fácilmente por él 
lector. 

Aun para los mayores campos que pueden obtenerse en el laboratorio (~ 100 T), 
A co es muy pequeno comparado con <n 0 , de modo que (10-7) puede siempre calcularse 
en forma aproximada por 

Aco = ±^~ B m . (10-8) 

2 m e 

La cantidad ( el2m e )B m se llama frecuencia de Larmor. 

Hasta este punto hemos supuesto simplemente que el electrón permanece en la 
misma órbita. Utilizamos esta suposición junto con el equilibrio de fuerzas para 
deducir (10-8). Para que el electrón permanezca en su órbita, el cambio en su energia 
cinética, como se determino por la ley de inducción de Faraday, debe ser consistente 
con la ecuación (10-8). Cuando se comienza a generar el campo magnético, hay un 
cambio en el flujo a través de la órbita, dado por nR 2 A B m . Este flujo se enlaza por An 
espiras orbitales electrónicas, donde An es el número de revoluciones realizada s por 
el electrón durante el tiempo en que el campo cambia. El flujo variable product una 
fem de acuerdo con la ley de Faraday: 

S = nR 2 An =f nR 2 ^ AB m . (10-9) 

aí * dt 


La energia dada al electrón en este proceso es Se y esto aparece como un cambio en 
la energia cinética: 

jm e R 2 (a> 2 — cúq) = enR 2 ^ A B m , (10-10) 


Pero A B m es sólo el valor final dei campo B m y el valor promedio de dn/dt = 
= (co + ft>o)/47T. Así, 




de acuerdo con la ecuación (10-8). Por tanto, la suposición de una órbita constante 
no conduce a una contradicción entre (10-9) y la ecuación de las fuerzas. El 
diamagnetismo es el resultado de la ley de Lenz operando a escala atómica. Bajo la 
influencia de un campo magnético, las comentes electrónicas en cada átomo se 
modifican de tal modo que tienden a debilitar el efecto de este campo. 
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El cambio en la velocidad angular predicho por la ecuación (10-8) produce un 
cambio en el momento magnético dado por 


Am = nR 2 B m 

2n 2 m e 


4 m t 




(10-11) 


Para hallar la magnetización, este resultado debe sumarse sobre todos los electrones 
en una unidad de volumen. Para una sustancia que contiene N moléculas por umdad 
de volumen, todas de la misma especie molecular, 


.. Ne 2 Ho „ 

M =- 

4m„ 


I Rf, 


( 10 - 12 ) 


donde la suma se efectúa sobre los electrones de una molécula. Para matenales 
diamagnéticos, H m difiere muy poco de H, de modo que la susceptibilidad diamag- 
nética 

Ne*l*o y R 2 (10-13a) 

Xm 4 m e r '■ 


Este resultado se ha obtenido suponiendo que todos los electrones circulan en planos 
perpendiculares al campo H m Cuando la órbita se inclina, de modo que una normal 
a la órbita forma un ângulo fl, con el campo, sólo la componente de H m a lo largo de 
esta normal (H m cos0,) es efectiva para alterar la velocidad angular dei electrón. 
Además, la componente de Am paralela al campo es menor en un factor cos 0 : . Por 
tanto, una mejor aproximación a la susceptibilidad diamagnética e^ 

= _NfVoy R?cos 2 fl (10-13b) 

Ám 4m. ; 


El diamagnetismo probablemente está presente en todo tipo de matéria, pero su 
efecto está frecuentemente oculto por un comportamiento paramagnético o ferro¬ 
magnético más intenso que puede tener lugar simultáneamente en el material. El 
diamagnetismo es particularmente notable en los materiales que consisten com¬ 
pletamente en átomos o iones con «capas electrónicas cerradas», ya que, en estos 
casos, todas las contribuciones paramagneticas se cancelan. 


10.3 ORIGEN DEL PARAMAGNETISMO 

El movimiento orbital de cada electrón en un átomo o molécula puede describirse en 
función de un momento magnético; esto se deduce directamente de la ecuación 
(8-22). Además, se sabe que el electrón tiene una propiedad intrínseca llamada espín, y 
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un momento magnético intrínseco asociado a esta carga con espín. De este modo, 
cada molécula tiene un momento magnético que es la suma vectorial de los mo¬ 
mentos orbitales y de espín de los diversos electrones de la molécula. En resumen, el 
paramagnetismo resulta de la tendencia de estos momentos moleculares a alínearse 
con el campo aplicado, así como el circuito de corriente de la ecuación(8-19) tiendea 
alinearse con el campo. 

Sin embargo, la situación no es tan clara como la de un circuito de corriente. De 
hecho, hay dos complicaciones: (1) en presencia de un campo magnético, los 
movimientos electrónicos están cuantizados de tal modo que cada momento orbital 
y de espín tiene sólo un conjunto discreto de orientaciones relativas al sentido dei 
campo. Además, dos electrones de la molécula no pueden ocupar el mismo estado 
cuántico, de modo que si hay suficientes electrones por molécula para llenar las 
«capas electrónicas», entonces se utilizan todas las posibles orientaciones y m, es 
cero. Es claro que el paramagnetismo puede tener lugar sólo cuando m, ^ 0. (2) El 
movimiento electrónico dentro de un átomo que da origen a m, también produce un 
momento angular con respecto al núcleo atómico; de hecho, ni; está linealmente 
relacionado con este momento angular. Bajo estas condiciones, el momento de 
rotación magnético no alinea directamente el momento dipolar m, con el campo, 
sino que causa un movimiento de precesión con respecto al campo con una 
inclinación constante*. Los átomos (o las moléculas) en nuestro sistema material 
están en contacto térmico entre sí. En un gas o en un líquido, los átomos están 
sufriendo continuamente colisiones unos con otros; en un sólido, los átomos están 
experimentando una oscilación térmica. Bajo estas condiciones, los diversos na, 
pueden intercambiar la energia magnética con la energia térmica de su medio 
ambiente y hacer transiciones de un estado de precesión a otro de una inclinación 
distinta. La energia térmica dei sistema trata de actuar de tal modo que produzca una 
orientación completamente aleatória de m ; , pero las orientaciones a lo largo de la 
dirección dei campo o cercanas a ella tienen una menor energia magnética y, por 
tanto, son favorecidas. La situación es baftante semejante a la de las moléculas 
polares de un campo eléctrico, que se discutió en la sección 5.3. 

Para un material compuesto totalmente de una especie molecular, en el que cada 
molécula tiene un momento magnético m 0 , la orientación fracdonaria está da da en 
forma aproximada por la función de Langevin, ecuación (5-2IX con 


m 0 fi 0 H m 

' y kT ‘ 

(10-14) 

La magnetización está dada por 


IM | = Nm 0 |cotg/i y - 

(10-15a) 


* Una discusión de la precesión de m t en un campo magnético uniforme se da en diversos textos. 
Véase, por ejemplo, H. Goldstein, Classical Mechanics (Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1950), 
págs. 176-77. 
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tafeNcsd número de moléculas por unidad de volumen. Excepto para tempera- 
n cercanas al cero absoluto, la función de Langevin puede calcularse aproxima- 
damente por el primer término de su serie de potências: 

M= ^f MoHm ’ (10 ' 15b) 

que da la susceptibilidad paramagnética 

_ Nmliio 
Xm ~~ 3/cT 

Según la teoria atómica, m 0 está en el intervalo de unos cuantos magnetones de Bohr 
(1 magnetón de Bohr = ehj^nm e , donde h es la constante de Planck). Las ecuaciones 
(10-16) y (10-13b) toman en cuenta el orden de magnitud de las x m de la tabla 9.1. 

Podemos resumir brevemente los resultados de esta sección como sigue: Para 
poder presentar un comportamiento paramagnético, los átomos (o las moléculas) dei 
sistema deben tener momentos magnéticos permanentes, y éstos tienden a orientarse 
en el campo aplicado. Los diversos momentos moleculares se desacoplan; esto es, 
precesan alrededor dei campo magnético individualmente (no al unísono), pero 
pueden intercambiar energia debido a su contacto térmico con su medio ambiente. 
Excepto a temperaturas cercanas al cero absoluto y para grandes campos simultâ¬ 
neos, la magnetización es mucho menor que el valor de saturación que se obtendría 
cuando todos los momentos dipolares se alinearan. 


(10-16) 


10.4 TEORIA DEL FERROMAGNETISMO 

J 

En materiales ferromagnéticos, los momentos magnéticos atómicos (o moleculares) 
están casi alineados, aun en ausência de un campo aplicado. La causa de esta 
alineación es el campo molecular H m que, según la ecuación (10-4), no se anula 
cuando H = 0 a menos que M se anule simultáneamente. Una magnetización M da 
lugar a un campo molecular, pero a menos que este campo molecular produzca la 
misma magnetización M que se supone que existe en el material, la solución es incon¬ 
sistente. Nuestro problema consiste en determinar bajo qué conjunto de circuns¬ 
tancias puede mantenerse la magnetización por sí misma via el campo molecular. 

Se demostrará que es necesario generalizar la ecuación (10-4) hasta cierto grado. 
Para el campo molecular, escribiremos H m = H + yM, que, para H = 0, se re- 
ducirà a 


H m = yM. (10-4a) 

Según la teoria sencilla de la sección 10.1, y = Si los términos de la ecuación (10-3) 
no suman cero, y puede diferir de sin embargo, es probable que y sea de este orden 
de magnitud. 
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Restrinjamos nuestra atención a un material compuesto completamente de una 
especie atómica, teniendo cada átomo un momento magnético m 0 . Hay N átomos 
por unidad de volumen. Si los momentos atómicos van a estar casi alineados, M debe 
kt una fracción importante de Nm 0 ; no obstante, con el fin de concretar, digamos 

oue 

M > 0.7 Nm 0 . (10-17) 

Según la ecuación (10-15), esto implica que [cotg/i y — (1 y)] > 0.7 o y [que se define 
por la ecuación (10-14)] > 3. Por tanto, 


m 0 fi 0 H m ^ 
y L^T > 


que, cuando se combina con (10-4a) y (10-17), da 


0.7 


kT 


(10-18) 


Esta es (aproximadamente) la condición para que tenga lugar el ferromagnetismo. 

En la sección anterior se dijo que la teoria atómica predice que m 0 está en un 
intervalo de pocos magnetones de Bohr. Con esto como base, la ecuación (10-18) 
requiere una y de aproximadamente 10 3 , lo cual es mayor en muchos ordenes de 
magnitud de lo que puede tomarse en cuenta en la deducción presentada en la 
sección 10.1. Parecería entonces que el origen dei ferromagnetismo es considerable- 
mente más complejo que la situación correspondiente en los ferroeléctricos (discutida 
en la sección 5.4). 

En 1907, Pierre Weiss* formulo su teoria dei ferromagnetismo. Weiss aprecio el 
papel esencial que desempena el campo molecular; no pudo explicar el gran valor de 
7 . pero lo aceptó como un hecho y siguió aesarrollando su teoria a partir de ese 
punto. Se encontro que las predicciones de su teoria concordaban bastante bien con 
los experimentos. Por esta razón, el campo molecular de la ecuación (10-4a) se 
Dama a menudo campo molecular de Weiss. 

Quedó para Heisenbergf, unos veinte anos más tarde, el explicar el origen dei 
gran valor de y. Heisenberg demostro, primero, que sólo los momentos magnéticos 
dei espín contribuyen al campo molecular y, en segundo lugar, que el campo es 
producido básicamente por fuerzas electrostáticas. Tomando como base la mecânica 
cuántica, demostro que cuando los espines de los átomos vecinos cambian de un 
alineamiento paralelo a otro antiparalelo, tiene que haber un cambio simultâneo en 
la distribución de carga electrónica en los átomos. El cambio en la distribución 
de carga altera la energia electrostática dei sistema y, en algunos casos, favorece la 
alineación paralela (esto es, ferromagnetismo). Una energia dependiente dei espín, o 


* P. Weiss. Journal de Physique , 1907, vol. 6, pág. 667. 
t W. Heisenberg, Zeitschrift fir Physik, 1928, vol. 49, pág. 619. 
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Fig. 10.1 Determinación 
de la magnemación espontânea 
M(D con ayuda cie la luncióp 
de Langevin. 


sea una energia que depende de la configuración dei espín dei sistema, puede 
considerarse en términos de la fuerza (o momento de rotación) que se produce obre 
uno de los átomos cuando se altera la configuracion. El campo equivalente resulta ser 
proporcional a M, pero con un coeficiente que depende en detalle de la distnbucion 

de carga dei átomo bajo consideración. , . , , , 

La teoria de Weiss-Heisenberg puede utilizarse para predecir la forma en que la 
magnetización de un ferroimán cambia con la temperatura. Es evidente que la teoria 
describe el ferromagnetismo como el caso limite dei paramagnetismo en un campo 
magnético extremadamente grande, pero este campo proviene de la magnetización 
misma. Combinando la ecuación (10-4a) con (10-14) y (10-15) se tiene 


M = Nm 0 


cotg h y — 


1 


(10-19) 


y 


M = 


kTy 

yno m o 


( 10 - 20 ) 


La magnetización espontânea , es decir, la magnetización en un campe externo cero, 
pára una tempera,uía dada. se obtiene de la soludón simultânea A ecuacmnes 
(10-19) v (10-20). Esto se bace fácilmente por un procedimiento grafico, cons r y 
do una gráfica de M en función de y para ambas ecuaciones, (10-19) y (10-20), como se 
indica en la figura 10.1. La intersección de las dos curvas da una magnetización M(T) 
que es consistente con ambas ecuaciones. A medida que la temperatura aumenta 
la curva lineal, ecuación (10-20), aumenta su pendiente, pero la ecuación (10-19) no 
cambia. Por tanto, el punto de intersección se mueve bacia la izquierda en la figura, y 
se obtiene un valor menor para la magnetización espontânea. Finalmente, se alcanza 
una temperatura a la que la ecuación (10-20) es tangente a (10-19) en el or'gen^a esta 
temperatura, y a otras mayores, la magnetización espontânea es cero. Esta tempera¬ 
tura es la temperatura Curie, T c , por encima de la cual la magnetización espontânea se 
anula y tiene lugar el comportamiento paramagnético ordinário. 

Una gráfica de M(T) en función de la temperatura, obtemda segun el procedi- 
miento anterior, se ilustra en la figura 10.2; esto concuerda aproximadamente con 


* Las detalladas correcciones cuánticas a la teoria presentada aqui hacen que la curva teórica tenga 
una buena concordância con los experimentos. 
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Fig. 10.2 La magnetización de un material ferromagnético como función 
de la temperatura. T c se llama temperatura Curie. (La curva ilustrada 
se ha calculado con ayuda de la función clásica de Langevin; las correcciones 
de la mecânica cuántica cambian un poco la forma de la curva, hadendo 
que concuerde con los datos experimentales.) 


los valores de la magnetización espontânea determinados experimentalmente para 
an material ferromagnético. 


M 5 DOMÍNIOS ferromagnéticos 

Según la secdón anterior, una muestra ferromagnética deberá magnetizarse casi 
hasta la saturadón (independientemente de su historia anterior) a temperaturas por 
debajo de la temperatura Curie. Esto parece contradedr la observadón. Por ejemplo, 
abemos que una muestra de hierro puede existir en estado magnetizado o des- 
■agnetizado. La respuesta a esta aparente paradoja es que un material ferromag¬ 
nético se divide en domínios; cada dominio está totalmente magnetizado según los 
■sultados de la secdón anterior, pero los diversos domínios pueden orientarse al 
azar (Fig. 10.3) y, por tanto, presentar un aspecto desmagnetizado desde d punto de 
vâta macroscópico. El primero que postulo la presenda de domínios fue Weiss, 
ca 1907. 

Al pasar de un dominio a otro adyacente, el vector dei momento atómico, m 0 , 
gpra gradualmente desde su dirección original a otra nueva en el curso de unos 100 
itomos (Fig. 10.4). Esta región entre los dos domínios se llama pared de dominio . 
ftodría parecer que un momento de espín atómico en la región de la pared está sujeto 
a an campo molecular ligeramente menor que el de un momento de espín atómico 
dentro dei propio dominio. Esta observación favoreceria de por sí una sola configu- 



(*) 



(b) 


Fig. 103 Estructuras de domínios 
ferromagnéticos: (a) monocristal, 

(b) muestra policristalina. 

Las flechas representan la direcdón 
de magnetizadón. 
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Fig. 10.4 Estructura de la región de transición, 
o «pared de Bloch», entre los dominios 
de un material ferromagnético. 

ración de dominio. Por otra parte, una muestra que consiste en un solo dominio debe 
mantener un gran campo magnético externo, mientras que una muestra de dominios 
múltiples tiene una menor «energia magnética» asociada con su estructura de campo. 
Por tanto, la estructura de dominios múltiples es, por lo general, energéticamente 
favorecida. 

Los aspectos macroscópicos de la magnetización en los materiales ferromagnéti¬ 
cos están relacionados con los câmbios en la configuración dei dominio. El aumento 
en la magnetización resultante de la acción de un campo magnético aplicado se pro- 
duce por dos procesos independientes: por un aumento en el volumen de dominios 
que se orientan favorablemente en relación con el campo, a costa de los dominios que 
se orientan desfavorablemente (movimiento de pared de dominio), o por la rotación 
de la magnetización dei dominio hacia la dirección dei campo. Los dos procesos se 
ilustran esquemáticamente en la figura 10.5. 

í 


(a) 


(b) 



H 



Fig. 10.5 Magnetización de un material 
ferromagnético : (a) desmagnetizado, (b) magnetización 
por el movimiento de la pared dei dominio, 

(c) magnetización por ta rotación dei dominio. 
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En campos aplicados débiles, la magnetización cambia generalmente por medio 
dei movimiento de la pared dei dominio. En los materiales puros que consisten en 
una sola fase, el movimiento de pared es reversible, hasta cierto grado, en la región 
dei campo dcoil. En campos más intensos, la magnetización prosigue por un 
movimiento de pared irreversible, y finalmente por rotación dei dominio; en estas 
circunstancias, la sustancia permanece magnetizada cuando se quita el campo 
magnético externo. 

El estúdio experimental de dominios se hizo posible gracias a una técnica 
desarrollada por primera vez por F. H. Bitter*. Un polvo magnético finamente 
dividido se espolvorea sobre la superfície de la muestra y las partículas dei polvo, que 
se reúnen sobre las fronteras dei dominio, pueden verse con un microscopio. Por 
medio de esta técnica se ha demostrado posible observar el movimiento de pared 
dei dominio bajo la acción de un campo magnético aplicado. El tamano de los 
dominios varia ampliamente, dependiendo dei tipo de material, su historia previa, 
etcétera; los valores típicos están en el intervalo de 10 -6 hasta 10 -2 cm 3 . 


10.6 FERRITAS 

Según la teoria dei ferromagnetismo de Heisenberg, hay un cambio en la energia 
dectrostática relacionada con el cambio de alineación dei espín, de paralela a 
antiparalela, en los átomos vecinos. Si este cambio de energia favorece la alineación 
paralela y al mismo tiempo es de suficiente magnitud, el material formado por estos 
átomos es ferromagnético. Si el cambio de energia favorece a la alineación antiparale¬ 
la, todavia es posible obtener una estructura de espín ordenada , pero con espines que 
alternan de un átomo a otro a medida que se recorre el cristal. 

Una estructura de espín ordenada con momento magnético neto cero se llama 
antiferroimán (Fig. 10.6b). La estructura de espin ordenada más general contiene 
tanto componentes «de espín hacia arriba» |omo «de espín hacia abajo», pero tiene 
un momento magnético neto distinto de cero en uno de estos sentidos; dicho 



(b) 


Fig. 10.6 Representación esquemática 
de los espines atómicos en estructuras 
ordenadas de espín: (a) ferromagnética, 
(b) antiferromagnética, (c) ferrimagnética. 



* F. H. Bitter, Physical Review, 1932, vol. 41, pág. 507. Para una breve discusión de la técnica, véase 
B. D. Cullity, Introduction to Magnetic Materials (Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1972), pág. 293. 
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«atprj al se llama ferrimán o simplemente ferrita. Las ferritas más sencillas de interés 
J^magnético son los óxidos representados por la fórmula química M0Fe 2 0 3 , donde 
M es un ion metálico divalente, tal como Co, Ni, Mn, Cu, Mg, Zn, Cd, o hierro 
divalente. Estas ferritas se cristalizan en una estructura cristalina bastante complica¬ 
da llamada estructura espinel. El ejemplo clásico de una ferrita es la magnetita 
mineral (Fe 3 C> 4 .), que se ha conocido desde épocas antiguas. 

Las ferritas son de considerable importância técnica porque, ademàs de su 
magnetización de saturación relativamente grande, son maios conduc^ores de 
electricidad. Por tanto, se pueden usar para aplicaciones de alta frecuencia en las que 
las pérdidas por comentes parásitas en materiales conductores originan problemas 
sérios. Las resistividades típicas de las ferritas están en el intervalo de 1 a 10 Q • m, 
para comparación, la resistividad eléctrica dei hierro es aproximadamente 10“ 7 Q • m. 


10.7 RESUMEN 

La magnetización macroscópica M de un material magnético resulta dei momento 
dipolar magnético (o su componente), que aparece en respuesta al campo local de la 
molécula: el campo molecular H m . El campo molecular depende dei campo aplica¬ 
do H y también de la magnetización misma. La última contribución, que es una 
consecuencia dei campo magnético dipolar de todas las otras moléculas, nos da 

H m = H + W 


en analogia al caso dieléctrico, es despreciablemente pequena para la mayoría de los 
materiales lineales, debido a la insignificância de la susceptibilidad magnética en 


$ 

Sin embargo, la magnetización espontânea ocurre en materiales ferromagnéticos 
porque la contribución de la magnetización al campo molecular efectivo tiene un 
coeficiente mucho mayor que 3 . 


1. Todas las moléculas presentan en presencia de un campo magnético un momen¬ 
to dipolar magnético inducido debido a la deformación de la distribución de 
corriente electrónica. La respuesta es siempre de tal forma que debilita el campo 
aplicado; esto es, la contribución (diamagnética) a la susceptibilidad es siempre 
negativa. Una aproximación lineal nos conduce a la constante de susceptibilidad 
diamagnética, 


X 


m 


Nfjjp 

4 m e 



2. Las moléculas que tienen un momento dipolar magnético permanente m 0 
muestran una respuesta orientacional adicional. Esta es descrita en forma aproxima¬ 
da por la función de Langevin, tal como para moléculas polares en un campo 
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flKctrico. Excepto en la proximidad dei cero absoluto, la susceptibilidad paramagné- 
écb resultante es 


Mwç/fo 

3kT 


3L P*ra comprender el ferromagnetismo, se supone que 


H n = H + yM, 


7 > i (Esta contribución proviene de una energia de la mecânica cuántica que 
de la orientación relativa de los momentos magnéticos de espín; está 
»«i 111 a la energia magnética m 0 *Hy puede expresarse en términos de un campo 
WÊ£&£tiCQ efectivo, aun cuando su origen sea electrostático.) Entonces, esta ecuación 
■ a ccuadón de Langevin admiten una solución con H = 0, M =f= 0, mientras T esté 
par Aebajo de la temperatura Curie. 

A. Am por debajo de la temperatura Curie, un pedazo macroscópico de material 
e— magnético puede no mostrar momento magnético neto debido a su estructura 
2 domínios. 


PftOBLEMAS 


Un magnetón de Bohr se define como el momento magnético de un electrón que circula 
«órbita de Bohr» clásica dei átomo de hidrógeno. Esta es una órbita circular de 
me una longitud de onda de Broglie, para la cual la atracción de coulomb pro- 
la aceleración centrípeta. Demuestre que un magnetón de Bohr = eh/4nm^ donde 
i h masa dei electrón y h la constante de Pl^pck. 

H magnetón de Bohr es una unidad natural para medir el momento magnético de un 
Calcule el momento magnético por átomo en unidades de magnetón de Bohr, para 
mquel y cobalto, bajo condiciones de saturación de magnetización. Use los datos de la 

i*L 

Calcule la intensidad relativa de la interacción entre dos dipolos magnéticos típicos, 
i con la interacción entre dos dipolos eléctricos típicos. Para ser explícitos: calcule el 
1 de rotación ejercido sobre un dipolo por el otro cuando se orientan perpendicular- 
mtre sí a una distancia de un angstrom; tómese cada dipolo magnético = 1 magnetón 
r* c ad a dipolo eléctrico = e x 0.1 angstrom. Este cálculo muestra que la interacción 
básica es vários ordenes de magnitud menor que la interacción eléctrica en la 


WÊM Calcule la susceptibilidad diamagnética dei neón a temperatura y presión estándar 
• C. 1 a tm), suponiendo que sólo contribuyen los ocho electrones exteriores de cada átomo, y 
pt ■ rabo medio es R = 4.0 x 10 -9 cm. 


magnetización de un material ferromagnético cae esendalmente a cero a la 
Cune. En la figura 10.1, la temperatura Curie se representa por una recta que es 
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Me a la función de Langevin en el origen. Use el valor experimental de la temperatura 
dei hierro para determinar la y dei hierro. 


Nüf La razón giromagnética de una distribución de corriente se define como la razón entre el 
momento magnético y el momento angular. Calcule la razón giromagnética de una esfera de 
masa M y carga Q que gira con una velocidad angular to con respecto a un eje que pasa por su 
centro, suponiendo que la masa está distribuída uniformemente en todas partes y que la carga 
se distribuye también uniformemente en la superfície de la esfera. 


* 


* 
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11 


INDUCCION 

ELECTROMAGNÉTICA 


La inducción de la fuerza electromotriz al cambiar el flujo magnético fue observada 
por primera vez por Faraday y Henry a princípios dei siglo XIX. A partir de sus 
experimentos iniciales en esta teoria, se han creado los generadores modernos, los 
Iransformadores, etc. Este capítulo trata primordialmente la formulación matemáti¬ 
ca de la ley de la inducción electromagnética, y su aprovechamiento en casos sen- 
cilos. 

La ecuación que caracterizo a la electrostática fue: 


V x E = 0, 


o, en forma integral, 



fatas ecuaciones se obtienen directamente de la ley de Coulomb y no son afectadas 
por la fuerza magnética debida a una corriente constante. Sin embargo, no son vá- 
■das para los campos más generales que son dependientes dei tiempo y considerare¬ 
mos ahora estos casos. Definiremos la fuerza electromotriz, o fem, alrededor de un 
õcuito por 



( 11 - 1 ) 


Coo los campos E y B estáticos, esta fem siempre fue cero. Ahora veremos el caso 
donde no es nula. Ya que ahora el campo E no puede ser definido a partir de la ley de 
Coulomb, es válido preguntarnos cómo se define. Está definido de modo que la 
fcoza de Lorentz 


F = q (E + v x B) 


■* siempre la fuerza electromagnética que actúa sobre una carga de prueba q. 
■1J INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA 

Los resultados de un gran número de los experimentos realizados pueden resumirse 
liw iindo una fem 



( 11 - 2 ) 
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€011 un cambio en el flujo magnético que pasa por un circuito. Se encuentra que este 
pRdtado, conocido como ley de Faraday de la inducción electromagnética, es 
mdependiente de la forma en que se cambia el flujo (el valor de B en vários puntos 
interiores dei circuito puede cambiarse de muchas maneras). Es muy importante darse 
cuenta de que la ecuación (11-2) representa una ley experimental independiente: no 
puede deducirse de otras leyes experimentales y, efectivamente, no es, como se dice a 
veces, una consecuencia de la conservación de la energia aplicada al equilibrio de 
energia de corrientes en campos magnéticos. 

Ya que por definición 

£=i Edl ( 11 - 1 ) 

x 


y 



(11-3) 


la ecuación (11-2) puede escribirse como 



(11-4) 


Si el circuito es rígido y estacionário, la derivada dei tiempo puede tomarse 
dentro de la integral, donde se convierte en una derivada parcial dei tiempo. 
Además, el teorema de Stokes puede usarse para transformar la integral de línea de E 
en la integral de superfície de V x E. El resultado de estas transformaciones es 

r f (5B 

V x E • n da = — — • n da. (11-5) 

J s J s ct 1 


Como esto debe suceder para todas las superfícies S, se desprende que 


V xE = 


ÔB 

Õt ’ 


( 11 - 6 ) 


que es la forma diferencial de la ley de Faraday. Esta es la generalización requerida de 
V x E = 0 , que era válido para campos estáticos. (Los médios en movimiento y 
otras sutilezas requieren un tratamiento más cuidadoso, que está más allá dei alcance 
de este texto.) 

El signo negativo en la ley de Faraday indica, como se puede demostrar 
facilmente, que el sentido de la fem inducida es tal que tiende a oponerse al cambio 
que la produce. Así, si intentamos aumentar el flujo que pasa por un circuito, la fem 
inducida tiende a crear corrientes en tal sentido que disminuya el flujo. Si intentamos 
introdudr un polo de un imán en una bobina, las corrientes originadas por la fem 
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ãdacida forman un campo magnético que tiende a repeler el polo. Todos estos 
ftaomenos están comprendidos en la ley de Lenz, que puede enunciarse como sigue: 

En caso de cambio en un sistema magnético, algo sucede que tienda a oponerse 
mi cambio. 


Larttidad de la ley de Lenz no debe menospreciarse. Enmuchos casos, representa la 
fc» más rápida de obtener información sobre reacciones electromagnéticas, 
si se dispone de otros métodos, permite una valiosa comprobación. 

Pira hacerse una idea de la ley de Faraday, puede ser útil poner un ejemplo 
por lo general, es considerado como un caso particular de la ley, pero que puede 
completamente según la teoria electrostática desarrollada en los capítulos 
s. Supongamos que un alambre metálico recto de longitud / se mueve en una 
ión perpendicular a su longitud con ima velocidad v. Supongamos que existe 
campo magnético B perpendicular al plano en el cual se mueve el alambre, como 
a la figura 11.1. Las cargas libres dei alambre experimentarán la fuerza de 

LtZ 

F = q(E + v x B), (11-7) 

conduce a las cargas positivas y negativas a extremos opuestos dei alambre, 
' al término qv x B. En el estado estacionário, cuando las cargas libres no se 
con respecto al alambre, la fuerza total sobre una carga es igual a cero; es 
r, la fuerza magnética debe estar equilibrada en cada punto dei alambre por una 
eléctrica opuesta de igual magnitud, generada por la separación entre las 


E = vB. 


( 11 - 8 ) 


i d campo B es uniforme, entonces E es constante a lo largo dei alambre y la 
*" de potencial entre los extremos es 


r b 

Acp=-j 


E ■ dl = El. 


(11-9) 






















ya fundamentos de la teoría electromagnética 


Si llamamos if* a esta 
obíenemos que 


diferencia de potencial entonces al combinar (11-8) con (11-9) 


tT = Blv. 


( 11 - 10 ) 


En este ejemplo, el campo B es independiente dei tiempo y, por tanto, V x E - 0 y 
4E 1 ífl — 0, al igual que en electrostática. La integral JE • d\ es independiente de la 
trayectoria; en particular, si imaginamos un circuito abcda que se extiende hacia 
afuera dei campo magnético, f es también la diferencia de potencial a lo largo de la 
trayectoria bcda. De hecho, si bc y da están conectados por unos alambres perfecta- 
mente conductores, r será el voltaje entre las terminales cyd exteriores al campo 
magnético. El segundo término de la ecuación (11-10) puede expresarse en distinta 
forma si notamos que el flujo O a través dei circuito abcda cambia de acuerdo con 
d$/dt = B dA/dt = Bl dx/dt = -Blv. Así, 


tT = - 


dt ’ 


( 11 - 11 ) 


que tiene exactamente la forma de la ley de Faraday, ecuación (11-2); en este caso, tT 
no es una fem en el sentido que define (11-1), puesto que j E-dl = 0 alrededor de 
toda trayectoria cerrada en este problema. La ecuación (11-10) se puede generalizar 
escribiéndola en notación vectorial. Si v se orienta arbitrariamente con respecto a /, 
entonces la única componente de v que es perpendicular a l contnbuye a r. Por 
tanto, r es proporcional a / x v. Para B arbitrário, únicamente la componente 
perpendicular al plano de / y v contribuye a i r . Como l x ve s perpendicular al plano 
J,v, r puede escribirse como 

f-BZxv (11-12) 


El voltaje en la ecuación (11-12) se ilama a veces fem por movimieito. 

Veamos ahora el mismo problema desde el punto de vista dei alambre; esto es, 
imaginemos que existe un sistema de coordenadas que se mueve con el alambre de 
modo que en este sistema el alambre esté en reposo y el imán se este moviendo con 
una velocidad t> hacia la izquierda de la figura 11.1. Se podría fácilmente creer que 
moviéndose con el alambre, todavia se observaria la misma separacion de carga y el 
mismo potencial entre los extremos que vimos anteriormente. Sm embargo, la 
explicación es completamente distinta; en este sistema de coordenadas, no existe 
fucrza magnética, puesto que el alambre está en reposo. Por otro lado, el campo 
magnético no permanece constante con el tiempo; en cualquier punto cambia de 
valor de B a cero, aproximadamente, cuando el extremo dei imán en movimiento 
pasa por el punto. Veremos que la modificación dei rotacional de E, ecuación (11-6), 
es justamente suficiente para que también se obtenga el mismo resultado r para a 
diferencia de potencial en este sistema de coordenadas, En el estado estacionano, la 
fuerza que actúa sobre las cargas libres en el interior dd alambre deberá ser nula. 


F = qE = 0, 
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pwo no hay fuerza magnética, ya que v = 0. Por tanto, debe anularse la fuerza 
déctrica en el interior dei alambre, 


E — 0 = E t + E2> 


(11-13) 


Eiiste aún un campo E x causado por la separadón de cargas, que es la misma que en 
d caso anterior; este campo es anulado en el interior dei alambre por un campo E 2 
«rodado al campo magnético que está variando. 


S consideramos nuevamente la curva cerrada abcda 



= 0 + tT. 


H primer término dei segundo miembro es cero, porque E se anula dentro dei 
dunbre, y la segunda integral a lo largo de la trayectoria bcda es lo que llamamos Y 
nd caso anterior. A partir de esto y de laecuación (11-2), encontramos nuevamente 



( 11 - 11 ) 


Es la generalización dei rotacional de E , ecuación (11-6), que, junto con la 
faerza de Lorentz, ecuación (11-7), nos d el mismo resultado que (11-11) para 



cmúquiera de los dos sistemas inerciales de ccftrdenadas. Por tanto, la ecuación (11-6) 


cs de validez general*. Ya que el resultado entero de la ecuación (11-11) se ajusta a 
ambos sistemas coordenados, no es lógico consideraria como la ley de Faraday en 
ambos casos, aunque, hablando estrictamente, sólo en el segundo caso existe una fem 
como las que define la ecuación (11-1). En ciertas situaciones, puede no ser tan 
■nmediatamente obvio qué circuito debe utilizarse para calcular en la ecuación 
(11-11), como, por ejemplo, en el problema 11.4. Las ecuaciones que siempre se aplican 
a los campos E y B de cualquier sistema coordenado inercial son (11-6) y (11-7). 
No hay ambigüedad en la determinación de fem o «fem por movimiento» al 
utilizarias. 

Este ejemplo es también de interés como prototipo de generadores eléctricos 
prácticos. Si una resistência fuera conectada entre las terminales c y d, fluiría una 


* Desde otro punto de vista, encontraremos en el capítulo 22 que el campo E 2 = vB que justifica 
bs ecuaciones (11-8) y (11-13) aparece en el sistema «móvil» de coordenadas a partir de las transfor- 
naciones relativistas de Lorentz de los campos E y B. Esto nos indica nuevamente que la fuerza ma n 
nética se anula en el sistema «móvil». 
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rnrriente / oor el circuito* En este caso, se requerida la aplicación de una fuerza 

Lagné.r .0 d=> ge3o, (en particular, cna, q uier trayectoria limt.ada en labora- 

t0r 'tn ouestros dos qcmplos, la eouadón generalizada 


0 B 

VxE= -¥ 


( 11 - 6 ) 


tfnTeíc"™«mplo“Sado »í.™u” 1 uTstmá este punto. Supongatnos 
<11 nos da la fem alrededor de cualquier circuito (por ejemplo, ahcda). Esta es 


11.2 AUTOINDU CT AN CIA 


í 


En esta sección se estudiará la relación que hay entre el flujo y la intensidad de 

corriente asÒckda con un circuito aislado; aprovecharemos para introduar el 
comente asociada átcaíto: k autoinductancia. El flujo magnético que 

atraviesa un circuito aislado depende de la forma geométrica dei circuito y, segun a 
es linealmente dependiente de la intensidad de comente en e 
S:S,: “ estacionário rigido, los dntcos cantbios de fluyo 

resultan de câmbios en la comente. Esto es, 


dO 

dt 


dOdí 
li dt’ 


(11-14) 


blema 11.5). 




INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA 259 


que es válida aun cuando la ecuación (8-26) no lo sea; el único requisito es que <I> 
dependa sólo de la corriente. No obstante, si la ecuación (8-26) es válida o, con mayor 
generalidad, si O es directamente proporcional a la intensidad de corriente, entonces 
á*{dl es una constante, igual a O//. En cualquier caso, la inductancia o coeficiente de 
inducción, L, se define como 


dçD 

dl 


(11-15) 


Cuando es esencial distinguir entre ésta y •//, d®jdl se llama inductancia incremen¬ 
tal; a menos que se indique otra cosa, es más seguro asociar la palabra inductancia 
con la 'ecuación (11-15). De las ecuaciones (11-14), (11-15) y (11-2) se desprende que la 
expresión de la fem inducida. 



(11-16) 


es una ecuación de importância práctica considerable. 

Como ilustración dei empleo de la ecuación (11-15) para el cálculo de la 
inductancia, se calculará la autoinductancia de una bobina toroidal. Dicha bobina se 
muestra en la figura 11.2. La ecuación (11-15) se aplica a un circuito completo; esto 
es, no sólo a la bobina toroidal de la figura 11.2, sino también al circuito externo 
conectado a las terminales 1 y 2. Al utilizar conductores torcidos o un cable coaxial, 
que no producen esencialmente ningún campo magnético externo, la parte dei 
circuito externo que produce el campo puede llevarse a una distancia suficientemente 
grande para que no contribuya al flujo en el toroide. Si se hace esto y se entiende por 
fem el voltaje entre las terminales 1 y 2, entonces la ecuación (11-15) puede utilizarse 
para obtener la inductancia de la bobina toroidal. De la ley de circuitos de Ampère, la 
inducción magnética en el interior de una bobina toroidal es 



(11-17) 


donde N es el número de vueltas, / la longitud media e / la intensidad de corriente en 
el enrollamiento. (Las ecuaciones 11-17 y 11-18 implican la aproximación de 


F*. 11.2 Un enrollado toroidal. 



2 
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despreciar la variación de la inducción magnética sobre el área de la sección 
transversal. En el problema 11.8 se considerarán los detalles de esta aproximacion.) 
El flujo que atraviesa cada vuelta es entonces 


®i = 


fi 0 NIA 
l ' 


y el flujo total que pasa por las N vueltas es 

0 = 


(11-18) 


(11-19) 


La jnHurtanria es, entonces, simplemente 

d® _ fjpNj4 (ii_20) 

L ~ dl l ' 

La unidad de inductancia en el sistema mks es el heniy (H) que, de la ecuación 
(11-16). es igual a un volt-segundo/ampere, ya que la umdad de la fem es el volt. La 
(11-20) indica que las dimensiones de n 0 , que se dieron antenormente como 
weber/ampere-metro o tesla-metro/ampere, pueden darse como hennes/metro. 


11J INDUCTANCIA MUTUA 

En la aecãóa anterior sólo se consideraron circuitos aislados, de modo que todo el 
flujo que atravesaba el circuito se debía a la comente en el circuito mismo. Esta 
restricdón puede eliminarse si se supone que hay n circuitos, denotados por 1,2, ... El 
flujo que atraviesa uno de estos circuitos, digamos, el denotado por i, puede 

expresarse por 

- ®,i + + •' • + + ’ ■' + “ I ®u- (1 1_2I > 

Esto es, puede escribirse como la suma de los flujos debidos a cada uno de los n 
circuitos, siendo •„ el flujo que pasa por el i-ésimo circuito debido al circuito 1, etc. 
La fem inducida en el i-ésimo circuito, /„ puede escribirse como 

d®i | d ®ii . ... . ^ií + ... + ^“1= - f (11-22) 

= ~~dt = _ \dT + + dt + + dt I M dl 

Si cada uno de estos circuitos es estacionário y rígido, los úmcos câmbios en los * (J 
son.los que resultan de los câmbios en las intensidades de corriente. Por tanto, 

d<S> tj _ do» dlj 
dt dlj dt ‘ 


(11-23) 
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Los coeficientes d^^ldlj son constantes, independientes de la corriente si la ecuación 
(8-26) es apropiada. Si no son constantes, pueden depender de la intensidad de 
corriente a causa de la no linealidad de los médios magnéticos asociados a la 
configuración dei circuito. En cualquier caso, 

d<b 

Mij = ~dL’ ÍzhÍ (11 ' 24) 

se define como la inductancia mutua entre el circuito i y el circuito j. Se verá 
posteriormente que M ( • = y, en consecuencia, no hay posibilidad de ambigüedad 

en los subíndices. Por supuesto, es simplemente la autoinductancia dei 

i-ésimo circuito, para el cual se expresa L, o Af Las unidades de la inductancia mutua 
son las mismas que las de la autoinductancia; es decir, henries. 

Como ejemplo dei cálculo de la inductancia mutua, consideremos la configura¬ 
ción de la figura 11.2, anadiéndole un segundo enrollado toroidal de N 2 vueltas. Para 
esta situación, una corriente de intensidad I t en el primer enrollado produce una 
inducción magnética 

lÂ 0 N i I i 
b — —■ 


y, consecuentemente, los flujos 


V li — ’— 


= 


fi 0 N l N t AI l 

l 


De estos flujos se desprende que 


como antes, y 


Li = 


M 2i « 


fhN\A 

l 


jUo N j N 2 Á 
í 


Invirtiendo el procedimiento y considerando una comente J 2 , se tiene 

H 0 NlA 


L 2 = 


m 12 = 


/ • 

fi 0 N t N 2 A 

l 


(11-25) 


(11-26) 


(11-27) 


(11-28) 
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lo que demuestra que para este caso M l2 = M 21 . Además, las ecuaciones (11-25), 
^(11-26) y (11-27) pueden combinarse para dar 

M 12 = (1-29) 

La ecuación (11-29) representa una limitación sobre la inductancia mutua entre dos 
circuitos; es decir, que siempre es menor o igual que la raiz cuadrada dei producto de 
las autoinductancias de los dos circuitos. En vista de esta limitación, a menudo se 
introduce un coeficiente k de acoplamiento, que se define por 

M = k x /L í L 2 , |fc|<l. (11-30) 


11.4 LA FORMULA DE NEUMANN 


Para dos circuitos rígidos estacionários en un medio lineal (el vacío, por el momento), 
la inductancia mutua es 


M 21 = 


^21 
h ' 


(11-31) 


Esto es válido simplemente porque G> 21 es proporcional a I u lo que hace que <D 21 /Jj 
y d<I> 21 /d/ 1 sean iguales. En este caso, la ecuación (8-26) puede usarse para calcular 
M 21 . El flujo está dado por 


Sin embargo, 


a>2i 



dl 1 x 
| r 2 



n da 2 . 


dli X (r 2 - fi) 


V 2 x 


Cl 


*2 - ui 


(11-32) 


(11-33) 


por tanto, 



(11-34) 


Utilizando el teorema de Stokes para transformar la p integral de superfide, se tiene 


M 21 


— f r dl 2 

4 " Jc 2 Jc, \r 2 - 1*11 


(11-35) 


que se llama fórmula de Neumann para la inductanda mutua. La simetria mendona- 
da anteriormente es evidente en la ecuadón (11-35). 
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La fórmula de Neumann es igualmente aplicable a la autoinductancia, en cuyo 
caso se expresa como 


Mo r | * dVx 

4n J Cl J Cl \ti — r\ | 


(11-36) 


Debe tenerse cuidado al aplicar la ecuación (11-36), debido a la singularidad en 
Ti = t\; sin embargo, si se tiene cuidado, la ecuación (11-36) es útil algunas veces. 

Las ecuaciones (11-35) y (11-36) son generalmente dificiles de aplicar en el 
cálculo de la inductancia, excepto para circuitos de forma geométrica sencilla. Pero 
la eeuación (11-35) en particular es muy importante en el estúdio de fuerzas y 
momentos de rotación ejercidos por un circuito sobre otro. Esta aplicación se 
considerará en el capítulo 12. 


11.5 INDUCTANCIAS EN SERIE Y EN PARALELO 

Las inductancias se conectan a menudo en serie y en paralelo y, como en el caso de 
los resistores y condensadores, es importante conocer el resultado de dichas 
conexiones. Podríamos proceder con una derivación basada simplemente en ê = 
= —L(dl/dt) y obtener fórmulas para la inductancia efectiva de dos inductancias en 
serie o en paralelo; sin embargo, hacer esto significaria dejar de lado el hecho 
práctico de que un inductor siempre tiene cierta resistência interna. Una inductancia 
perfecta es mucho más difícil de realizar que una capacitancia perfecta o una 
resistência perfecta. Por este motivo, las combinaciones en serie y en paralelo de esta 
sección contendrán siempre resistências, además de inductancias. 

T M 

' dí * A/ 


o- awv- nttnr - nmxF* -avvv-© 

j L| Z-o /?2 

Fig. 113 Conexión L -- y -- 

en serie de dos inductores. I 

Para dos inductores en serie, el circuito de la figura 11.3 es apropiado. Al sumar 
las caídas de voltaje en el circuito, es importante observar que Aí puede ser positiva o 
negativa (cambiar el sentido en que C i o C 2 se describe invierte en la ecuación 
11-35 el signo de M). Teniendo en cuenta esto, se ve que la suma de las caídas de 
voltaje dei circuito de la figura 11.3 es 


V + g í + S 2 = R í I + R 2 I, 


f/ r» r r dl dl dl ^ dl 

V- R í I + L 1Jt + M -+ R 2 I + L 2 -+ M -. 


(11-37) 
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htn es equivalente a 



(11-38) 


El circuito se parece entonces a un resistor de resistência + R 2 en serie con una 
inductancia Lj + L 2 + 2M. La magnitud de la inductancia es Li + L 2 + 2|AÍ| para 
el acoplamiento positivo (es decir, para flujos debidos a/ t y a en el mismo sentido 
en cada bobina) y es L t + L 2 - 2\M\ para el acoplamiento negativo. Una descrip- 
ción alternativa de la inductancia mutua es 


(11-39) 


M = k^LJ7 2 , -\<k<l. 


La inductancia efectiva dei circuito en serie será entonces 


L ef = Lj + 2kyJ~L 2 L 2 + L 2 . 


(11-40) 


Si se puede variar k, entonces puede construirse una inductancia variable. (En los 
primeros dias de la radio ésta fue una manera popular de sintonizar circuitos reso- 
nantes; véase Cap. 13.) 

La conexión en paralelo que muestra la figura 11.4 no es tan sencilla como la dei 
circuito en serie. De hecho, el circuito representado no se comporta como un simple 
circuito L-R en serie. De aqui que no sea posible decir que la inductancia efectiva y la 
resistência efectiva son funciones ciertas de L u L 2 , R 2 y R 2 . Sin embargo, si R x y R 2 
son despreciables, entonces 



I 



(11-41) 
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Fig. 11.4 Conexión en paralelo 
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S primero se elimina d^jdt y luego dl 2 ldt de las ecuaciones (11-41), se tiene como 
Ksultado 


V(L 2 -M)=(L 1 L 2 -M 2 )^, 

V(L 1 -M)=(L í L 2 -M 2 )^-. 

Somando éstas se tiene 

v _ dj_ 

Li + L 2 — 2M dt 


(11-42) 


(11-43) 


Por tanto, la inductancia efectiva de dos inductores en paralelo es 


L^-M 2 
L, + L 2 - 2M ’ 


(11-44) 


donde, nuevamente, el signo de M depende de la forma en que se conecten los 
mductores. 

El uso más importante de las inductancias se da en circuitos de corriente alterna. 
Para un circuito que funciona a una sola frecuencia, puede obtenerse un circuito 
equivalente en serie para la figura 11.4; sin embargo, tanto la resistência equivalente 
como la inductancia equivalente dependen de la frecuencia. Esta dependenda de la 
frecuencia es la raiz de la dificultad que se encontro antes. 


11.6 RESUMEN 


En este capítulo hemos pasado de los campas estáticos al llamado caso lentamente 
variable. La nueva generalizadón de las ecuadones de campo es 


Esta es la tercera de las cuatro ecuadones de Maxwell, que es siempre válida, junto 
con las dos ecuaciones de divergenda y la de la fuerza de Lorentz 


F = q(E + v x B). 

(En este punto de nuestro desarrollo de las ecuadones fundamentales de la electríd- 
dad y dei magnetismo, tenemos tres de las cuatro ecuadones de Maxwell en forma 
final. Unicamente hace falta generalizar la ecuadón dei rotadonal de H.) La ecuadón 
se conoce como la forma diferendal de la ley de Faraday; en forma integral 
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donde la fem S alrededor de un circuito fijo C se define como 

<?=<£ E • dl. 

•'c 

(Puede suceder que en ciertos problemas sea posible encontrar un sistema coordenado 
en el que dB/dt = 0 y el problema puede analizarse electrostáticamente, pero este 
no es necesariamente el caso.) 

1. La manera más sencilla de determinar la polaridad correcta de un voltaje 
inducido es mediante la ley de Lenz. 

2. La «fem de movimiento» de un alambre recto que se mueve en un campo 
magnético es: 

f = B • 1 x v. 


3. La autoinductancia de un circuito fijo (o elemento de circuito) se define como 


así que 


L = 


d® 

lí' 



Para un toroide (o un solenoide largo) se deduce fácilmente que L es 

r /io N 2 A 


4 . La inductancia mutua de dos circuitos se define como 


De aqui que 


M u = 


d^j 

dlj- 


M u = Lf, 


y 

m 12 = m 21 = k y /LJ7 2 , |fe| <i. 

5. Las inductancias puras conectadas en serie o en paralelo se suman de acuerdo 
con las mismas fórmulas que se utilizan para las resistências, suponiendo que su 
inductancia mutua y su resistência intrínseca pueden despreciarse. 
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PROBLEMAS 

11.1 Un conductor metálico que tiene forma de un segmento de alambre de longitud l se 
mueve en un campo magnético B con velocidad v. Partiendo de una consideración detallada 
de la fuerza de Lorentz sobre los electrones en el alambre, demuestre que los extremos de 
este están a la diferencia de potencial: B • 1 x v. 

11.2 Una varilla metálica de un metro de longitud gira en tomo a un eje, que pasa por uno de 
sus extremos y es perpendicular a la varilla, con una velocidad angular de 12 rad/s. El plano de 
rotación de la varilla es perpendicular a un campo magnético uniforme de 0.3 T. ^Cuál es la 
fem de movimiento inducida entre los extremos de la varilla? 

11.3 En un acelerador betatrón, un ion de carga q y masa m recorre una órbita circular a una 
distancia R dei eje de simetria de la máquina. El campo magnético tiene simetria cilíndrica; es 
decir, que su componente z es B z = B(r) en el plano de la órbita, donde r es la distancia al eje de 
simetria. Demuestre que la velocidad dei ion es v = qB(R)Rfm. Si la magnitud dei campo 
magnético se incrementa lentamente, demuestre que la fem inducida en la órbita dei ion es tal 
que acelera al ion. Demuestre que para que el ion permanezca en la misma órbita, la variadón 
dei campo B dentro de la órbita debe satisfacer la siguiente condidón: el promedio espacial dei 
incremento en B(r) (promedio sobre el área encerrada por la órbita) debe ser igual al doble dei 
incremento en B(R) durante el mismo intervalo de tiempo. 

11.4 El generador homopolar de Faraday consiste en un disco de metal que gira en un 
campo magnético uniforme que es perpendicular a su plano. Demuestre que la diferencia de 
potencial que se genera entre el centro y la periferia dei disco es Y =/+, donde # es el flujo 
que atraviesa el disco y /es la frecuenda con que gira. ^Cuál será el voltaje si/ = 3000 r/min y 

= 0.1 Wb? 

11.5 Un alternador consiste en una bobina de N vueltas, de área A, que gira con una 
frecuenda/en un campo B, de modo tal que el diâmetro siempre se encucntra perpendicular al 
campo. Encuentre la fem en la bobina. ^Cuál es la amplitud dei voltaje altcmante si N = 100 
vueltas, A = 10 -2 m 2 , B = 0.1 T y/= 2000 r/min? 

11.6 Un dlindro de dieléctrico de permitividad^E gira en tomo a su eje con una velocidad 
angular co. Si existe un campo magnético uniforme B paralelo al eje dei cilindro, baile la carga 
de polarizadón indudda en el dieléctrico. 

11.7 Dos drcuitos acoplados, Ay B, se sitúan como en la figura 11.5. Utibce la ley de Lenz 
para determinar el sentido de la corriente inducida en el resistor ab cuando (a) la bobina B se 
aproxima a la bobina A , (b) la resistência de R disminuye, (c) se abre d interruptor 5. 
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ILS Una bobina de 100 vueltas, de secrión transversal circular, se enrolla compactamente de 
modo que todas las espiras estén aproximadamente en el mismo plano. El| radio medio de la 
bobina es de 3 cm. La bobina gira en torno a uno de sus diâmetros a 900 r/min. Cuando el eje de 
rotadón es vertical, se encuentra que la raiz media cuadrada de la fem de movimiento inducida 
en la bobina es de 0.50 mV. iQué se puede concluir con respecto al campo magnético de tierra en 
la posición de la bobina? 

11.9 Un disco circular gira en torno a su eje con velocidad angular cu. El disco es de un metal 
de conductividad g y espesor í. El disco giratorio se coloca entre las caras de los polos de un 
imán que produce un campo magnético uniforme B sobre una pequena área cuadrada de 
magnitud a 2 a una distancia promedio r dei eje; B es perpendicular al disco. Calcule el 
momento de rotación aproximado sobre el disco. (Haga una suposición razonable con 
respecto a la resistência dei «circuito de comente de Foucault o parásita».) 

11.10 Una bobina toroidal de N vueltas, como la de la figura 11.2, se enrolla sobre una forma 
no magnética. Si el radio medio de la bobina es b y el radio de la sección transversal de la 
forma es a , demuestre que la autoinductancia de la bobina es L= p 0 N 2 {b - y/b 2 - a 2 ). 

11.11 Un circuito está formado por dos cascaras cilíndricas coaxiales de rádios R t y R 2 (R 2 > 
> R t ) y de iongitud común L, conectadas por placas de extremos planos. La carga fluye hacia 
una cáscara y regresa a la otra. ^Cuál es Ia autoinductancia de este circuito? 

11.12 La bobina toroidal dei problema 11.10 tiene 150 vueltas, b = 4 cm y a = 1.5 cm. ^Cuál 
es la autoinductancia de la bobina, en henries? 

11.13 Dos pequenas espiras circulares de alambre (de rádios a y b) están en el mismo plano a 
una distancia r una de otra. £Cuál es la inductancia mutua entre las espiras si la distancia r es 
suficientemente grande como para que pueda utilizarse la aproximación dipolar? 

11.14 Dos espiras circulares de comente con ejes paralelos están a una distancia r una de 
otra, la cual es suficientemente grande como para que se pueda utilizar la aproximación 
dipolar. Muestre cómo deberá colocarse una de las espiras con respecto a la otra para que su 
inductancia mutua sea cero. 

11.15 Se dan dos circuitos: un alambre recto muy largo y un rectángulo de âimensiones hyã. 
El rectángulo está en un plano que pasa por el alambre; los lados de Iongitud h son paralelos al 
alambre y están a distancias r y r + d de él. Calcule la inductancia mutua entre los dos 
circuitos. 

11.16 Se dan dos circuitos: un alambre recto miuy largo y un círculo de radio a . El círculo 
está en un plano que atraviesa el alambre perpendicularmente a una distancia r de su centro. 
Calcule la inductancia mutua entre los dos circuitos. 

11.17 Una línea de transmisión consiste en dos alambres muy largos de radio a separados 
por una distancia d. Calcule la autoinductancia por unidad de Iongitud, suponiendo que 
d > a, de tal forma que el flujo en el interior de los alambres pueda despreciarse. 

11.18 Se dan dos espiras circulares coaxiales de alambre, de rádios ayb, separadas por una 
distancia axial x. Utilizando la fórmula de Neumann, demuestre que la inductancia mutua de 
las espiras es 




M = p 0 (ab) 1/2 
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donde 



y K(k) y E(k) son integrales elípticas completas definidas por 



y 


E(k) = [ (1 - k 2 sen 2 <f>) 12 d<f>. 


0 


11.19 Considere nuevamente el problema anterior. Desarrollando l/|r 2 — ri| en la fórmula de 
Neumann por el teorema dei binomio, integre término a término para obtener 



donde h 2 = x 2 + (a + b) 2 . 

11.20 Dos circuitos con inductancias Li y L 2 y resistências Ri y R 2 están cerca uno de otro. 
Si la inductancia mutua entre los circuitos es M, demuestre que una cantidad de carga 
Q = 'V M/RiR 2 circulará por uno de ellos si de pronto se conecta en serie con el otro un voltaje 
aplicado ^ 

11.21 Se da un medio conductor no magnético de conductividad g sobre el que actúa un 
campo magnético dependiente dei tiempo B(r, t). A partir de la forma diferencial de la ley de 
Faraday, ecuación (11-6), demuestre que, suponiendo que no hay acumuladón de carga (es 
decir, V • J = 0), la densidad de comente parásita inducida en el medio satisface la ecuación 
diferencial V 2 J = gn 0 (dJldt). Muestre que E y B satisfacen la misma ecuación. 

I 

11.22 Demuestre que la fem en un circuito fijo C está dada por 



donde A es el potencial vectorial. 

11.23 Suponga que la comente en un solenoide de gran longitud se incrementa linealmente 
con el tiempo, de modo que dBjdt = K. Encuentre el campo E en el interior y el exterior dei 
solenoide. 


11.24 El campo E inducido por B = dBjdt se puede escribir explícitamente como 



Verifique que V x E = — ôBjdt y V • E = 0, por diferenciación en la integral. Demuestre que 
el gradiente de cualquier solución de la ecuación de Laplace puede sumarse a E. 
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IL25 Un «campo libre de fuerzas» es tal que J x B = 0. Demuestre que dicho campo 
satisfaoe la ecuadón 

V 2 B = — a 2 B, 

SMfande a es una constante. ( Sugerencia: En el campo libre de fuerzas V x B es paralelo a B.) 
Demuestre que J satisface la misma ecuación. Use el resultado dei problema 11.21 para 
encontrar la dependenda temporal de la densidad de corriente y los campos. 
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ENERGIA 

MAGNÉTICA 


Estafelecer un campo magnético requiere un gasto de energia; esto se concluye 
directamente de Ia ley de inducción de Faraday. Si una fuente de voltaje 'V se 
aplica a un circuito, la intensidad de corriente que pasa por el circuito puede expre- 
sarse, en general, por la ecuación. 


r+£ = IR y (12-1) 

donde ê es la fem inducida y R es la resistência dei circuito de corriente. El 
trabajo realizado por i V al mover el incremento de carga dq — I dt por el circuito es 

ir dq = n dt= -SI dt + I 2 R dt 

= I d0> + I 2 R dt , (12-2) 

cuya última expresión se obtiene con ayuda de la ley de Faraday, ecuación (11-2). 
El término I 2 R dt representa la conversión irreversible de energia eléctrica en 
calor que se lleva a cabo en el circuito, pero este término incluirá toda la in- 
versión de trabajo sólo en los casos en que m cambio de flujo sea cero. El término 
adicional, I d&, es el trabajo efectuado contra la fem inducida en el circuito; 
es la parte dei trabajo realizado por iS que se invierte en alterar la estructura 
dei campo magnético. Despreciando el término I 2 R dt , escribimos 


dW b = I d (12-3) 

donde el subindice b indica que este es el trabajo realizada por fuentes de energia 
eléctrica externas (es decir, por baterias). El incremento de trabajo (12-3) puede 
ser positivo o negativo. Es positivo cuando el cambio de flujo d* por el circuito 
tiene el mismo sentido que el flujo producido por la corriente /. 

Para un circuito rígido estacionário que no muestre otras pérdidas de energia 
que no sean pérdidas por calor de Joule (es decir, no hay histéresis), el término 
dW b es igual al cambio en la energia magnética dei circuito. Las pérdidas por 
histéresis se discutirán en la sección 12.4; por ahora restringiremos nuestra atención 
a los sistemas magnéticos reversibles. El desarrollo será muy semejante al dei 
capítulo 6. 





272 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


1X1 ENERGIA MAGNÉTICA DE CIRCUITOS ACOPLADOS 

En esta sección obtendremos una expresión para la energia magnética de un sis¬ 
tema de circuitos de corriente que interactúan. Si hay n circuitos, entonces, según 
la ecuación (12-3), el trabajo eléctrico hecho en contra de las fem inducidas vendrá 
dado por 


n 


dw b = £ /, 


(12-4) 


i= 1 


Esta expresión es perfectamente general; es válida independientemente de cómo se 
producen los incrementos de flujo d Sin embargo, nos interesa particularmente 
el caso en que los dO, se producen por câmbios de corriente en los mismos n 
circuitos. En estas circunstancias los câmbios de flujo se correlacionan directamente 
con los câmbios en dichas corrientes: 



(12-5) 


Si los circuitos son rígidos y estacionários, entonces no hay trabajo mecânico 
asociado a los câmbios de flujo y dW b es exactamente igual al cambio 
en la energia magnética, dU , dei sistema. Obsérvese que aqui limitamos nuestra 
atención a los circuitos estacionários, de modo que la energia magnética pueda 
calcularse como un término de trabajo. Posteriormente, dejaremos que los cir¬ 
cuitos se muevan uno en relación con otro, pero entonces no podremos iden¬ 
tificar dU con dW b ,. 

La energia magnética U de un sistema de n circuitos estaáonarios rígidos 
se obtiene integrando la ecuación (12-4) desde la situación de flujo cero (corres- 
pondiente a todas las li = 0) hasta el conjunto final de valores dei flujo. Para 
un grupo de circuitos rígidos que contienen (o están localizados en) médios mag¬ 
néticos lineales, los se relacionan linealmente con las corrientes de los circuitos 
y la energia magnética es independiente de la forma en que estas corrientes se 
llevan a su estádio final de valores. Como esta última situación es de considerable 
importância, restringiremos nuestra atención al caso lineal dei circuito rígido. 

Debido a que la energia final es independiente dei orden en el cual se varían 
las corrientes, podemos elegir un proceso particular para el que W se calcule 
fácilmente. Este proceso es aquel en que todas las corrientes (y, en consecuencia, 
todos los flujos) se llevan juntas a sus valores finales, es decir, en cualquier ins¬ 
tante, todas las corrientes (y todos los flujos) estarán a una misma fracción de sus 
valores finales. Llamémosle a a esta fracción. Si a los valores finales de la corriente 
se les asignan los símbolos 
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entonces, en cualquier etapa, II = a 7*; además, da. La integración de la 

ecuación (12-4) da 

r n 

I /;*>,= L 

i= 1 i=l 

= i I /,®,. 

i = 1 

Por tanto, la energia magnética es 

n 

U £ 7,0, (circuitos rígidos, médios lineales). (12-6) 

í=i 

Con la ayuda de la ecuación (12-5), que para un sistema lineal de circuito rígido 
puede integrarse directamente, la energia magnética puede expresarse en la forma 
siguiente: 

v = -2 t £ 

'=i j=i 

= \L l l\+\L 1 ll + --- + \L n l 2 n 

+ M i2 1 1 I 2 + ^ 13 ^ 1^3 + * * * + M ln I i I n 
+ M 23 / 2 / 3 -h*“ + M n _ 1 , n / n _ 1 / n 12-7) 

(circuitos rígidos, médios lineales). 

Aqui hemos utilizado los resultados y la notación de las secdones 11.3 y 11.4: 

Mij = Mji , Mjj = Li . 

Para dos circuitos acoplados, la última efuación se reduce a 

U = \L X I\ + MIJ 2 + ila/l, (12-8) 




donde, para simplificar, hemos escrito M en lugar de Àf 12 . El término MI X I 2 
puede ser positivo o negativo, pero la energia magnética total, t/, debe ser positiva 
(o cero) para cualquier par de valores de corriente: I x e / 2 . Representando la 
razón de comentes Ii/Ii por x obtenemos 

U = x 2 + 2 Mx + L 2 ) > 0. 

El valor de x que hace que U sea un mínimo (o un máximo) se encuentra de¬ 
rivando U con respecto a x e igualando el resultado a cero: 


x = 


M 

V 


(12-9) 
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La segunda derivada de U con respecto a x es positiva, lo que demuestra qu 
^12-9) es la condición para que haya un mínimo La energia magnética U ^ 0 
para toda x; en particular, el valor mínimo de U (definido por x = — M/L t ) 
cero o mayor que cero. Por tanto, 


M 2 2M 2 

Li 


+ L 2 > 0 


L t L 2 > M 2 , 

resultado que se estableció, pero no se demostro, en la sección 11.3. 
Para un solo circuiío 


( 12 - 10 ) 


<D = íi, 

U = jIQ> = \U 2 = i 


4> 2 


( 12 - 11 ) 


12.2 DENSIDAD DE ENERGIA EN EL CAMPO MAGNÉTICO 

La ecuación (12-7) da la energia magnética para un sistema de cornente en (un- 
ción de los parâmetros dei circuito: corrientes e inductancias. Dicha formulacion 
es particularmente útil porque estos parâmetros pueden medirsc experimentalm _ 
en forma directa Por otra parte, una formulación alternativa de la energia g 
trZlSStfZ vedores de campo B y H es de considerable mteres, porque 
proporciona un panorama en el que la energia se almacena en f^ P ° m ^ n 
mismo. Este panorama puede ampharse, como se hara en el^apitulo , P 
demostrar cómo se mueve la energia a través dei campo electromagnético en 

Drocesos no estacionários. 

P Consideremos un grupo de circuitos rígidos por los que pasan comentes, 
ninguno de los cuales se extiende hasta el infinito, y que se encuentran sumergidos 
en un medio con propiedades magnéticas lmeales. La energia de este sistema esta 
dada por la ecuación (12-6). Para nuestra discusión es conveniente suponer que 
cada circuito consiste en una sola espira; entonces, el flujo puede expresarse como 

$. = [ B • n da = <f> A • dl;, (12-12) 

J Si J Ci 

donde A es el potencial vectorial local. La sustitución de este resultado en (12-6) da 

U = i X f h A * dl t . 

i J c i 


(12-13a) 
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Hos gustaría hacer la ecuación (12-13a) algo más general. Supongamos que no 
Imemos circuitos de corriente definidos por alambres, sino que cada «circuito» 
o una trayectoria cerrada en el medio (que se supone es conductor) y que 
ajgue una linea de densidad de corriente. Se puede hacer que la ecuación (12-13a) 
ac aproxime a esta situación eligiendo un gran número de circuitos contiguos (C*), 
■astituyendo U ->■ J dv y, finalmente, por la sustitución de 

f Para £ f . 

J V í # Cf 

En consecuencia 

U = i í J • A dv. (12-13b) 

J V 

La última expresión puede transformarse aún más utilizando la ecuadón de campo 
▼ x H = J y la identidad vectorial (1-1-8): 

V ■ (A x H) = H • V x A-A*V x H, 

de donde, 

1/ = Í í H • V x A ái) - j [ AxH-nda, (12-14) 

Jy J S 

donde S es la superfície que limita al volumen V Como, por suposición, ninguno 
de los «circuitos» de corriente se extiende al infinito, es conveniente mover la 
snperficie S a una distancia muy grande, de modo que todas las partes de esta 
aoperficie estén lejos de las corrientes. Por supuesto, el volumen dd sistema debe 
aumentarse correspondientemente. Ahora H cae al menos tán rápidamente como 
l/r 2 , donde r es la distancia desde un origen cerca dei centro de la distribución 
de corriente hasta un punto característico £le la superfície S ; A cae al menos tan 
rapidamente como l/r; y el área superficial es proporcional a r 2 . Por tanto, la 
contribución de la integral de superfície en (12-14) decae como l/r o más rápido, 
y si S se aleja hasta el infinito, esta contribución se anula. 

Quitando la integral de superfície en (12-14) y extendiendo el término de volumen 
para que incluya todo el espacio, obtenemos 

U = \ í H-Bdi;, (12-15) 

V 

puesto que B = V x A. Este resultado es completamente análogo a la expresión 
de la energia electrostática, ecuación (6-17). La ecuación (12-15) se restringe a sis¬ 
temas que contienen médios magnéticos lineales, ya que se dedujo de la ecua¬ 
ción (12-6). 

Razonando en forma semejante a como lo hicimos en la sección 6.3, llegamos 
al concepto de densidad de energia en un campo magnético: 


u = iH • B, 


(12-16a) 
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que, para el caso de material^ magnéticos lineales isotrópicos, se reduce a 

(12-16b) 

u = 2 Í 1 ** — 2 ^ * 


12.3 FUERZAS Y MOMENTOS DE ROTACION 
EN CIRCUITOS RÍGIDOS 

Hasta ahora hemos desarrollado varias expresíones optativas para la energia mag- 
nSca de un sistema de circuitos de comente. Estas se dan en las ecuac.ones (12-6), 
(12-7) y (12-15). Demostraremos ahora cómo la fuerza, o e momento ^ ro^etón, 
sobre uno de los componentes de estos circuitos puede calcularse a partir dei co- 

* 

miento rígido dr bajo la influencia de tuerzas magnéticas que actuan sobre el 
^rmanecfendo constantes todas las corrien.es, B trabajo mecamco etectuado 
por ta fuerza F que actúa sobre el sistema es» 

dw = F • dr, O 2 ’ 17 * 

tal como en la ecuación (6 32). En estas circunstancias, el trabajo tiene dos con- 
tribuciones, como en la ecuación (6-37). 


dW = dW b - dU, 


(12-18) 


donde dU es el cambio en la energia magnética dei sistema y dlKe s el trabajo 
efectuado por las fuentes de energia externas contra las fem mducSdas para con- 

«*rvar las corrientes constantes. 

Antes de proceder a encontrar una expresión que enlace U y la 
narte dei sistema, será necesario eliminar dW b de la ecuación (12-18). Esto se hace 
fácilmente para un sistema de circuitos rigidos en médios magnéticos Imeales. 
STforma geométrica dei sistema se cambia, pero las cornen.es permaneceu 
inalteradas, entonces, según la ecuación (12-6), 

dU = i X h d ®i- 


Pero, de la ecuación (12-4), 


dW b = £ li d O,. 


Por tanto, 


dW„ = 2 dU. 


(12-19) 
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Utilizando esta ecuación para eliminar dW b de (12-18) y combinando el resultado 
con (12-17), obtenemos 


dU = F • dr, 


o 


F = VI/, 



( 12 - 20 ) 


La fuerza sobre el circuito es el gradiente de la energia magnética cuando I se 
mantiene constante. 

Si el circuito bajo consideración se restringe a moverse de tal modo que gire 
en torno a un eje, la ecuación (12-17) puede sustituirse por 


dW = x • d0 = x x d6 x + t 2 d0 2 + t 3 d0 3 . 


donde t es el momento magnético sobre el circuito y dd es un desplazamiento 
angular. Bajo estas condiciones, 


*i = 



( 12 - 21 ) 


y así sucesivamente. Los resultados (12-20) y (12-21) para corriente constante son 
análogos al caso electrostático de potencial constante, en el que se requiere el 
trabajo efectuado por una batería para mantener los potenciales constantes. 

En algunos otros casos de interés, el flujo por los circuitos puede tratarse como 
si fuera constante. Entonces, de acuerdo con la ecuación (12-4), dW b = 0, de modo 
que los sistemas se pueden considerar aislatfcs*. Por consiguiente, 


F-dr = dW= -dU, 

( 12 - 22 ) 
(12-23) 

Igual que en el caso electrostático, para utilizar el método de energia es nece- 
sario expresar U en forma analítica; es decir, debe darse una dependencia especí¬ 
fica de U de las coordenadas variables (x, y, z, 0 U 0 2 , o 0 3 ). Sin embargo, cuando 
se hace esto, el método de energia se convierte en una técnica poderosa para 
calcular fuerzas y momentos de rotación. 

* En un circuito normal, podría ser necesaria una batería para abastecer la disipación de po¬ 
tência I 2 R , pero dejamos esto de lado. Si los alambres fueran superconductores (R — 0), el sistema 
podría estar, de hecho, aislado. 
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Ilustraremos el método considerando dos ejempíos. (Ejercicios adicionales de este 
tipo se eníontrarán entre los problemas al final dei capitulo.) Como pnmer ejem- 
pkT calculemos la fuerza entre dos circuitos rígidos de comentes constant 
energia magnética está dada por la ecuación (12-8), y la fuerza sobre el circuito 2 es 

F 2 = V 2 C/ = / 1 / 2 V 2 M, 

donde la inductancia mutua M debe escribirse de modo que ilustre su dependencia 
sobre r 2 . La fórmula de Neumann, ecuación (11-35), muestra esta dependen 
explícitamente, de modo que podemos escribir 




- /Í0 / / 
4n 


Ci J c 2 


iA 1 v ( r 2 ~ [A 

| r2 _ ri |3- 


(12-24) 


expresión que evidentemente presenta simetria propia; es decir, F 2 % ]** 
obdante, tenemos ya una expresión para la fuerza entre dos crcmtos, ecuación 
(8-25) y ésta parece estar en desacuerdo con respecto a la formula que acabamos 
de deducir. Realmente, las dos expresiones son equivalentes, como puede venBcax- 
se fácilmente. Desarrollemos el triple producto dei integrando de la ecuación (8-25). 

dl 2 x [dl! x (r 2 - r 2 )] = d\M^2 * (r 2 - ri)] - (r 2 - ri)K ■ ^)- 

La integral que contiene el último término dei segundo miembro es idêntica a la 
(12-24); la que contiene el primer término puede escribirse como 


fh 

4n 


Ç „ f dl 2 • (r 2 - r t ) 


* 


(12-25) 


Ahora dl 2 m (* 2 — r i) ** 
Representemos |r2 — r i 


Wl _ n| veces la proyección de dl 2 sobre el vector r 2 r i- 
por r 2 ii entonces la proyección de dl 2 es solamente dr 2 i- 


La integral sobre C 2 puede efectuarse para una dU fija 


àr 2 1 


r 2 

c 2 ”21 


1 

r 21 


siendo los limites superior e inferior idênticos, debido a ^ ue se consldera el 
cuito completo. Por tanto, (12-25) se anula y la ecuación (12-24) es equivalente 

AQ 

Como segundo ejemplo, consideremos un solenoide largo, de IV vuelt» 
V longitud l, conduciendo una corriente constante de mtensidad I. Una va 
de hierro, de permeabílidad p y área de sección transversal A, se mtroduce a lo 
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largo dei eje dei solenoide. Si la varilla se saca (Fig. 12.1a) hasta que sólo la mitad 
de su longitud permanezca dentro dei solenoide, calcúlese aproximadamente la 
fiierza que tiende a hacerla volver a su lugar. 

Solución . La estructura dei campo magnético asociada con este problema es 
bastante complicada, si se contemplan los efectos finales. Sin embargo, afortuna¬ 
damente no tenemos que calcular toda la energia magnética dei sistema, sino 
simplemente la diferencia de energia entre las dos configuraciones mostradas en 
la figura 12.1 (a) y (b). La estructura dei campo es relativamente uniforme lejos 
de los extremos de la varilla y dei solenoide. La diferencia esencial entre las confi¬ 
guraciones (a) y (b) es que una longitud Ax dei extremo derecho de la varilla (fuera 


Varilla 

de faierro dulce 


à.X - [m - 



—H [—a* 



j_j_ 



(b) 


Fig. 12.1 Fuerza sobre una barra de hierro dulce introducida 
en un solenoide (por el método de energia). 


de la región dei campo) se traslada efectivamente a la región dei campo uniforme 
dentro dei solenoide, en un lugar más allá de la influencia desmagnetizante dei 
polo magnético. Por tanto, ya que H es aproximadamente longitudinal en la 
región Ax, y como la componente tangencial de H es continua en la vecindad de la 
varilla, usaremos 


u = i J fiH 2 dv. 
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donde H es constante dentro y fuera de la varilla, puesto que I es constante. 
Por consiguiente, 


U(x 0 + Ax) « U(x 0 ) + j [ (n — H 0 )H 2 dv 

“A A 


A Ax 



y de la ecuación (12-20) 



(12-26) 


en el sentido en que se incrementa x 0 * 

Un ejemplo en el que • es constante se encontrará en el problema 12.7. 


*12.4 PERDIDA POR HISTERESIS 

En las secciones anteriores nos hemos limitado a los sistemas magnéticos reversi- 
bles y, en la mayoría de los casos, a sistemas lineales. Diremos ahora algo acerca 
de los câmbios de energia en sistemas que contienen material de imán permanente, 
esto es, en sistemas en los que la histéresis tiene un papel destacado. Consideremos 
un circuito eléctrico en forma de una bobina con devanado muy apretado de N 
vueltas, la cual envuelve una pieza de material ferromagnético (Fig. 12.2). Si la 
bobina se conecta a una fuente externa de energia eléctrica, el trabajo hecho en 



Fig. 12.2 Muestra ferromagnética que forma 
parte de un circuito magnético. 


/ 


contra de la fem inducida en la bobina está dado por la ecuación (12-3). Sin 
embargo, en (12-3) el cambio de flujo d& es el cambio total dei flujo que atra- 
viesa el circuito; para nuestro propósito es conveniente dejar que el símbolo d# 
represente el cambio de flujo a través de una sola vuelta de la bobina. Entonces, 
suponiendo que el mismo flujo pasa a través de cada vuelta. 


ÔW b = NI <50>. 


(12-3a) 
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feoraigamos que la muestra ferromagnética forma parte de un circuito magnético, 
fanoces NI puede sustituirse por <j> H ■ dl alrededor de una trayectoria de flujo 
y la ecuación (12-3a) se convierte en* 


ôW b = | c5<DH -dl= jA ÔBH • dl. 


Ande A es la seccion transversal dei circuito magnético apropiada para el intervalo 
*fcmgitud dl. Como ã es siempre tangente a la trayectoria dei flujo, la ecuación 
«erior puede escribirse como 



(12-27) 


v 


ihade V es el volumen dei circuito magnético, es decir, la región dei espacio en 
«pe el campo magnético es diferente de cero. 

Si el material ferromagnético en el sistema muestra un comportamiento mag- 
■ítico reversible, la ecuación (12-27) puede integrarse desde B = 0 hasta su valor 
Knl, para dar la energia magnética dei sistema. Para un material lineal, la energia 
níobtenidâ es idêntica a la expresada por la ecuación (12-15). 

No obstante, la ecuación (12-27) es mucho más general que ésta, pues predice 
«rrectamente el trabajo realizado sobre el sistema magnético aun para los casos en 
4 K hay histéresis. 

Según la ecuación (12-27), un cambio en la estruetura dei campo magnético 
una inversión de trabajo 


dw b = H * dB 


(12-28) 


avxáada con cada unidad de volumen de material magnético (o de vado) en el sis¬ 
tema. El caso en que el material se somete a ciclos es de especial interés, así 
como lo seria cuando la bobina que rodea la muestra se somete a la acción de 
una comente alterna. En un ciclo, la intensidad magnética H (para un punto 
típico de la muestra) comienza en cero, aumenta hasta un máximo. H màJlt dis- 
minuye hasta — y luego vuelve a cero. La inducción magnética B muestra 
nna variación semejante, pero para un ferromagnético típico quedará detrás de H , 
describiendo así una curva de histéresis (Fig. 12.3). La contribución de trabajo 


* El análish preseotado aqui puede establecerse sobre una base algo má.< rigurosa sustituyendo el cir¬ 
cuito magnético con gran número de trayectorias de flujo magnético de varias longitudes (circuitos 
Magnéticos en paralelo). La ecuación (12-3a) se convierte entonces en 


ÒW b = NI £ ô<t>j = £ l <50,H • dlj. 


j j Jj 


donde ô+ } es el cambio de flujo asociado con una de estas trayectorias. El resultado final, ecua¬ 
ción (12-27), no varia. 
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d 



Fig. 12.3 Trabajo realizado por unidad 
de volumen en un material ferromagnético 
sometido a un ciclo. 


—► // 


(por unidad de volumen) necesaria para cambiar la inducción magnética desde 
un punto a hasta otro b sobre la curva de histéresis, 



es exactamente el área entre el segmento de histéresis ab y el eje B ; es positiva, 
porque tanto H como dB son positivas. La contribución (w^ es también el área 
entre el segmento de histéresis apropiado ( bc ) y el eje B , pero debe considerarse 
negativa, ya que H y dB son de signo contrario. Se pueden hacer argumentos 
semejantes para (w fc ) C(í y (w^. Por tanto, al someter el material a un ciclo alrededor 
de la curva de histéresis, el trabajo necesario por unidad de volumen es 



(12-29) 


que es el ârea encerrada por la curva de histéresis. 

Al final de un eido completo, el estado magnético dei material es el mismo 
con que se empezó el ciclo; en consecuencia, la «energia magnética» dei material 
es la misma. Es evidente, por tanto, que la ecuación (12-29) representa una pérdida 
de energia. Esta pérdida aparece como calor; se presenta por los câmbios irrever- 
sibles en la estructura dei domínio dei material. La pérdida de histéresis es un 
factor importante en los circuitos sujetos a operaciones de corriente alterna. La 
ecuación (12-29) representa la pérdida de energia por unidad de volumen en cada 
ciclo; por tanto, la pérdida de energia por unidad de tiempo es directamente 
proporcional a la frecuencia de la corriente alterna. 

Según la ecuación (12-28), el trabajo necesario para cambiar la inducción mag¬ 
nética en una unidad de volumen de material es 


dw h = H • dB = fi 0 H dH + fi 0 H • <M. 


(12-28a) 
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Á veces es conveniente considerar que el término fi 0 H dH (el trabajo realizado en el 
vacío) se da haya o no presente material. Entonces, desde este punto de vista, 
el término n 0 H * dM es el trabajo específico realizado sobre el material. Este es el 
enfoque que generalmente se toma en los textos de termodinâmica; forma la 
base para una discusión de procesos tales como el «enfriamiento magnético». 

Como la integral de H dH se anula para un ciclo completo, la ecuación (12-29) 
es equivalente a 

w b = Ho^HdM. (12-29a) 

A partir de d(MH) = H dM + M dH, esto puede escribirse como 

w b = — /i 0 1 M dH. (12-29b) 


12.5 RESUMEN 

El trabajo que realiza un agente externo, por ejemplo, una batería, en alterar el campo 
magnético de un sistema de circuitos de corriente es 

dW b = t hd<5>i 

i = 1 

(sin contar el trabajo que proporciona la pérdida de calor de Joule de los cir¬ 
cuitos resistivos). La energia potencial magnetostática de un sistema de circuitos 
de corriente y un medio magnético lineal es 

= i i h*» 

1=1 

donde 

<*i = t Mijly 

j= i 

Para una distribución de corriente continua en un medio lineal, la energia magnética 
se convierte en 


U = i | J • A dv, 

donde el potencial vectorial A es el producido por la densidad de corriente J. La 
integración por partes transforma la energia de materiales magnéticos lineales 
en una integral, 


U = judv, 
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sobre la densidad de energia dei campo magnético, 

1 B 2 

« = iH-B = i/JJ 2 =x — • 

Á. fÀ 

1. Para un solo circuito, 

U = i/o>, 
con 

0 = L/. 

2. La fuerza magnética sobre parte de un sistema aislado, con un flujo constante 
pasando por cada circuito, es el gradiente negativo de la energia magnetostática, 



Si el sistema no está aislado, sino que se mantiene constante la corriente en cada 
circuito mediante un agente externo (batería), la fuerza está dada por: 



3. En presencia de un material no lineal, incluída la histéresis, 


dw b = H • dB. 


En un ciclo completo de un proceso cíclico, 




w b = 




PROBLEMAS 

12.1 Se da un circuito (no necesariamente rígido) de corriente en un campo magnético prescrito. 
La fuerza magnética sobre cada elemento de circuito d\ está dada por l dl x B. Si el cir¬ 
cuito puede moverse bajo las influencias de las fuerzas magnéticas, de tal modo que un 
elemento típico se desplaza <5r y al mismo tiempo la intensidad de la corriente I se mantiene 
constante, demuestre por cálculo directo que el trabajo mecânico efectuado por el circuito 
es SW= I <5<D, donde <54> es el flujo adicional que atraviesa el circuito. 

1Z2 Se da un conjunto de circuitos de corriente que interactúan en un medio magnético 
lineal. Todos los circuitos, con excepción dei 1, se mantienen estacionários, mientras que d 
circuito 1 se mueve rigidamente. Las comentes se mantienen constantes por medio de baterías. 
Demuestre a partir de la combinación de las ecuaciones (12-4), (12-6) y (12-18) que el trabajo 
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mecânico realizado por el circuito mó vil es dW = I x d<b u donde d^ x es ei cambio dei flujo 
que atraviesa el circuito 1. 

123 Consideremos dos circuitos de corriente que interactúan caracterizados por las induc- 
tancias L x = pI\,M í2 — M 2l = pii 2 í s i 2 y L 2 = f$I 2 , donde y s son constantes. Este es un 
sistema magnético reversible, pero no lineal. Calcule la energia magnética dei sistema en 
función de las corrientes fínales íi e I 2 . Haga esto en dos formas: primero, llevando las 
corrientes a sus valores finales al mismo tiempo; segundo, manteniendo V 2 — 0 mientras I\ 
se lleva a su valor final, y luego cambiando í 2 

12.4 Un circuito en forma de una vuelta circular de alambre de radio b se coloca' en el 
centro de una vuelta más grande de radio a,b <$ a. El circuito pequeno se fija de modo 
que pueda girar libremente en torno a uno de sus diâmetros, localizándose este diâmetro 
en el plano dei circuito mayor. Los circuitos conducen corrientes estacionarias I b e J a , res¬ 
pectivamente. Si el ângulo entre las normales a los dos circuitos es 9 , calcule el momento 
de rotación sobre el circuito móvil. iQué dirección tiene este momento de rotación cuando 
I b e I a circulan en el mismo sentido? 

*12.5 Un electroimán que tiene forma de U. de longitud /, separación de polos d y permeabi- 
lidad n, tiene una sección transversal cuadrada de area A. Se enrolla con N vueltas de alambre 
por las que pasa una corriente /. Calcule la fuerza con la cual el imán sostiene contra 
sus polos una barra dei mismo material y de la misma sección transversal. 

12.6 Un imán permanente, con magnetizadón constante, y un circuito que se conecta a una 
batería, forman un sistema aislado. El circuito puede moverse con respecto al imán, manteniéndo- 
se constante la corriente I en el circuito. El trabajo mecânico efectuado por el circuito está dado 
en el problema 12.1 iQué conclusión se puede sacar dei cambio en la energia magnética 
dei sistema? 


12.7 El campo de inducción magnética entre los polos de un electroimán es relativamente 
uniforme y se mantiene al valor constante B 0 - Una varilla paramagnétka delgada, que se restringe 
a moverse verticalmente, se coloca en el campo como muestra la figura 12.4. La susceptibilidad 
de la varilla es Xm y su área de sección transversal es A. (a) Calcule la fiierza sobre la va¬ 
rilla. (b) Obtenga un valor numérico para la fuerza si el material de la varilla es titânio, 
A = 1 cm 2 y B 0 = 0.25 T. 


Fig. 12.4 Varilla paramagnética 
introducida entre los polos de un imán. 



*12.8 Del resultado dei problema 12.1, la fuerza sobre un circuito de corriente en un campo 
magnético prescrito está dada por F = /V®. Si el circuito es muy pequeno, el campo mag- 
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nético B puede tratarse m Demuestre 

* iSfS SSCCP* - - — •- * en 

ción dei dipolo, la fuerza sobre el dipolo es 

F = (m • V)B. 

12.9 Un circuito rígido que consiste en una sola 

ci,cui.o — - 

centro dei campo, y / es la comente dei circuito. 

ssrsfts¥2 VS* *- - -—* tato - 

radial que fluye desde el ongen, B - Kr/r . 

i j„ mliv lareo de N/í vueltas por unidad de longitud y radio «, 
12.11 Considere “ n aproximadamente uniforme y el campo extenor 
de tal modo que el camp unidad de longiiud de circunferência que se ejerce 

es cero. Encuentre la fuerza radia P maonética íal Considere que la comente J 

sobre «02 vuelta dei devanoòo IJ« ' *JJJJ b R cpi ,ael procedirmento considerando 

tTS STJlí r-STJS ^* - - *— 

conductor). n _i ,,2 

12.12 Resuelva el ejemplo de la figura 12.1 con iW 

donde L = Ux 0 ) es la in ductancia de so ^ varilla es mU y semejante al dei solenoide 

T^Z írX que los efectos terminal, son desdefiables. 

., , . <i 10 encuentre la fuerza radial sobre la bobina si esta 

l^o^rí £TÍ£ li- í fuerta sobre ,a bobina: de ?P ansi6„ o d« * 

Encuentre la fuerza eurre el alatubre recro , el circulro rertrngula, dei problema 11.15 
si las comentes son h e h- 

12.15 DOS circuitos superconducrore, aislados ««duo- 

SZuS ZZTm” l”s" circuitos son idcuricos y «e.cn las tnismas 

corrientes iniciales encuentre las comentes finales I. 

i f h • R do = 0 donde V es todo el espado, si los campos son produci- 
Ss‘uiZ:rZ“^"es B dLrr. uo bay corteu.es rraurporuulon,). t Es cero 1. euerg» 

magnética? , , _ Q a 

, „ . , lo» dos curvas de histéresis de la figura 9.8 y la 

• b ■ - ~ “““ “ 

una operaciôn de 60 Hz. 
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fiRrma cilíndrica, con una longitud de 0.4 m y un diâmetro de 0.15 m. Si gira a 1800 r/min, 
calcule la razón a la que se produce calor en el núcleo. 

12.19 Un circuito de corriente en un campo magnético prescrito se mueve bajo la influencia 
de fuerzas magnéticas. Eí trabajo mecânico efectuado por el circuito está dado en el pro¬ 
blema 12X Supongamos ahora que et circuito es un cin-uiio atómico y que la corriente ató¬ 
mica se mantiene constante, debrdo a tos princípios cuánticos generales (observe que estamos 
despreciando un pequeno cambio en la corriente debido al d ia magnetismo)* ^Cuál es eJ 
cambio de energia magnética det circuito? El resultado de este problema es la base para 
la energia dipolar magnética dei cálculo de la seccíón 103. 


I 









CORRIENTES 

QUE VARIAN LENTAMENTE 


13.1 INTRODUCCION 


En d capitulo 7 se introdujo la idea de un circuito eléctrico, y se hizo un anátisis de 
las corrientes de dichos circuitos cuando se excitabati por voltajes aplicados constan¬ 
tes. Estas ideas se ampliarán ahora para incluir los voltajes que varían lentameme y las 
corrientes resultantes que varían ientamente. Para entender en forma adecuada lo 
que se quiere decir con la expresión «que varían lentamente», deben usarse las 
ecuaciones de Maxwell*, sin embargo, las ideas generales pueden entenderse sin 
recurrir a los detalles de estas ecuaciones. 

Para variaciones sinusoidales de voltaje en circuitos que contienen elementos 
lineales, base para la teoria dementai de circuitos, d comportamiento de un 
circuito se caracteriza por una frecuenda cof. Una onda electromagnética de esta 
frecuencia en d espado libre tiene una longitud de onda / - 2ncjoi, donde c es 
la vdocidad de la luz. La restricdón principal que debe imponerse para que la 
corriente dei circuito pueda llamarsc de variación lenta es que el circuito no deberá 
irradiar una cantidad apreciable de potência. Esta restricdón puede satisfacerse 
requirtendo que la dimensión lineal máxima dei sistema, L, sea mucho menor que ta 
longitud de onda en d espado libre asociada con la frecuencia excitajora; esto es. 




2 nc 

ÜJ 


o 



(13-1) 


Si se satisface esta condición, entonces para cada demento d\ dei circuito que 
conduce una corriente / hay, a una distancia mucho menor que una longitud de 
onda, un elemento correspondiente —dl que conduce la misma corriente. Esto 
asegura claramente la cancelación de los campos producidos por estos elementos a 


* Las ecuaciones de Maxwell se tratan detailadamemeen ei capitulo 16. Aq uellos que estén interesados, 
encontrarán que vale la pena correlacionar el material presentado en el capitulo 16 con el que se presentà 
aqui, En este contexto, «variación lenta» significa simpiemente que dejamos de lado la corriente de 
des piavam ien to êDjdt, que se analiza en las secciones 16.1 y 16.2; de este modo, V x H = J, como se ha 
supuesto hasta ahora. 

t La cantidad m es 2 n veces la frecuencia y a veces se llama frecuencia angular. El uso de w en lugar de 
2irfes de considerable ventaja en muchas ramas de la física. En particular, en esta discusión, elimina una 
multitud de 2n en las ecuaciones de los circuitos. 
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distancias dei orden de unas cuantas longitudes de onda en todas direcciones y, 
por tanto, muestra que los campos asociados al circuito estàn restringidos a la 
«cindad dei mismo. Para ver qué restricciones prácticas impone la ecuación (13-1), 
A/10 se ha usado como dimensión máxima de circuito al construir la tabla 13.1. 
Las frecuencias elegidas son una frecuencia de línea de transmisión de energia 
déctrica, una radiofrecuencia baja (banda de radiodifusión AM), una radiofrecuencia 
elevada (FM y TV) y una frecuencia de microonda. Es evidente que para las tres 
pnmeras frecuencias es factible construir circuitos corrientes que satisfagan nuestro 


Tabla 13.1 


/. Hz 

co, rad/s 

A, m 

L, m 

60 

376 

5 x 10 6 

5 x 10 5 (300 

10® 

6.28 x 10® 

300 

30 

10* 

6.28 x 10 8 

3 

0.3 

IO 10 

6.28 x 10‘° 

0.03 

0.003 


critério; sin embargo, para la última, el circuito debe construirse en un cubo de 0.1 
pulgadas de lado, aproximadamente, lo que restringe su aplicabilidad a circuitos 
integrados. Deberá también observarse que a 100 MHz, la longitud de onda y las 
dimensiones dei circuito son de tamaho de laboratorio y, en consecuencia, debe 
tenerse cuidado al aplicar la teoria de circuitos comunes a estas frecuencias y a 
otras mayores. En el resto de este capítulo se supondrá que se satisface el critério de 
variación lenta, sin mayor comentário explícito. 


13.2 COMPORTAMIENTO TRANSITÓRIO 
Y DE ESTADO ESTACIONÁRIO | 

Si una red de elementos pasivos se conecta repentinamente a una o varias fuentes de 
voltaje, surgen corrientes. Independientemente de ia naturaleza de los voltajes 
aplicados, la variación inicial de las intensidades de dichas corrientes con el liempo 
no es periódica. No obstante, si los voltajes varían periodicamente con el liempo*, 
entonces mucho tiempo después de su aplicación, las corrientes también variarân 
periodicamente con el tiempo. (De hecho, por supuesto, se vuelven estrictamente 
periódicas sólo después de un tiempo infinito; sin embargo, cualquier aproximación 
deseada a la periodicidad puede obtenerse esperando un tiempo suficientemente 
largo.) Es conveniente discutir el comportamiento de los circuitos en dos fases, 
dependiendo de si es importante el comportamiento periódico o el no periódico. 
Al comportamiento periódico se le llama comportamiento de estado estacioná¬ 
rio, mientras que el no periódico se conoce como comportamiento transitório . 
Ambos aspectos se rigen por las mismas ecuaciones básicas integrodiferenciales; sin 

Un voltaje constante aeberá entenderse como un caso especial de voltaje periódico, en el cual el 
período es infinito o la frecuencia es cero. 
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embargo, las técnicas elementales usadas para resolverias son radicalmente distintas 
en los dos casos. El análisis presentado aqui se restringirá al análisis transitório 
elemental (principalmente, excitación por voltajes constantes) y al análisis de estado 
estacionário para excitaciones sinusoidales. Para más detalles, el lector debe 
consultar los libros clásicos de Guillemin y de Bode*, y otros textos de ingeniería más 
recientes|. 


13.3 LEYES DE KIRCHHOFF 

En el capítulo 7 se presentaron las leyes de Kirchhoff para circuitos de corriente 
directa (c. d.); éstas deben generalizarse ahora para incluir comentes que varían 
lentamente. La primera generalización consiste en observar que no sólo los resisto- 
res, sino también los condensadores e inductores deben incluirse como elementos de 
circuitos. Cada elemento de éstos tiene una diferencia de potencial entre sus 
terminales que debe incluirse en la ley de mallas de Kirchhoff. El nombre «caída 
de IR» ya no es apropiado para todos estos elementos, por lo que se adoptará el de 
contravoltaje para denominar la diferencia de potencial entre las terminales de un 
elemento pasivo. La otra generalización consiste en observar que ambas leyes de 
Kirchhoff deben ser válidas en todo momento; esto es, deben ser válidas para los va¬ 
lores instantâneos de las corrientes, los voltajes aplicados y los contravoltajes. Las 
leyes pueden ahora enunciarse así: 

I. La suma algebraica de las corrientes instantâneas que jluyen hacia un nodo 
es cero. 

II. La suma algebraica de los voltajes aplicados instantâneos en una malla 
cerrada es igual a la suma algebraica de los contravoltajes instantâneos de la 
malla. 

I 

El significado de la primera de estas leyes es claro: si las corrientes dirigidas hacia un 
nodo se llaman positivas, entonces las que se dirigen en sentido contrario deberán 
llamarse negativas, y la ley dice que la cantidad de corriente que entra en el nodo sale 
de él. Básicamente, la segunda ley representa la integral dei campo eléctrico a lo largo 
de la malla; sin embargo, es necesario establecer el convênio de los signos. El 
convênio de signos al que nos aferraremos se explica mejor en términos de una sola 
malla sencilla, como la que muestra la figura 13.1. En esta figura, un voltaje aplicado 
- f~(t ) se muestra conectado en serie con un resistor R, un inductor L y un conden¬ 
sador C. Se ha trazado una flecha, designada por /(t), para indicar el supuesto sen¬ 
tido positivo (arbitrário) de la corriente. Todos los signos se refieren finalmente a 


* E. A. Guillemin, Communication Networks (2 tomos) (Nueva York: Wiley, 1931 y 1935); y H. W. 
Bode, NetWork Analysis and Feedback Amplifier Design (Princeton, N. J.: D. Van Nostrand, 1945), 
(Huntington, Nueva York: Krieger, 1975, reimpresión de la edición de 1945). 

t Por ejemplo, N. Balabanian y T. Bickart, Electrical NetWork Theory (Nueva York: Wiley, 1969); y 
J. B. Murdoch, Network Theory (Nueva York: McGraw-Hill, 1970). 
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Fig. 13.1 Un circuito en serie compuesto 
de elementos de circuitos. 



flte sentido. El voltaje i^(t) es positivo si tiende a causar que la corriente se mueva 
a d sentido supuesto; es decir, si la terminal superior de la figura 13.1 es positiva 
a respecto a la terminal inferior. El contravoltaje resistivo es sólo IR , como 
a k>s circuitos de c. d. Si dljdt es positiva, en la inductancia se inducirá una fem que 
fende a causar una corriente en el sentido opuesto al supuesto para /; es decir, la 
taminal superior de L debe ser positiva con respecto a la terminal inferior. Como 
fee es el mismo sentido que el de IR con respecto al de /, el contravoltaje es 
«actamente L(d//dt)*. El contravoltaje capacitivo depende de la carga dei condensa¬ 
dor, que puede ser positiva o negativa, dependiendo de que consideremos el 
amductor superior o el inferior. Esta dificultad se elimina expresando 



(13-2) 


donde í 0 se elige de modo que Q(t 0 ) sea cero. Con esta elección de Q , una Q positiva 
hoce que la terminal superior dei condensador sea positiva y, por tanto, produce el 
contravoltaje capacitivo + Qj C. La ley de voltaje de Kirchhoff para el circuito de la 
%ura 13.1 es 



(13-3) 


Ve es la ecuación básica integrodiferencial de la teoria de circuitos. 

13L4 COMPORTAMIENTO TRANSITÓRIO ELEMENTAL 

El único comportamiento transitório que consideraremos aqui es el asociado a la 
apKcadón repentina de un voltaje constante ir a una malla de resistores, condensa¬ 
dores e inductores, siendo el primer ejemplo el circuito R-L representado en la figura 
132. Para este circuito, la ecuación (13.3) se convierte en 



(13-4) 


* Vale la pena observar que la fem indudda se escribe como -L(d//df); sin embargo, siendo una fem, 
debería escribirse normalmente en el otro miembro de la ecuación de contravoltajes. Por tanto, no hay 
incompatibilidad al escribir +L(dUdt) para el contravoltaje. 









292 FUNDAMENTOS DE LA TEORIA ELECTROMAGNÉTICA 


después de haber cerrado el interruptor S. Antes de que se cierre el interruptor, la' 
scMción es trivial, I = 0. La ecuación (13-4) es una ecuación diferencial lineal de 
primer orden con coeficientes constantes y, en consecuencia, puede resolverse 
siempre con una constante arbitraria en la solución. Esta solución es 

I(t) = ^ -Ke-' R t L , (13-5) 


R 


L 

Fig. 13.2 Respuesta transitória 
de un circuito R-L. Diagrama dei circuito. 

siendo K la constante arbitraria. Como el circuito contiene una inductancia que 
impide un cambio brusco en la corriente, ésta debe ser exactamente la misma 


después de cerrar el interruptor que la de antes de cerrar 
cero. Si el interruptor se cierra en t = t 0 , esto implica que 

el interruptor; es decir, 

Ke~ ,oRIL = 0 

R 

(13-6) 

o 


K — -*e‘ oR "' 

R 

(13-7) 

$ 

La solución completa es entonces 


/(r) = —[1 -g-KC-iowt], 

R 

(13-8) 


cuya gráfica se muestra en la figura 13.3. Hay vários hechos útiles y fácilmente 
obtenibles que pueden deducirse de la ecuación (13-8) y de la figura 13.3. Primero 
L/R tiene las dimensiones de tiempo y se denomina constante de tiempo. Dado que 



Fig. 13.3 Respuesta transitória 
de un circuito R-L. 
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donde 


n f 

\J LC 4L 2 * 

mientras no sean cero ni L ni C. Si cualquiera de los dos se anula, aparece una 
indeterminación en la ecuación (13-11). Sin embargo, la ecuación (13-10) puede aun 
resolverse para L = 0; de hecho, la solución es más sencilla que la de la ecuación 
(13-11). Además, el caso C = 0 corresponde al caso sin interés de un circuito abierto. 
Para completar la discusión de este punto, si C = oo, que corresponde a corto- 
circuitar el condensador, la ecuación (13-11) se reduce a la (13-5), ahora con dos 
constantes arbitrarias que se pueden obtener ajustando las condiciones en la 
frontera. Esto refleja, por supuesto, el hecho de que todo conocimiento de ir fue 
perdido al ir de la ecuación (13-9) a la (13-10). 

Volvamos ahora a la solución de (13-11), donde nos falta evaluar las constantes A 
y B. Para que la comente sea real, B debe ser el complejo conjugado de A. Como el 
interruptor se cerró en f = 0, para este valor la corriente debe de ser cero, lo que sig¬ 
nifica que las dos exponenciales imaginarias deben combinarse para dar una función 
sinusoidal. Estas observaciones conducen a 


/(f) = De R,,2L sena)„í, (13-12) 

donde D es una sola constante real que debe aún evaluarse. Esta evaluación se logra 
observando que en t = 0, Q e / son ambas cero y, en consecuencia, que 


ir 



1 = 0 


(13-13) 


Utilizando esta condición inicial, se tiene 


i 




(13-14) 


La solución está ahora completa. La corriente oscila con la Jrecuencia natural 


n f 

~ V LC “ ÃÚ ’ 

pero con una amplitud que decrece con el tiempo y que está dada por De~ R ‘ l2L . 
Este comportamiento se muestra en la figura 13.5. Si el tiempo t 0 al cerrar el inte¬ 
rruptor no es 0, solamente se necesita reemplazar t por t — t 0 . 

Esto completa el análisis transitório elemental que debe ofrecerse aqui. El resto 
de este capítulo se dedicará a circuitos excitados por voltajes sinusoidales en el estado 
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13.5 Respuesta transitória 
ét un circuito R-L-C. 


«ttcionario; es decir, después de un tiempo suficientemente largo desde que la 
«atación se ha aplicado, para asegurar que los transitórios sean despreciables. 


H5 COMPORTAMIENTO DE ESTADO ESTACIONÁRIO 
DE CIRCUITOS SENCILLOS EN SERIE 

Esíudiaremos ahora el comportamiento dei circuito de la figura 13.1, con la siguiente 
sfcntación: 


V{t) = Y o cos cot. 


(13-15) 


Am de ao es una frecuencia dada, no necesariamente igual a co n . Se podría simplemente 
ocribiresto en lugar de iT(í)en la ecuación (13-1) o en la (13-10) y resolver la ecuación 
■esultante; sin embargo, un procedimier^o más fructífero es observar que T () cos cot 
cs la parte real de 0 e mt . Si se aplicara ai circuito un voltaje complejo fictício. 

+ 0 ^ 2 * lo más probable es que la corriente resultante también fuera compleja. 
Ii + il 2 (aqui se implica que ir 2 , I 2 e I 2 son todos reales): Poniendo estas 
cantidades ficticias en (13-10) se tiene 


dr^ diq 

dt dt 



„ dI 2 
+ R^ + 
dt 


•è) 


(13-16» 


La única forma de que esta ecuación se cumpla es que las partes reales dei primer 
miembro y dei segundo miembro sean iguales y las partes imaginarias también lo 
sean. Por tanto, ^ satisface la ecuación (13-10) con d^/dt en el primer miembro e I 2 
satisface la ecuación (13-10) con dV^dt en el primer miembro. Esto significa que si 
f^(t) es la parte real de alguna función compleja, es suficiente resolver la ecuación 







296 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


(13-10) con la función compleja para i^(t) y luego obtener la corriente física, tomando 
la parte real de la solución compleja. Para la excitación cos cot , es apropiado 
emplear ^e* 01 y considerar la parte real de la solución como la intensidad de 
corriente física. En algunos casos, puede ser preferible usar e + ^ para obtener 
la respuesta a cos (cot + </>), donde <j> es un ângulo de fase dado. 

Si Ytf™ 1 se usa eri la ecuación (13-10), la intensidad de corriente será l 0 e i(Ot , 
siendo 7 0 alguna constante compleja. La sustitución directa en la ecuación da 


icoi^e 1 ^ = 


-ü) 2 L + icoR + — 


Io* 


(13-17) 


Dividiendo por ico se cambia esto a 


que está en la forma 


con 


r 0 e i(út = 


R + icoL -+■ 


icoC 


r 0 e imt = ZI 0 e imt 

Z = R + icoL + 7 — 7 ;, 
icoC 


(13-18) 


(13-19) 

(13-20a) 


o 

(13-20b) 

La impedancia Z dei circuito consta de dos partes: la parte real o resistência (R) y la 
parte imaginaria o reactancia (X). La reactancia se divide aún en reactancia inductiva 
X L = coL y reactancia capacitiva X c = — 1/coC. El hecho de que la impedancia sea 
compleja significa que la corriente no está en fase con el voltaje aplicado. A veces 
resulta cómodo escribir la impedancia en forma polar 

Z= | Z | e i$ , (13-21) 


Z = R + i I o)L 


T 


con 


y 


| Z | = [R 2 + (coL — l/a»C ) 2 ] 1/2 


0= tg 1 


c oL — \/o)C | 


(13-22) 


(13-23) 
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Empleando esta forma para la impedancia, la corriente compleja puede escribirse 
como 

I(t) = Jzf (13-24a) 

y la corriente física está dada por 

-jyj- cos (cot - 0). (13-24b) 

Si 6 es mayor que cero, la corriente alcanza una fase especifica después que el voltaje 
y se dice que se retrasa con respecto al voltaje. En el caso contrario, la corriente se 
adelanta al voltaje. Esto completa formalmente el estúdio dei circuito sencillo en 
serie, aunque posteriormente examinaremos la solución con cuidado, para mejorar 
nuestra comprensión física de la situación. 


13.6 CONEXION DE IMPEDANCIAS EN SERIE 
Y EN PARALELO 


Si dos impedancias se conectan en serie, entonces fluye la misma corriente a través de 
cada una. Los voltajes* a través de las dos impedancias son V x — Z x l y V 2 = Z 2 I . El 
voltaje de la combinación es V x + V 2 = (Z x + Z 2 )i. Es claro, entonces, que en la 
conexión de impedancias en serie se suman las impedancias; esto es. 


Z = Z x + Z 2 + Z 3 + ••• (conexión en serie). (13-25) 


Por tanto, la ecuación (13-20a) es la suma de las impedancias de «na resistência R, 


una inductancia L, 


z, = 

Z 2 = icoL, 


y una capacitancia C, 


Z 3 


1 

TcoC ’ 


todas en serie. Es importante observar que las impedancias se suman como números 
complejos. Si Z x = R x -f iX x y Z 2 = R 2 + iX 2j entonces 

Z = Z x + Z 2 = (R x + R 2 ) + i(X x + X 2 ). (13-26) 


* En ésta y en las restantes secciones dei presente capítulo, utilizaremos el símbolo V en lugar de 
A tp para la diferencia de potencial sobre un elemento o grupo de elementos. 
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Rn forma polar, 


Z = | Z | e' 9 , \Z\=[(R l + R 2 ) 2 + (X l + X 2 ) 2 ] 1 ' 2 , 



(13-27) 


Obsérvese que 1 a magnitud de Z no es la suma de las magnitudes de Z^ y Z 2 * 

Si las impedancias se conectan en paralelo, entonces el mismo voltaje aparece a 

través de cada una de ellas y las corrientes vendrán dadas por= V/Z u l 2 = V/Z 2 , 

etcétera. La corriente total es 



de la cual es claro que 


(13-28) 


— =- 1 -(- • ■ ■ (conexión en paralelo). 

Z Zi Z 2 


Aqui, también, ia suma es ia adición de números complejos. 

Las ecuaciones (13-25) y (13-28) proporcionan la base para resolver problemas en 
los que iníervienen configuraciones más complejas con un solo voltaje aplicado. 
Como ejemplo, consideremos ei circuito de la figura 13.6. La impedaneia consiste en 
un resistor en serie con Ia combinadón en paralelo de un condensador y un ínductor. 
Esto se expresa por 


Z = R v + 


(13-29) 


R 2 + íojL 1 íojC 


Alternativamente, 


Z + 1 4- i o)C(R 2 + imL) 


R 2 + íojL 


(13-30) 



Fig. 13.6 Un circuito típico de c. a. 
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o bien por 

7 _ " (^2 + »mL)[(l — c o 2 LC) — i(oR 2 C] 

1 (1 - a> 2 LC? + tfRlC* 


(13-31) 


La única manipulación distinta que vale la pena hacer ahora es la separación en 
fartes real e imaginaria: 


7_ P , R i .a>m-oj 2 bC)-wR 2 2 C 

1 (1 - <o 2 LC) 2 + (o 2 R\C 2 + ' (1 - m 2 LC) 2 + w 2 R\C 2 ' 


(13-32) 


Habiendo encontrado Z, determinaremos ahora la comente, dividiendo i r 0 e kl)t entre 
Z. El estúdio de este circuito se continuará posteriormente, en relación con los 
fenómenos de resonancia. 


13.7 POTÊNCIA Y FACTORES DE POTÊNCIA 

La potência entregada a un resistor puede determinarse multiplicando el voltaje a 
través de cada resistor por la corriente que pasa por el mismo. Sin embargo, para el 
caso más general, tal como la impedancia mostrada en la figura 13.7, se necesita un 

—0 


Fig. 13.7 Medida de potência. 

enfoque más sutil. Si V(t) y I(t) son el voltaje y la corriente complejos, como se 
muestra, entonces la potência instantânea |s 

P(t) = Re I(t) Re V(t\ (13-33) 

La potência media es una cantidad más importante, obtenida al tomar el promedio 
durante un período completo o durante un tiempo muy largo (muchos períodos). Si 
las fases se escogen de tal modo que V 0 sea real y, como de costumbre, Z = \Z\e ie , 
entonces se demuestra en forma directa, como en el problema 13.11, que 

P = Re I{t) Re V(t) = ±|J 0 | | V 0 \ cos 0. (13-34) 

El factor medio en la ecuación (13-34) representa el hecho de que el promedio de 
sen 2 (út o cos 2 cot es la mitad. El otro factor interesante es el coseno de 0, que toma en 
cuenta el hecho de que la corriente y el voltaje no están en fase. El coseno de 0 se 
Dama frecuentemente factor de potência de un circuito de corriente alterna (c. a.). En la 
sección 17.3 se demuestra que 



Re (/ 0 e i<at ) Re (V 0 e itot ) = * Re (/$F 0 ), 


(13-35) 
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donde /£ es el complejo conjugado de I 0 . Esta forma se recuerda fácilmente y 
conduce directamente a la expresión (13-34). 

Como comentário final, mencionaremos que los valores eficaces dei voltaje y de la 
corriente se definen a menudo por 



La virtud de estas defmiciones es que un V cí dado aplicado a una resistência disipa la 
misma potência que un voltaje constante de la misma magnitud. La especifícación de 
valores eficaces es muy común; es decir, líneas de 115 volts c. a. son líneas de voltaje 
eficaz de 115. 


13.8 RESONANCIA 

La ecuación (13-22) pone de manifiesto que un circuito sencillo en serie L-R-C tiene 
una impedancia dependiente de la frecuencia que tiene valor mínimo en a> 2 = co o = 
= 1/LC. A esta frecuencia, la impedancia es justamente R , el ângulo de fase es cero y 
la corriente es máxima y de magnitud i^o/R. Este es un fenómeno resonante muy 
parecido al observado en los osciladores mecânicos de fuerza amortiguada. Si se 
construye la gráfica de la corriente en función de la frecuencia, se obtiene una curva 
como la de la figura 13.8. Se muestran varias curvas; todas se básan en los mismos 
valores de L y C, pero la resistência en serie varia de una curva a otra. Es claro que 
las curvas son más exageradas para valores pequenos que para valores grandes de la 
resistência en serie. La corriente cae a N /2/2 veces su valor máximo a una frecuencia 
donde la magnitud de la impedancia es yjl veces por R , o do^de 



(13-37) 


I 



Fig. 13.8 Curvas de resonancia para 
un çircuito R-L-C en serie. 


Cl 








CORRIENTES QUE VARÍAN LE> TAMENTE 301 


Fig. 13.9 Angulo de fase 
de la impedancia en un circuito 
típico R-L-C en serie. 



Para respuestas de pico relativamente pronunciado, esto es válido para valores de a> 
no muy distintos de co 0 . Escribimos entonces a> = a) 0 + Am y obtenemos 


co 0 L + A coL 


1 


1 


co 0 C 1 + Ao)/a) 0 


= R. 


(13-38) 


Utilizando coq = 1/LC y (1 + Ac olco 0 ) 1 ^ 1 - Am/m 0 se tiene 


2|Aco|L= « 


o 


La cantidad 


21 Aw | R 
(ÚQ CÜQ L 


(13-39) 


Q = cúq L/R o Ô = 2lÃmT (13 ' 40) 

i 

caracteriza lo agudo de la resonancia y se conoce como factor de calidad Q dei 
circuito*. Para Fines prácticos, Q puede considerarse como una propiedad dei 
inductor solamente, puesto que la mayor parte de la resistência inevitable en serie 
está asociada al alambre enrollado alrededor dei inductor. Sin embargo, un tratamien- 
to más refinado muestra que las pérdidas en el condensador deben también incluirse al 
calcular las Q. Las curvas de la figura 13.8 llevan los valores adecuados de Q. 

A medida que se varia la frecuencia excitadora, no sólo varia la magnitud, sino 
también la fase de la corriente. Esta variación se muestra en la figura 13.9 para los 
mismos valores de Q usados en la figura 13.8. Por debajo de la resonancia, el ângulo 
de fase de la función de impedancia es negativo; por tanto, la fase de la corriente es 
positiva y se adelanta al voltaje. Por encima de la resonancia sucede lo contrario y la 
corriente se retrasa con respecto al voltaje. 

Es interesante observar que los circuitos resonantes de radiofrecuencia usual, 
hallados en equipos de comunicaciones, son circuitos resonantes en serie, a pesar de 


Esta Q no tiene nada que ver con la carga. 
















3B2 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


so aspecto de circuitos en paralelo. En el caso más sencillo, esto se debe a que la 
potência excitadora se acopla inductivamente con L y así aparece como una fem en 
serie con L. 

La resonancia no se restringe a circuitos en serie como los que acabamos de 
discutir, los circuitos en paralelo tambien pueden presentar características de 
resonancia. El circuito de la figura 13.6 pone de manifiesto tal resonancia. Definir la 
frecuencia de resonancia para un circuito resonante en paralelo no es tan sencillo 
como lo es para un circuito en serie. Algunas de las posibilidades son: (1) co 0 = 
= Vy/LC‘, (2) la frecuencia a la que la impedancia [dada poria ecuación (13-31)] es un 
máximo, o (3) la frecuencia a la que el factor de potência es igual a la unidad. Cada 
una de estas tres elecciones da una frecuencia distinta; sin embargo, para circuitos de 
alta Q son casi iguales. La primera posibilidad es con mucho la más útil en la 
práctica, porque hace que gran número de resultados de resonancia en serie sean 
directamente aplicables al caso resonante en paralelo. Un resultado muy interesante 

se obtiene usando la ecuación (13-31) para evaluar Z, con R, = 0 y co 0 = 1/,/lC. El 
resultado es v 



(13-41) 


Para un circuito de alta Q, la i puede despreciarse, con el resultado de que la 
impedancia en la resonancia es Q veces la reactancia inductiva en la resonancia. 

El tema de los circuitos resonantes podna desarrollarse más extensamente; sin 
embargo, hacerlo aqui no estaria probablemente justificado. Algunos de los proble¬ 
mas amplían esta sección, y se dan detalles más comprensivos en otros textos*. 


; 

*13.9 INDUCTANCIAS MUTUAS EN CIRCUITOS DE c. a. 


Resolver problemas de circuitos de c. a. que contienen inductancias mutuas presenta 
una pequena dificultad en cuanto a asignar el signo correcto a la inductancia mutua. 
Esta dificultad puede resolverse fácilmente observando que el signo que debe aso- 
ciarse a la inductancia mutua depende dei sentido supuesto de la corriente en los dos 
circuitos considerados, y de la forma en que se conectan los enrollados. La notación 
M i} se usará para la inductancia mutua pura entre dos circuitos. 

Se demostro en el capítulo 11 que la fem en el enrollado 2, debido a una corriente 
que varia en el enrollado 1, está dada en magnitud por 


dli 
dt ' 


(13-42) 


K. Henney, Radio Engineering Handbook, 5.‘ ed. (Nueva York: McGraw-Hill, 1959). 
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Para corrientes sinusoidales, usando la notación compleja, tenemos 



(13-43) 


o 


ê> 2 — Í0)M 2i 11- 


(13-44) 


En lo sucesivo, el símbolo M 2 x se considerará como una cantidad positiva y el signo 
de ê 2 se expondrá explícitamente; en otras palabras, Aí 21 en la ecuación (13-44) se 
sustituirá por ±M 21 , siendo M 21 una cantidad positiva. 

Para demostrar la técnica de asignar signos, consideremos el circuito de la figura 
13.10, en el que dos impedancias Z : y Z 2 se combinan con una inductancia mutua y 
se conectan a una fuente de voltaje aplicado iT(t) = í La inductancia mutua 
está indicada por M 12 y se considera como un número positivo. Los puntos negros 
de la figura indican los extremos de los dos enrollados que son simultáneamente 
positivos; esto es, si el enrollado inferior se excita por una comente sinusoidal que 
hace que la terminal de la izquierda sea positiva en algún instante r,. entonces el 
voltaje inducido en el enrollado superior hace que la terminal izquierda dei enrollado 
superior sea positiva en t v La ecuación para el subcircuito de la parte superior, de 
acuerdo con la ley de Kirchhoff, es 


Z l I l ia>L 1 I l + ícüM 12 / 2 = 1 r < 


(13-45) 


El signo más se usa para la inductancia mutua porque una / 2 positiva da un voltaje 
en el subcircuito de la parte superior que tiene el mismo sentido que una caída en 
I t R. La segunda ecuación es 


i(úM V2 I\ + Z 2 /2 -hf'(oL 2 / 2 = i\ 


(13-46) 


donde se ha escrito Àf 12 = M 21 por simetria. 

La asignación dei signo se hace con la misma base que antes y podemos 
verificaria observando que M 12 deberá aparecer en la ecuación dei subcircuito uno 


/i(0 



h(S) 


Fig. 13.10 Circuito con inductancia 
mutua. 




















** FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


cm d mismo signo que M 21 en la ecuación dei subcircuito dos. Las ecuaciones 
(13-45) y (13-46) pueden resolverse simultáneamente por técnicas comunes para 

que den 


j = y _ Z 2 + H 0 L 2 - icoM 12 

(Zj + ÍCoLJÍZí + Í(oLi2 ) + (O^Mi2 

/ = y z i + i( úL i ~ íq>M 12 _ 

(Z! + íü)L 1 )(Z 2 + i(úL 2 ) + cú 2 Mj 2 


(13-47) 


Combinando las dos para obtener la corriente total + I 2 se tiene 


j _ j i _ r Zi + UoLj + Z 2 + icoL 2 — 2iwMj2 
12 (Zj + I£üL 1 )(Z 2 -I- ÍüjL 2 ) + £Ü 2 Mf 2 ' 


(13-48) 


El coeficiente de ^ en el segundo miembro es el recíproco de la impedancia 
presentada al generador, o la impedancia neta entre los puntos a y b. Es evidente que 
si Mi 2 es cero, la impedancia es la combinación en paralelo de las dos impedancias 
de los subcircuitos. Para la conexión ilustrada, a medida que Aí 12 aumenta, aumenta 
también la impedancia. 

El circuito obtenido al intercambiar los conductores de las terminales en un 
enrollado de la inductancia mutua se muestra en la figura 13.11. Obsérvese que la 
única diferencia es que el punto negro se ha cambiado dei extremo izquierdo dei 
enrollado superior al extremo derecho. Como resultado, se cambia el signo dei 
término M 12 en las ecuaciones (13-45) y (13-46), con el resultado de que 


y 


(Z 1 + moL^/j — UdM 12 I 2 = r. 


> 

— koM 12 I l + (Z 2 + i(oL 2 )I 2 = i''- 


i 


(13-49) 


Las corrientes se hallan y se combinan facilmente para obtener la impedancia: 


(Z t + K»Lt)(Z 2 + U 0 L 2 ) + <m 2 M 2 2 
Zj + iu>L 1 + Z 2 -(- ioiL 2 + 2 koM 12 ’ 


(13-50) 


/ 1(0 



Fig. 13.11 Circuito de la figura 13.10 
con el signo de la inductancia mutua 
invertido. 
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Fig. 13.12 Un transformador. 


M 


que es igual que en el caso anterior cuando la inductanda mutua es cero. La reladón 
entre Z ab para M 12 finita y para M í2 = 0 depende dei parâmetro en una forma 
bastante complicada. Estableceremos aqui solo que Z ab puede ser mayor o menor 
que para Àí 12 =0. 

El circuito básico para el dispositivo más común de inductancia mutua, el 
transformador, se muestra en la figura 13.12. R x y R 2 son las resistendas de los 
enrollados primário (excitador) y secundário (excitado), y L 2 son susautoinduc- 
tancias, y M es la inductanda mutua (positiva) entre eilos. Z^ es Ia impedanda de la 
carga conectada al enrollado secundário y tT(í) = es ei voltaje entre los 

extremos dei enrollado primário. Si se supone que las eorrientes Iié** e l 2 é mt siguen 
los sentidos indicados, entonces la iey de voltaje de KirchhoiT requiere que Ias 
ecuaciones 



(J 3-51) 



sean satisfechas. Las soluciones a estas ecuaciones son 


Z L + R 2 + icoLq 



(Ri + ícuLíXZl + R 2 + icoL 2 ) + co 2 M 2 


(13-52) 


y 


— ünM 



Estas ecuadones relativamente complejas representan una soludón exacta para el 
drcuito de la figura 13.12. 

Para muchos fines es mucho más conveniente pensar en fundón de un transfor¬ 
mador ideal; es decir, aquel en el que las relaciones 



/ 


a 


(13-53) 
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se satisfagan, donde la constante a sea independiente de la frecuencia, V L sea el vol- 
taje entre los extremos de Zl y todas las demás cantidades correspondan a las de la 
figura 13.12. Multiplicar entre si las ecuaciones (13-53) demuestra que estas relaciones 
requieren que toda potência de la fuente i / 0 l l se proporcione a la carga, V L I 2 , en 
otras palabras, que no haya pérdidas en el transformador. La condición que debe 
satisfacerse para asegurar la segunda de estas relaciones es 


Z L + R 2 + íü)L 2 
icoM 


(13-54) 


que se satisface si <üL 2 ► \Z L + Jl 2 |. Pueden hallarse condiciones semejantes tales 
que aseguren que V L j f 0 — a*. Las condiciones son complejas y no muy fáciles de 
satisfacer; sin embargo, existen transformadores prácticos que las satisfacen aproxi¬ 
madamente en intervalos de frecuencia relativamente amplios. Para dichos dispositi¬ 
vos, 


y 


f 2 =-— > V L = ai' 0 , 
a 

n = = Zl 

/ i a 2 I 2 a 2 


(13-55) 


La última de estas relaciones pone de manifiesto que el transformador actúa también 
como un transformador de impedancia, con razón de transformación a' 2 . Se deja 
como ejercicio demostrar que para un acoplamiento muy estrecho de los dos 
enrollados a = N 2 /N 1 , esto es, la razón entre las vueltas. 

í 

*13.10 ECUACIONES DE MALLA Y DE NODO 

Los circuitos de c.a. más complejos pueden estudiarse en dos formas: una basada en 
la ley de voltaje de Kirchhoff y liamada análisis de malla y la otra basada en la ley de 
corriente de Kirchhoff y liamada análisis de nodos. Cada método tiene sus ventajas y 
desventajas. Ya que la elección dei método apropiado puede simplificar enormemen¬ 
te algunos problemas, se considerarán ambos en esta sección. 

El primer paso para aplicar el análisis de malla es la asignación de mallas. Esto se 
logra suponiendo que existen corrientes en circuitos cerrados de tal modo que al 
menos una corriente pase por cada elemento. Con tal elección de corrientes, la 
primera ley de Kirchhoff se satisface automáticamente. Por ejemplo, en la figura 
13.13 hay tres mallas, /„ I 2 y / 3 . Esta no es, por supuesto, la única elección posible: 


Los detaJles se dan en la obra de Guilletnin, loc. cif., cap. VIII. 
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Fig. 13.13 Ilustración dei uso 
dei análisis de mallas en circuitos 
de c. a. 




posibles y útiles varias otras. Si la segunda ley de voltaje de Kirchhoff se aplica a 


una de estas mallas, obtenemos 




Mz 3 + z 4 ) -/ 2 z 4 

-hZ 3 

= 


—/ X Z 4 +/ 2 (Z| + Z 2 + Z 4 ) 

-hZ 2 

= 0, 

(13-56) 

—/iZ 3 —/ 2 Z 2 

+ I 3 (Z 2 + z 3 + Z 5 ) 

= 0. 



Obsérvese que el signo menos aparece porque en la malla uno, por ejemplo, I 2 fluye 
por Z 4 en sentido contrario a I L . Las ecuaciones (13-56) pueden resolverse más 
âdlmente mediante técnicas de determinantes, dando como resultado expresiones 
el conjunto de corrientes de malla en el circuito. Es útil observar que las 
«CBaciones de malla pueden escribirse como 


I Z li Ij = r l (/= 1,2, (13-57) 

J =i f 

iDonn = 3 en el circuito anterior). En esta notación, Z l7 = Z ji9 que es una verificadón 
ABA en las ecuaciones de malla. 

Como segundo ejemplo, considérese el circuito de la figura 13.14. Las ecuaciones 
adecuadas para estos circuitos se escriben como: 

;1 (Z 1 + Z j)+ =r t , (13 _ 58) 

hz, +/ 2 (Zj + z 3 | = r 2 . 



Fig. 13.14 Otro uso de las ecuaciones 
de malla. 
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Fig. 13.15 Generador práctico conectado 
a una carga Z L . 


No hay razón por la que ^ y deban estar en fase; generalmente no lo están, pero 
pueden expresarse como ^ ^2 = l'^ 2 ol^ <BÍ+ ^- ^in embargo, es muy 

importante asignar las fases correctamente y esto se logra con la mayor facilidad 
examinando las fases relativas en t = 0 y asignando direcciones (sentidos) con 
respecto a las corrientes de malla asignadas. También es importante observar que, a 
menos que todos los generadores tengan la misma frecuencia, la técnica completa 
falia (más exactamente, el problema se reduce a la superposición de dos proble¬ 
mas independientes, cada uno de los cuales tiene que ver con un generador y una 
frecuencia). 

Antes de proceder a discutir las ecuaciones alternativas para los nodos, conviene 
dar una explicación de los generadores de voltaje y de comente. En las secciones 
anteriores, se han propuesto problemas de circuitos con fuentes puras de voltaje 
aplicado. Dichos dispositivos idealizados no pueden construirse, por supuesto; los 
dispositivos prácticos tienen siempre cierta impedancia interna. Por tanto, un 
generador práctico está formado por una fuente de voltaje i^(t) en serie con una 
impedancia Z h que es la impedancia interna. Dicho generador se muestra en la figura 
13.15, conectado a una carga Z L . Se pueden hacer varias observaciones. Primero, 
para la transferencia máxima de potência a la carga externa, Z L = ZU esto es, Zj y 
Z L deberán tener partes resistivas iguales, y partes reactivas que son iguales en 
magnitud pero de signo contrario. La demostración de esto se deja como un 
ejercicio. En segundo lugar, un generador de voltaje es equivalente a un generador de 
comente que proporciona una comente de intensidad J{t) — a consecuen- 

cia de la impedancia interna. Esta equivalência para el circuito de la figura 13.15 se 
muestra en la 13.16. Es fácil demostrar esta equivalência si se observa que un 
generador de comente ideal entrega la comente J(t) a cualquier cargà conectada a 
sus terminales. La equivalência significa además que, en cualquier problema de 
circuitos, los generadores pueden considerarse ya sea como generadores de voltaje o 
como generadores de comente, según convenga a la situación. 


Fig. 13.16 Un «generador de corriente» 
que es equivalente al generador 
de voltaje de la figura 13.15. 




















CORRIENTES QUE VARÍAN LENTAMENTE 309 


* íEf - rir 

Kirrhh^ir ^ < ma<5 elementos - En e - s,c procedimiento, la ley H de vollaie de 

iipsssss 


J(t) = ^ + Yi^Vi 
Z 2 


(13-59) 


Fig. 13.17 Ilustracion dei método 
de análisis de nodos en circuitos de c. a. 



donde V t y V 2 son los potenciales de los nodos 1 y 2, 


respectivamente. En 


el 


2 , 


0 = 




(13-60) 


r A ecínrnrnH? ntÍnUar ’ h f em ™ ,a <***"&%* que una cantidad que fuera el 

antíd » 1 es la odmitancia, 

adrnitancias en seril 7e £?£ 

mitancias, Ias ecuaciones (13-59) y (13-60) se convierten en d ' 


J (t)=(Yi + y 2 )V l - Y 2 V 2 , 

0 =-Y 2 V 1 +(Y 2 + Y 3 +Y t )V 2 , (13 ' 61 ) 


La solución simultânea de estas ecuaciones da los 


que son algo más cómodas, 
voltajes de nodos, V t y V 2 


• /[ - Y i y i + Y 2 (V! - V 2 ) + Y 4 (v 2 - v 3 ), 
0 = Y 2 (V 2 - V] ) +Y 3 v 2 + Y s (V 2 - V 3 ), 
J 2 = Y 6 V 3 + Y s (V 3 - v 2 ) + y 4 ( v 3 - Vy). 


(13-62) 
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Fig. 13.18 Otro circuito 
que ilustra el análisis de nodos. 


Estas ecuaciones pueden resolverse por técnicas comunes para obtener los voltajes en 
los nodos. El hecho de que se obtengan los voltajes en lugar de las corrientes cuando 
se resuelven las ecuaciones es una ventaja importante, particularmente en circuitos 
de comunicaciones. 


*13.11 IMPEDANCIAS DEL PUNTO DE EXOTAOON 
Y DE TRANSFERENCIA 


Presentaremos ahora defmiciones sencillas para la impedancia dei punto de excita- 
ción y la de transferencia de una malla de cuatro terminales. Estas defmiciones se 
presentan porque estos términos aparecen con mucha frecuencia en la literatura 
técnica, y porque a veces son un serio obstáculo para los novatos. Consideremos una 
malla de cuatro terminales, y llamemos a las terminales 1 y 2 entrada, y a 3 y 4 
salida. Si un generador de voltaje Y y de impedancia interna Z, se conecta entre las 
terminales 1 y 2, y una impedancia Z L entre las terminales 3 y 4, como en la figura 
13.19, habrá una comente I I enZ,y una comente I L en Z L . La impedancia dei punto 
de excitación Z D es 



y la impedancia de transferencia es 


(13-63) 


Z T = 


Y 

V 


(13-64) 



Fig. 13.19 Una malla de cuatro 
terminales. 
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observarse que tanto Z D como Z T dependen de Z; y Z L , así como de la 
interna de la malla. 

Cs tratamiento breve tal como el anterior no puede ser totalmente exhaustivo en 
icon el tema de la teoria de mallas; deberán consultarse obras clásicas tales 
í la de Guillemin, así como una multitud de obras más recientes, para ver con 
dctalle este tema tan complejo. 


RESUMEN 

: igual que en el caso de los circuitos c. d., el análisis de circuitos que conducen 
emes que varían lentamente depende de las leyes de corriente y voltaje de 
uhoff, aplicadas aqui en cada instante de tiempo. La corriente y el voltaje de una 
encia lineal están relacionadas instantáneamente por la ley de Ohm 


V r = RL 


Lxs leyes análogas para una inductancia lineal y una capacitancia lineal son 


Vl 






donde I = dQldt. Para una sola espira dei circuito que contenga un voltaje aplicado 
nt), las leyes de Kirchhoff se resumen en una ecuación diferencial 


d 2 Q _ dQ ml t , 

L ^ +R í + % e - r(,) ' 


(Para una malla más compleja, el resultado es un sistema lineal de ecuadones 
diferenciales de segundo orden.) La solución general es una superposidón de una 
solución particular (solución de estado estacionário), más la soludón general de la 
correspondiente ecuación homogénea obtenida al hacer i^(t) = 0 (soludón transitó¬ 
ria). Las constantes arbitrarias en esta última relación son elegidas para satisfacer las 
condiciones iniciales impuestas. 

1 . La solución transitória es exponencial en í; si el exponente es complejo, la parte 
imaginaria representa fisicamente una oscilación de Q e I. La parte real representa un 
comportamiento de decaimiento (transitório), con un tiempo de decaimiento que es 
muy pequeno para R grande. Para la mayoría de los circuitos prácticos, el tiempo de 
decaimiento es tipicamente una fracción de segundo. 

2. El comportamiento de estado estacionário se discute solamente para un voltaje 
sinusoidal aplicado (c. a.). (El voltaje constante es el caso especial de frecuencia cero; 
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•«ependencia de un tiempo arbitrario podría ser representada como una síntesis de 
Founer.) Si el voltaje aplicado tT(í) = ^costur se representa en forma compleja 

■r = 

la comente de estado estacionário tiene la misma frecuencia tu, 

/ = /o 

La impedancia compleja Z se define por 

r= zi. 

Cuando Z se expresa en forma polar, 

Z= | Z | e ie , 

el módulo |Z| nos da la amplitud de la comente, 

|/ 0 | = rj\z\ 

t 

y 6 nos da la fase relativa con respecto al voltaje aplicado. La ley de Ohm v sus 
vanaciones dan 

Z R = R, 

Z L = iwL, 

1 


Z c = 


icoC ’ 


ya que / = woQ. 

3. El análisis dei comportamiento de estado estacionário de circuitos lineales de c a 
es exactamente paralelo al de los circuitos de c. d., con la impedancia compleja 
utilizada como una generalización de la resistenda en c. d. 

4. La disipación instantânea de potência es P(t ) = Re I(t) Re V(t). Para c.a., tiene un 
valor tiempo promedio 

^ = ÍUo| | K>I cos 0 ; 

el factor de potência cos 9 es 1 para una resistenda pura y 0 para una inductanda o 
capacitancia pura. El voltaje y comente «efectivos» son \V 0 \lj2 e l/J/ fl Una 
expresion equivalente para la potência c. a. en un tiempo promedio es V 

P = i Re (I*V). 
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£ Como una func ión de frecuencia, un circuito en serie presenta una resonancia 

ccrcana a co 0 = 1 j^J LC , donde \Z\ es un mínimo e |/ 0 | es un máximo. La forma de la 
icsonancia está dada por 

= = <QqL 

^ 2 | Aco | R 

Un circuito en paralelo también tiene una resonancia cercana a co 0 = 1/^/LC, donde 
tZi es un máximo e \I 0 \ es un mínimo. 

C Un transformador es el circuito dementai más común de inductancia mutua. Un 
tensformador ideal es aquel en el que la razón entre sus comentes secundaria y 
Rimaria es el inverso de la razon entre sus voltajes secundário y primário. 


FROBLEMAS 

1X1 Una inductancia de 2 H y una resistência de 3 Q se conectan en serie con nna batería de 
5 V y im interruptor. Determine la corriente y la razón de cambio de la corriente (dl/dt) en el 
arcuito en los siguientes tiempos después de que el interruptor se ha cerrado: (a)0.3 s, (b) 1 s, 

W 4 s. 

1X2 Por un circuito formado por una inductancia L 0 , una resistenda y nna batería 
]ttsa una corriente constante / = T^ 0 /^o- Un interruptor en el circuito se abre en el instante 
* = 0, creando un arco a través dei interruptor. Si la resistência dei arco está riaHa por kjl, donde 
h constante k < determine la corriente que pasa por el arco en función dei tiempo. ^Cuál 
cs el valor final constante de la corriente que pasa por el arco? 

1X3 Un condensador C, un resistor R y una batería se conectan en serie con un 
interruptor. El interruptor se cierra en el instante t = 0. Establezca la ecuadón diferencial que 
lige la carga Q en el condensador. Determine gjjen función dei tiempo. 

13-4 Un condensador C con carga £? 0 se conecta de repente en serie con una resistenda R y 
una inductancia L Determine Ia corriente en función dei tiempo. Demuestre que puede haber 
tres tipos distintos de solución, dependiendo de que R 2 - 4 LjC sea menor que. igual a o 
mayor que cero. La primera de estas condiciones se Itama subamortiguada: la segunda. 
aiticamente amortiguada y la tercera, sobreamortiguada. 

13^ Un condensador real C tiene una resistência de carga R en paralelo: ésta se conecta en 
serie con una inductancia ideal L. Calcule |Z|; encuentre los valores aproximados para altas y 
bajas frecuencias y en resonancia, suponiendo que R es grande. Construya tma gráfica de jZI 
contra to. 

13.6 Repita el problema 5, suponiendo que el condensador de carga está en paralelo con un 
inductor perfecto. 

13.7 Al circuito de la figura 13.1 se le anade un condensador C que forma así parte de toda 
la combinación R-L-C. R = 100 Q, L= 1 H, C = 100 gF y C' = 10 fi F. Construya una gráfica 
de la impedancia \Z\ en función de la frecuencia desde cero hasta f = 10 4, Hz. 

13.8 La combinación en serie de una resistência R y una inductancia L se pone en paralelo 
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P 


ocm la combinación en serie de una resistência R y una capacidad C. Demuestre que si R 2 * 
= L/C la impedancia es independiente de la frecuencia. 

13.9 Un resistor de alambre enrollado tiene una resistência de c. d. de 90.000 fí y us* 
inductancia de 8 pH. ^Cuál es el ângulo de fase de la impedancia a 1000 Hz? Se coloca 
condensador en paralelo con el resistor para reducir el ângulo de fase a cero a 1000 Hz ^ 
cambiar la resistência apreciablemente. ^En qué intervalo de frecuencia es el ângulo de faa 
menor de lo que fue antes de que se anadiera el condensador? 

13.10 (a) Un condensador C en paralelo con una resistência R tiene una impedancia Z 
Suponiendo que un condensador C que está en serie con una resistência R' tiene la mi scí 
impedancia Z, encuentre el valor necesario de C y R ( en términos de Ry C para una m dadt 
(b) El factor de disipación se define como D = a)R'C. Demuestre que D = 1 jcoRC, y que la faie 
de la corriente es 6 = tg” 1 (— 1/D). 

13.11 Demuestre la ecuación (13-34) para la potência de disipación en un tiempo promedío 
de un circuito que conduce una corriente de c. a. I(t ) = I 0 e mt , con V(t) = ZI(t). 

13.12 Un generador de c. a. con impedancia interna 2/ se conecta en serie con una im- 
pedancia de carga variable Z L . Demuestre que la potência máxima se transfiere a la cai^ 
cuando Z L = Z% 

13.13 Se da el circuito de la figura 13.6, con L = 4 mH, C = 2 ^F, = 25 D, R 2 = 40 ít 

Halle el siguiente conjunto de frecuencias: (a) donde a> = 1/^/Zc, (b) donde la impedancia <s 
máxima, (c) donde la corriente por R j está en fase con el voltaje dei generador. 

13.14 Demuestre que el factor de calidad Q definido en el texto puede expresarse como 2m 
veces la energia máxima almacenada en el circuito, dividida por la energia disipada en un eido. 
Este enunciado se usa a veces como la definición de Q y es independiente de los parâmetros 
específicos dei circuito. 

13.15 Un circuito de un aparato de alta fidclidad se va a disenar de modo que dos altavoocs 
(cada uno de resistência R) se conecten por {a etapa de salida de un amplificador. Un altavar 
ha de recibir predominantemente frecuencias altas, el otro predominjntemente frecuend»' 
bajas. El circuito es como el de la figura 13.20. Los dos condensadm^s son cada uno de| 
capacidad C y los dos ínductoresson cada uno de inductancia L. (a) Halle una reladón entre L \ 
C para una R dada tal que ej circuito presente una carga puramente resisti va ( = /í) a! 
amplificador a todas las frecuencias. (b) La frecuencia de transición se define como h 
frecuencia a ia que cada altavoz recibc Ia mitad de la potência entregada por el amplificador 
Para una R y una dadas, determine L y C. 
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Fig. 13.20 
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1A16 Un condensador de 1 /tF se carga primero a 100 V conectàndolo a una batería; luego se 
dcsconecta e inmediatamente se descarga por el devanado de 300 vueltas sobre un anillo 
ttwoidal. Ei toroide tiene un radio medio de 20 cm, un área de sección de 4 cm ! y un hueco 
leno de aire de 2 mm (véase Fig, 9,15). Despreciando las perdidas de) cobre, ia histéresis y la 
ddòrmatión dei campo en tos bordes, calcule el campo magnético máximo producido 
posteriormente en e] hueco lleno de aire. Considere que la permeabílidad relativa dei toroide es 
igual a 5000. 

13.17 Una diferencia de potencial de 1 V a una frecuencia / = 10 6 /n Hz se aplica al circuito 
de la figura 13.21. La inductancia mutua de las bobinas es tal que están en oposición. Halle la 
comente en la rama superior dei circuito. 
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Fig. 13.21 


-V = 2 mH 


13.18 Un transformador de potência de 60 Hz (razón entre vueltas 2:1) tiene una inductancia 
primaria de 100 H y una resistência de c. d. de 20 Í2. El coeficiente de acopiamiento entre el 
primano y el secundário es próximo a la unidad. Si se colocan 1000 V a través dei primário, 
calcule la comente en el enroliado primário (a) cuando el secundário es un arenito abierto, 
(b) cuando la resistência de la carga de 20 Í2 está en el circuito secundário. 

*13.19 Tres condensadores y tres inductores idênticos se conectan como en la figura 13 22 
Halle las frecuencias resonantes dei sistema. (Sugerencia: Utilice el anáHrê de co n ^ 

comente de frecuencia supuesta cu, y demuestre que las tres ecuaciones que se obtienen son 
compatibles sólo para algunas cu.) 





Fig. 13.22 


Lull ‘ c,,lc ' L0S aos generadores de corriente están en fase entre sí. Z, y Z, son 
condensadores de reactancias 40 y 60 O, respectivamente. Z 2 es una resistência pura de 20 Í2. 
1 ~ ^ 2 ~ A. Determine los voltajes de nodo en 1 y 2 en relación con el punto 0. 



^ ■ los aos generadores de comente están en fase entre sí. 


V 7 . CF* T^T- un _ 

están en fase entre sí. Z t y Z, son 


= 5 A, J. 
















FÍSICA 
DE PLASMAS 


Los gases altamente ionizados son buenos conductores de electricidad. Las partícu¬ 
las cargadas de tales gases interactúan con el campo electromagnético local; además, 
el movimiento organizado de estos portadores de carga (corrientes, fluctuaciones en 
la densidad de carga) pueden producir campos magnéticos y eléctricos. Cuando se 
someten a un campo eléctrico estático, los portadores de carga de un gas ionizado 
se redistribuyen rápidamente de tal manera que la mayor parte dei gas se blinda o 
apantalla dei campo. A las regiones relativamente libres de campo dei gas, donde las 
cargas espaciales positivas y negativas casi se equilibran, Langmuirf les dio el 
nombre de plasma, mientras que a las regiones de carga espacial o a las de campo 
intenso sobre la frontera dei plasma les dio el nombre de vainas. 

En forma equivalente, podemos decir: un gas ionizado que tiene un número 
suficientemente grande de partículas cargadas para blindarse electrostáticamente, en 
una distancia pequena, comparada con otras longitudes de interés físico, es ua 
plasma. Una definición algo más precisa en función de la distancia de apantallamien- 
to se dará en la sección 14.1. El interés más antiguo en plasmas estuvo relacionado 
con la electrónica gaseosa (descargas eléctricas a través de gases, arcos, llamas); el 
interés más reciente ha sido dirigido hacia problemas de astrofísica teórica, y al 
problema de refrcnamiento de iones en reactores termonucleares (de fusiól). Un 
análisis más detenido puede encontrarse en los libros de física de plasmas X- 

El área general de estúdio que abarca la interacción de gases ionizados con 
campos electromagnéticos dependientes dei tiempo se llama dinâmica de plasmas. 
Para muchos de los problemas de esta área, y éstos son los más importantes e 
interesantes, es imposible tratar un plasma adecuadamente con formulaciones 
puramente macroscópicas. Al contrario, es necesario utilizar lo que se llama 
convencionalmente teoria cinética. Deben estudiarse los movimientos individuales de 
los iones y electrones: sus colisiones coq otras partículas deben tomarse en cuenta a 
través de la resolución de la ecuación de transporte de Boltzmann. Por tanto, existe 
una formulación rigurosa para problemas de plasma, pero su resolución es extrema¬ 
damente difícil en general, excepto para situaciones en que sea permisible despreciar 


* Este capítulo puede omitirse sin perder continuidad. 
t I. Langmuir, Physical Review, 1929, vol. 33, pág. 954. 

+ Véase, por ejemplo, T. J. M. Boyd y J. J. Sanderson, Plasma Dynamics (Nueva York: Bames y 
Noble, 1969); y F. F. Chen, Introduction to Plasma Physics (Nueva York: Plenurn Press, 1974). 
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algunos términos de la ecuación de Boltzmann. Sin embargo, hay tres formulaciones 
de aproximación que proporcionan considerable conocimiento respecto a lo que está 
sucediendo dentro dei plasma. 

El primero de estos métodos es la teoria dei equilíbrio , que se basa en el hecho de 
que las colisiones entre partículas cargadas son suficientes para mantener la co- 
nocida distribución de velocidad Maxwell-Boltzmann para partículas en el cuerpo 
dei plasma: 


Nj(\) dv x dv y dv z = N 0J e "' t,2/2 * r dv x dv, dv z , 

donde N 0j es el número de partículas de tipo j por unidad de volumen en el plasma; 
v x (etc.) son las componentes de la velocidad; m p es la masa de las partículas de tipo j 
y T es la temperatura absoluta. Las propiedades cinéticas y de transporte pueden 
entonces calcularse en función de esta distribución de velocidad. 

El segundo método de aproximación es la teoria orbital , que trata el movimiento 
de las partículas cargadas (iones y electrones) en campos eléctricos y magnéticos 
prescritos. Estos campos pueden ser funciones tanto de la posición como dei tiempo. 
La teoria orbital es una buena aproximación para el movimiento de partículas en un 
plasma cuando las colisiones entre las partículas no ocupan d papd dominante, es 
decir, cuando la trayectoria libre media entre colisiones es grande comparada con las 
dimensiones características de la órbita. Bajo estas condiciones, d efecto de las 
colisiones puede tratarse como una perturbación y el problema principal se centra en 
hacer al campo electromagnético «prescrito» autoconsistente; en otras palabras, el 
campo prescrito debe ser la suma dei campo externo y dei campo produddo por las 
partículas orbitales. 

El tercer tratamiento de aproximación es la formulaeión hidromagnética, Aqui se 
usan las ecuaciones electromagnéticas clásicas (ecuaciones de Maxwell) junto con las 
ecuaciones clásicas dei movimiento de fluidos. Evidentemente, el tratamiento hidro- 
magnético es sólo una descripción macroscópica dei plasma; se convierte en una 
buena aproximación cuando la trayectoria libre media para las colisiones es muy pe¬ 
quena comparada con lás distancias de interés físico en el sistema de plasmas. El 
enfoque hidromagnético constituye un btien punto de partida para discutir el movi¬ 
miento colectivo de las partículas en el plasma; es decir, osdlaciones de plasma. 

El enfoque riguroso de la teoria cinética aplicada a los problemas dei plasma está 
más allá dei alcance de este libro. Por otra parte, muchas propiedades importantes de 
los plasmas pueden discutirse en términos de las aproximaciones esbozadas anterior- 
mente. Por simplicidad, supondremos que el plasma consiste en electrones (carga, 
-e) e iones positivos (carga, +e); pueden estar presentes átomos neutros, pero 
despreciaremos complicaciones tales como colisiones ionizantes y recombinaciones 
de electrones e iones. 

En la sección 14.1, y nuevamente en la 14.8, estudiaremos un plasma en 
condiciones estacionarias o de estado estacionário, para el que la teoria de equilíbrio 
es adecuada. Por otra parte, en las secciones 14.2 y 14.3 trataremos el movimiento de 
las partículas individuales, aplicando la teoria orbital. Finalmente, en las secdo- 
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■B 14.4 a 14.7, trataremos algunos aspectos dinâmicos dei plasma, dentro dei marco 
Mc referenda hidromagnético. 


14.1 NEUTRALIDAD ELECTRICA EN UN PLASMA 

Una de las propiedades más importantes de un plasma es su tendencia a permanecer 
eléctricamente neutro, es decir, su tendencia a equilibrar la carga espacial positiva y 
negativa en cada elemento de volumen macroscópico. Un ligero desequilíbrio en las 
densidades de carga espacial da origen a fuerzas electrostáticas intensas que actúan, 
siempre que sea posible, en el sentido de restaurar la neutralidad. Por otra parte, si 
un plasma se somete deliberadamente a un campo eléctrico externo, las densidades 
de carga espadai se ajustarán de modo que la mayor parte dei plasma se blinde dei 
campo. 

Consideremos un ejemplo bastante sendllo. Supongamos que una carga esférica 
+ Q se introduce en un plasma, sometiendo así al plasma a un campo eléctrico. 
Realmente, la carga +Q se neutralizaria gradualmente porque chocaria continua¬ 
mente con partículas cargadas procedentes dei plasma, pero si el objeto cargado fuera 
fisicamente muy pequeno, esto requeriría un período de tiempo apreciable: Mientras 
tanto, para los electrones, es energéticamente favorable acercarse a la carga, mientras 
que los iones positivos tienden a alejarse. En condidones de equilíbrio (véase Sec. 
5.3), la probabilidad de encontrar una partícula cargada en una región determinada 
de energia potencial U es proporcional al factor de Boltzmann, exp(- U/kT). Por 
tanto, la densidad de electrones N e está dada por 



(14-1) 


donde <p es el potencial local. <p„ es el potendal de referencia (potendal dei plasma), T 
es la temperatura absoluta dei plasma y k es la constante de Boltzmann. N 0 es la 
densidad electrónica en regiones en que <p — <p 0 . 

Si N 0 es también la densidad de iones positivos en regiones de potendal <p fí , 
entonces la densidad de iones positivos JV f está dada por 



(14-2) 


El potencial <p se obtiene de la soludón de la ecuación de Poisson: 



Esta ecuadón diferencial no es lineal y, en consecuenda, debe integrarse nu¬ 
méricamente. Por otro lado, una solución aproximada a (14-3a), que es rigurosa 
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* altas temperaturas, servirá para nuestros propósitos. Si kT> eq>, entonces 
VsA teqy/kT) ^ ecp/kT y 



I í. ir 2 ^\- 2N ° e2 i \ 

r 2 dr \ ür ) c 0 kT ^ 

(14-3b) 

£sya soludón es 

‘ P = ‘ , '‘ + An lo rM~h\ 

(14-4) 

Aqui. r es la distancia desde la carga esférica + Q y h la distancia 
Bebye, dada por 

de blindaje de 


h i e ° kT V ' 1 
‘ U.e-) ' 

(14-5) 


Por tanto, la redistribución de eiectrones e iones en el gas es tal que deja completa¬ 
sse fuera a Q en una distancia de unos cuantos h. 

Un gas ionizado se llama plasma si la longitud de Debye, h, es pequena 
comparada con otras dimensiones físicas de interés. Esto no es una gran restricción 
mientras Ia lonízación dei gas sea apreciable; a T= 2000 K y N 0 = 10 18 eiectrones o 
wnes/m 3 , la longitud de Debye es 2.2 x 10“ 6 m. 


142 ORBITAS DE PARTÍCULAS Y MOVIMIENTO 
DE DESPLAZAMIENTO EN UN PLASMA 

1-a órbita de una partícula cargada q que* se mueve en un campo eléctrico y 
wagnético prescrito puede calcularse directaftiente por la ecuación de la fuerza: 


F = í(E + vx B). (14-6) 

Encontraremos que es conveniente empezar con configuraciones de campo relativa- 
mente sencillas y luego generalizar a campos que varian lentamente en el espacio, 
Un campo eléctrico constante aplicado a un plasma no es particularmente 
interesante, porque el plasma se ajusta desarroliando ima delgada vaina de carga 
espacial que apantalla o blinda dei campo a! cuerpo principal de plasma* Por oira 
parte, un campo magnético constante hace que las partículas giren con respecto a las 
lineas de campo sín alterar la distribución de carga espacial. 


Caso 1 Campo magnético uniforme. E = 0 

Este es el mismo movimiento que el descrito en el problema 8.1, pero,debido a que 
forma la base para un movimiento orbital más complicado en plasmas, lo discutire- 
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mos aqui con derto detalle. Sin embargo, deberá resaltarse que el caso 1 se aplica a 
muchas otras situaciones además de los plasmas; por ejemplo, es fundamental ea a 
operadón de los aceleradores de partículas, tales como el ciclotrón y el betatrc*. 

La fuerza de Lorentz es siempre perpendicular a la velocidad y de la partícata 
cargada; en consecuencia, su energia cinética permanece constante: 


K = \m p v 2 = constante, 


(14- 


donde m p es la masa de la partícula. Conviene descomponer la velocidad y en <k» 
componentes: V| ( , paralela a B, y v x , en el plano perpendicular a B. Como el campo m> 
iniluye en Vy, Ky = ±m p v jj también permanece constante. De aqui que 


Ki = im pvl = K-K h 


(14-i 


es también una constante dei movimiento. 

La fuerza de Lorentz proporciona una aceleración centrípeta. Por tanto. 


D m p V l 

^ b —rT- 


y R (el radio de la órbita) está dado por 


qB 


( 14 * 


El radio R se llama frecuentemente radio de Larmor de la partícula. El movi mie 
completo de la partícula cargada se describe como un giro le la partícula en 
órbita (la órbita de Larmor) superpuesto al movimiento uniforme dei centro orbital L 
o centro guia ,, a lo largo de una línea de campo magnético. El movimiento helicowM 
resultante es el de la figura 14.1. 



Fig. 14.1 Movimiento 
de una partícula en un campo 
magnético uniforme. 


El campo magnético actúa como limitador dei plasma, al sujetar las partículas a | 
orbitas circulares. Por supuesto, ninguna limitación se observa en la dirección de j 
campo. Para iones y electrones de la misma energia cinética K ± , los electrones gL 
en órbitas mucho menores, siendo la razón entre los dos rádios de Larmor igual a ta 
raiz cuadrada de la razón entre las masas. 
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Una cantidad interesante, que tendremos ocasión de utilizar posteriormente, es el 
momento magnético de una partícula que gira. Por defmición, el momento magnético 
■ está dado por 

m = comente x área 


2nR 


7 iR 2 


B 


(14-10) 


H examen de la figura 14.1 muestra que m se dirige en sentido contrario al dei 
campo magnético y es, por tanto, un momento diamagnético. 


Caso 2 Campos uniformes eléctrico y magnético. E _L B 

Si un campo eléctrico y uno magnético se aplican simultáneamente a un plasma, y E 
es perpendicular a B, entonces no hay tendencia a producir nna vaina; de hecho, 
veremos que las cargas espaciales positiva y negativa se desplazan juntas en el mismo 
sentido. Por comodidad, escríbamos la velocidad v de la partícula como 

v = u rf + v'; (14-11) 

entonces, la ecuación (14-6) puede escribirse como 

F = q(E + u d x B + v' x B). (14-12) 

Una elección particular de u d hace que los primeros términos dei segundo 
miembro de esta ecuación se cancelen: 


“d 


Ex^ 

B 2 


(14-13) 


La fuerza restante, qv' x B, es exactamente la que se estudió en el caso 1. 

El movimiento total de la partícula está formado, entonces, por tres términos: 
(a) la velocidad constante v' n paralela a B; (b) el giro con respecto a las líneas dei cam¬ 
po magnético, con una frecuencia angular v' JR = qBjm p , y (c) una velocidad de 
desplazamiento constante u t = E/B perpendicular tanto a E como a B. Algunos 
ejemplos de este movimiento se muestran en la figura 14.2. 

La velocidad u d definida por la ecuación (14-13) se llama velocidad de desplaza¬ 
miento de plasma o velocidad de desplazamiento eléctrico. Es importante observar que 
Uj no depende de la carga, de la masa o de la velocidad de la partícula; por tanto, 
todas las componentes dei plasma se desplazan juntas, aunque sus giros indivi- 
duales pueden ser completamente diferentes. 

Nuestra derivacion de la ecuación (14-13) se obtuvo en una forma no relativista; 
si o v tienden a c (la velocidad de la luz), entonces la ecuación (14-11) debe susti- 
tuirse por una expresión compatible con una transformación de Lorentz. Por otra 
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Fig. 14.2 Campos eléctrico y magnético 
cruzados. El movimiento 
de las partículas está en el plano 
perpendicular al campo magnético. 

La figura ilustra iones de cargas 
contrarias con distintos momentos 
iniciales. 


parte, resulta que la ecuación (14-13) para la velocidad de desplazamiento es siempre 
correcta* inientras |E| < c|B|. Si |E| > c|B|, el campo magnético no puede impedu 
que la partícula se mueva en el sentido de E. 


Caso 3 Campo magnético constante en el tiempo, pero dependiente 
dei espado. E = 0 

Supongamos que una partícula cargada se mueve en un campo magnético cas 
uniforme, en el que las líneas dei campo convergen lentamente en el espado. B 
movimiento de la partícula puede considerarse como una perturbación de la órbita 
helicoidal de la figura 14.1. 

El movimiento será parecido al de la figura 14.3; el lector puede verificar 
fácilmente que hay una fuerza que tiende a empujar a la partícula hacia la región mas 
débil dei campo magnético. Para especificar el problema en forma más precisa,* 
supondrá que la línea de flujo que pasa por el centro guia coincide con el eje z y que d 
campo magnético tiene una simetria azimutal con respecto al eje z. Considerando li 
componente z de la ecuadón (14-6), obtenemos j 

F, = m„ “I - I'4-I. 


Pero V • B = 0 o, para el caso que tratamos. 


1 d_ 

r ôr 


w +s è~°- 


* La forma más sencilla para tratar el caso en que |E| sea menor que c|B|, pero no pequeno 
parado con el mismo, es hacer una transformación de Lorentz, transformando tanto la velocidad de 
partícula como los campos. La velocidad dei sistema en movimiento está dada por u d (£c. 14-1J) j 
fueKa dei sistema en movimiento está dada por 




4 I 
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+ '/ 



Fig. 14.3 

Como las líneas dei campo convergen lentamente, ôBJdz puede considerarse 
«estame sobre la sección transversal de la órbita, dando 

B,\ r=R =-iR^. (14-15) 


Adernas, vg es análoga a la dei caso 1. Haciendo estas sustituciones en la ecuación 
114-14) se tiene 



-jqRv ± 


ÔB Z 

ÕZ 



(14-16) 


dbnde la última forma se obtuvo utilizando la ecuación (14-10). 

La energia cinética total K de la partícula no se altera en el campo magnético, 
jwesto que la fuerza de Lorentz, que siempre es perpendicular a la velocidad, no 
inede efectuar ningún trabajo. definida en (14-8), no es constante aqui; tampoco 
lo es K||, pero podemos escribir 


d 

Jt 




d 

Jt 


I 

(K - KJ 


dK ± 

~dT 



(14-17) 


obteniéndose esta última forma de la ecuación (14-10). Por otra parte, podemos 
multiplicar la ecuación (14-16) por t>n = ôzjõt para obtener 


Jt 


Opfy) 


- m 


ÔB Z ôz 
ôz dt 



(14-18) 
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donde djdt representa la derivada con respecto al tiempo tomada sobre la trayectoria 
dmánuca. Comparando (14-17) con (14-18), vemos que el momento magnético m es 
una constante de movimiento. Sin embargo, deberá tenerse en cuenta que se trata de 
un resultado aproximado, válido mientras B z varie lentamente. Si B cambiara 
sustancialmente en distancias dei orden de R , las aproximaciones usadas en la 
derivación de (14-18) no serían válidas. 

También es de interés el hecho de que la partícula esté restringida a mo verse 
sobre la superfície de un tubo de flujo. Esto se deduce porque el flujo magnético que 
atraviesa la órbita es 


O = B z nR 2 = tíB ^ 
2nm„ K 


2 2 
mivi 


•p “■! 

B, 


q 2 &z 

2mn„ 


m. 


(14-19) 


y m es constante. El movimiento de la partícula se ilustra esquemáticamente en la 
figura 14.4. 

La componente z (componente paralela) de la fuerza, ecuación (14-16), está 
siempre en un sentido tal que acelera las partículas hacia la parte más débil dei 
campo. Las partículas que giran y que se acercan a regiones con campo magnético 
más intenso son, por tanto, retardadas; es decir, «g se disminuye. Por otra parte, la 
conservación de la energia requiere que simultáneamente el movimiento orbitai e x se 
acelere. Si la convergência dei campo magnético resulta suficiente, la partícula girará 
en una espiral helicoidal cada vez más cerrada, hasta que finalmenle se refleje hacia e! 
campo más débil. 



t 


Fig. 14.4 La partícula sigue 
las espiras de una hélice cada vez 
más cerradas y con mayor rapidez, 
hasta que se refleje. 


14.3 ESPEJOS MAGNÉTICOS 

Los resultados de la sección anterior muestran que un campo magnético lentamente 
convergente puede, en principio, limitar a un plasma. Perpendicularmente a la direc- 
ción principal dei campo, las partículas están sujetas a órbitas circulares; a lo largo de 
la dirección principal dei campo, las partículas se retardan y finalmente se reflejan 
por las líneas convergentes dei campo. Dicha configuración de campo se llama espejo 
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magnético. Deben utilizarse por lo menos dos espejos en cualquier sistema de 
confinamsento; un sistema de este tipo se muestra en la figura 14.5. 

Sm embargo, no todas las partículas pueden ser limitadas por el sistema dei 
spejo. No puede hacerse que las líneas dei campo converjan en un punto; por tanto, 
fcay un campo magnético grande, pero no infinito, B m , en el espejo. Si la partícula 
itne demasiada «energia cinética axial», no será reflejada por el campo dei espejo y 
podrá escapar. 



Enrollamientos 
para la corriente 


B 




Fig. 14.5 Sistema 
de espejos magnéticos. 


Longitud a lo largo dei ciliiKlro 


I 


Puesto que el momento magnético es una constante de movimiento vemos, 
según la ecuación (14-10), que 



Aqui el subíndice 0 se refiere a la región central de la figura 14.5, y el subíndice 1 
al punto de reflexión. No obstante, en el punto de reflexión, K ± = K. Además, 
K, la energia cinética total, es una constante de movimiento. Para que la partícula 
se refleje, el campo dei espejo B m debe ser mayor que B l ; esto es, 



o 



(14-20a) 
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S hvdocidad inicial r 0 forma un ângulo 6 0 con el sentido dei campo, entonces 
NP- r ' oCOS0 ° y v °± = v o sen e 0 . La ecuación (14-20a) se reduce entonces a 

Q 

sen 2 6 0 > (14-20b) 

que es el critério para la reflexión. Por ejemplo, si el campo dei espejo es cien veces 
mas intenso que B 0 , entonces las partículas con velocidades tales que forman un 
angulo menor de 6 con el sentido dei campo escapan dei sistema. 

Las colisiones entre partículas en la región central dei sistema de espejo tienden 
a producir una distribución isotrópica de velocidades. Por tanto, el resultado neto 
de las colisiones es que las partículas se están dispersam o continuamente en una 
region dei espado con una velocidad tal que pueden escapar dei sistema. Como 
resultado de las colisiones, las partículas también pueden «difundirse» perpendicular¬ 
mente al sentido dei campo y así, finalmente, escapar. 


14.4 LAS ECUACIONES HIDROMAGNETICAS 

Los movimientos colectivos de las partículas en un plasma, tales como «el efecto de 
contraccion» y las oscilaciones de plasma, se manejan mejor con una rormulación 
hidromagnética. Según esta descripción, el plasma se considera como un fluido elá- 
sico que obedece a las ecuadones convencionaies de la hidrodinâmica. Sin embargo, 
el fluido es un conductor eléctrico y, por tanto, las fuerzas electromagnéticas deben 
tomarse en cuenta explícitamente. 

La fuerza sobre una unidad de volumen de plasma puede escribirse como 


F„ = J x B - \ p . 


*(14-21) 


donde J es la densidad de corriente y p es la presión de! fluido. Otras fuerzas tales 
como la gravitacional y las fuerzas de viscosidad, también pueden incluirse, pero ias 
despreciaremos aqui en beneficio de la simplificación. Debido a la neutralidad eléc¬ 
trica aproximada dei plasma, ei término pE no necesita incluirse junto con los otros 
términos de fuerza en {14-21). Las desviaciones de la neutralidad deben, por supuesto 
con siderar se en la ecuación de Poisson, pero generalmente se desprecian en las 
ecnaciones dmamícas. 

El equilíbrio de la cantidad de movimiento requiere que 


- J x B - Vp, (14-22) 

que es la ecuación dei movimiento, o ecuación de Euler, dei fluido. Aqui â es la 
densidad de masa dei plasma y v es su velocidad de fluido. Para problemas en los que 
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d movimiento hidrodinâmico no sea particularmente grande, el término que contiene 
f*-V)v puede ser generalmente despreciado*. 

A veces conviene interpretar el término J x B de la ecuación (14-21) como aquel 
qae surge en parte de una «presión magnética». Esto puede hacerse con ayuda de la 
fcy de circuitos de Ampere, ecuación (9-29), que, especializada para el caso dei 
plasma, es 

, VxB= fi 0 J, (14-23) 

y la identidad vectorial 

B x V x B = \{±B 2 ) - (B • V)B. (14-24) 

For tanto, 

J x B = —— B x V x B 
Vo 

= -vf^-) + — (B- V)B. (14-25) 

V-Hoí Ho 

La cantidad B 2 /2p 0 , que, por supuesto, es la densidad de energia magnética, desem- 
pena el papel de una presión magnética, p m : 

B 2 

= (14-26) 

z Vo 

Sin embargo, deberá resaltarse que — Vp m da, en la mayoría de los casos, sólo una 
parte de la fuerza magnética; la fuerza restante proviene dei término (1/^KB* V)B. 
Cuando J = 0, los dos términos dei segundo miembro de (14-25) se anuíam 
Como ejemplo de la utilidad dei concepto de presión magnética, consideremos un 
campo magnético unidirecdonai La ecuación V * B = 0 garantiza que B no cambia a 
k) largo det sentido dei campo. Como tas variadones espaciales pueden ocurrir sólo 
en direcciones perpendiculares a B, se tiene que (B-V)B = 0 para este caso. La 
ecuación (14-21) se reduce, por tanto, a 

F v = + 

y la condición para el equilibrio estático de cada elemento de volumen es 

P 4- p m = constante. 

En otras palabras, para este ejemplo, la suma de la presión dei fluido y la presión 
magnética debe ser independiente dei espacio. 


* Sin embargo, no puede despreciarse en problemas de dujo estacionário, para los que el término ?v/ct 
se anula explícitamente. 
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Ade más de la ecuación (14-22) y de las ecuacioiies macroscópicas que rigen la 
electricidad y el magnetismo*, necesitamos dos relaciones adicionales para completar 
la formulación hidromagnética. Estas son: (1) la ecuación de continuidad para el 
fluido de plasma: 

^ + V(£v) = 0, (14-27) 

y (2) una ecuación que relacione J con las cantidades dei campo. La última relación 
es simplemente una forma generalizada de la ley de Ohm que, bajo ciertas condicio¬ 
nes, puede escribirse como 

J = g(E + v x B) (14-28a) 

Aqui v x B es el «campo eléctrico dei movimiento», que se origina de un movimiento 
hidrodinâmico dei plasma en un campo magnético, y g es la conductividad dei 
plasma. 

Una aproximación que se hace frecuentemente es la de la conductividad infini ta 
La ventaja de esta aproximación es que permite una simplificación sustancial de las 
ecuaciones hidromagnéticas, presentando así un punto de vista mucho más claro de 
los procesos físicos que tienen lugar en ei plasma. En algunos problemas, particular- 
mente en los astrofísicos, la aproximación es bastante buena. Para el caso de la 
conductividad infinita, la ley de Ohm se reduce a 

9—o o, 

E + v x B = 0. (14-28b) 

La conductividad infinita (o, para fines prácticos, la alta conductividad) tiene una 
consecuencia importante; esto es, que el flujo magnético se «congela» en el plasma. Si 
la ecuación (14-28b) se combina con la forma diferencial de la ley Ai inducción de 
Faraday, obtenemos 

dB 

— = V x (v x B). (14-29) 

La componente normal de esta ecuación integrada sobre una superfície fija S da 

~ £ B • n da = j V x (v x B) • n da, 
o 

d<S> r r 

— =j> vxB-dl=| B * (dl x v), (14-30) 

^ c 

* * ^ raciones d* Maxwell se resumcn en la sección 16.2. El Jector observará que la ecuación (16-10), 
la ley de circuitos original de Ampere, se ha modificado mediante la indusión de la comente de despia- 
zamiento, ôD/õl Rcalmente, ia corriente de desplazamiento no desempena un papel importante en la 
mayoría de los fenómenos hidromagnétiços. 
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donde C es un contorno fijo en el espado por el que se mueve el plasma debido al 
Bovimiento hidrodinâmico. De la figura 14.6 vemos que § c dl x \ puede considerar- 
se como el incremento de área, por unidad de tiempo, de la superfide de la cara 
superior que está limitada por C, y B • dl x v es el flujo magnético asodado a esta 
área aumentada. La ecuadón (14-30) establece simplemente que el cambio de flujo 
por unidad de tiempo por el contorno C es sólo lo que deberíamos calcular 
geométricamente basándonos en el hecho de que todas las líneas de flujo se mueven 
con el fluido. Concluímos, por tanto, que las líneas de inducción magnética se 
«oongelan» en el material perfectamente conductor. 



CÍH : ' 


Fig. 14.6 


145 EL EFECTO DE CONTRACCION 

La tendencia que tiene una descarga de eorriente intensa a través de un plasma a 
cstrecharse lateralmente se llama «efecto de contracción». El mecanismo básico que 
causa la contracción es la interacción de una comente con su propio campo 
magnético o, en forma equivalente, la atracción entre los filamentos paralelos de 
eorriente. El efecto de contracción fue predicho primero por Bennett y después, 
independientemente, por Tonks*. Un punto de vista algo distinto de la contracción, 
que muestra su inestabilidad inherente, fue nresentada por Rosenbhitbt 

Consideremos una descarga de corrieme de simetria cilíndrica a través dei 
plasma. De la ley de circuitos de Ampère, la inducción magnética a nm rfktanri^ r 
dei eje de la descarga está dada por 



(14-31) 


De esto se deduce que 



“ B ( r ) + Ho J(r)- 


(14-32) 


* w - Bennett, Physical Review, 1934, vol. 45, pág. 890; L. Tonto, Physical Review. 1939, voL 56, pàg. 369. 
T M. Rosenbluth, «Dynamics of a Pinched Gas», de Magnetohydrodynamics , dir. de ed. Rolf 
Landshoff (Stanford University Prçss, 1957). 
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La fuerza magnética por unidad de volumen es 


F,, = J x B = — J(r)fi(r)a, 


(14-33) 


donde a r es un vector unidad en la dirección r. Eliminando J(r) entre (14-32) y (14-33) 

Cf» fípnp V f J \ / 



(14-34) 


Ho ôr fi 0 r 


Esta fuerza puede convertirse en una presión equivalente, p eq , poniendo, en primer 
lugar, Fu = — õp eq jõr y luego integrando: 



(14-35) 


Nos mteresa particularmente la presión sobre las fronteras laterales de la descarga. 
Siguiendo a Rosenbluth, restringiremos nuestra atención al caso de alta conductivi- 
dad en el que las líneasdel campo magnético no penetran apreciablemente en el fluido 
conductor*. Aqui la integrai de (14-35) no contiene contribución de la región de 
descarga. En la frontera de Ia descarga, r ~ R y la presión es justamente io que 
hemos llamado presión magnética, p m \ 



(14-36) 

I 


Es evidente a partir de (14-35) que la presión magnética es uniforme en la región 
exterior, pero cero o muy pequena en el interior de la descarga. Por tanto, el efecto de 
contraccion puede verse como aquel que proviene de una formación repentina de 
presión magnética en la región exterior a la descarga. 

La contraccion de la descarga da como resultado la compresión dei plasma. Si la 
contraccion se llevara a cabo de una manera estable, continuaria hasta que la presión 
magnética de la región exterior fuera igual a Ia presión dei fluido en la descarga. 
Consideremos el plasma como una gas perfecto, cuya presión dei fluido es p = NkT. 
Entonces, en el radio final R de la descarga, 
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donde / es la intensidad de la corriente de la descarga. De esta expresión puede 
despejarse la corriente: 



\4tc / 



ja que la conservación de las partículas requiere que A 0 N 0 = nR 2 N. Aqui A 0 es la 
Kcción transversal inicial de la descarga, N 0 es la densidad inicial de sus partículas, 
m,/4ír = 10 _7 T-m/A y la constante de Boltzmann k = 1.38 x 10“ 23 J/K. Para 
lograi la temperatura de 10 8 K requerida para un reactor termonuclear (de fusión) 
conA 0 = 0.04 m 2 y iV 0 = 10 21 partículas/m 3 , se necesita una corriente de contracción 
de aproximadamente un millón de amperes. 

Es fácil ver que la contracción es un fenómeno inherentemente inestable. La 
presión magnética sobre la frontera de la descarga depende de su radio, así como de 
ai forma geométrica detallada. Las pequenas perturbaciones crecerán si los câmbios 
de presión que resultan son tales que aumentan estas perturbaciones. La figura 14.7 
muestra que las pequenas ondulaciones sobre la superfície limitadora de la descarga 
así como los retorcimientos caen en esta categoria, produdendo las llamadas 
inestabilidades de retorcimiento y de abultamiento dei plasma contraído. 



Fig. 14.7 Inestabilidades en el plasma 
contraído: (a) Inestabilidad de retorcimiento, 
(b) Inestabilidad de abultamiento. 


14.6 SISTEMAS DE CONFINAMIENTO MAGNÉTICO 
PARA FUSION TERMONUCLEAR CONTROLADA 

Una buena parte dei interés actual en la física de plasmas se debe a nuestra ne- 
cesidad de desarrollar nuevas fuentes alternativas de energia y a la posibilidad de 
usar un plasma termonuclear de deuterio y tritio como fuente de energia. Tanto el 
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dccto de contracción discutido en la sección anterior como el concepto de espejos 
magnéticos (sección 14.3) se están utilizando en sistemas experimentales de reactores 
de fusión en un intento de confinar magnéticamente el plasma termonuclear. Aun 
cuando el efecto de contracción es inherentemente inestable, su estabilidad puede ser 
mejorada mediante el suministro de componentes adicionales al campo magnético y 
por optimización de los parâmetros de diseno. 

Una cantidad importante para el diseno de sistemas de reactores de fusión es la 
razón entre la presión cinética p = NkT y la presión total (cinética más magné¬ 
tica pj. Esta razón se representa por el símbolo f $: 


NkT 


(14-37) 


P [B 2 /2p 0 + p] [B 2 /2fi 0 + NkT]’ 


donde N es la suma de las densidades de iones y electrones en el plasma. Los 
reactores de fusión se caracterizan generalmente por sus valores de p. Una p baja se 
refiere a valores menores de 0.01 y una p alta se refiere a valores entre 0.1 y 1.0. El 
plasma es de deuterio o de deuterio y tritio a una temperatura que excede de 
10 8 K; tiene una densidad en el intervalo de 10 19 m -3 hasta 10 22 m“ 3 . El confina- 
miento no tiene que ser absoluto, pero debe durar un período t lo suficientemente 
grande como para que se produzca más energia en la reacción termonuclear de la que 
se utiliza para crear las condiciones de plasmas. Se considera que el confinamiento es 
adecuado cuando se cumple la condición de Lawson : 


N i T>10 2O m" 3 s a T > 10 8 K, 


(14-38) 


donde N, es la densidad de iones en el plasma. 

El área de investigación más activa relacionada con el confinamiento magnético 
es la que corresponde a un tipo de reactores disenados para confinar plasmas toroi- 
dales o con forma de donut. Dentro de este tipo, los tokamaks muestran ser muy 
prometedores. El nombre se tomo de una serie de experimentos realizados por To- 
kamak en el Instituto de Energia Atómica I. V. Kurchatov de Moscú, pero se 
aplica ahora al tipo de reactores experimentales que se caracterizan por una contrac¬ 
ción difundida en forma toroidal. El tokamak es un dispositivo de P baja a moderada; 
el campo magnético en el plasma tiene una componente poloidal* debida a la 
corriente que fluye en el plasma como respuesta a un campo eléctrico toroidal, y a 
una componente toroidal producida por bobinas externas, de tal modo que el campo 
resultante delinea curvas helicoidales en el interior dei plasma con forma de donut. 
Existe un número de dispositivos tokamak que funcionan en todo el mundo; en 
Estados Unidos, uno de los más grandes es el de Princeton Large Torus (PLT), que 
funciona con una corriente máxima de plasma de 1.6 x 10 6 amperes. 


* Si el plasma toroidal se cortara (por ejemplo, en la ranura d de la Fig. 9.15) y se enderezara para 
formar un cilindro, la componente poloidal se convertiría en componente azimutal y la componente 
toroidal en componente axial. 
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Ejemplos de dispositivos experimentales con p alta son los reactores de fusión de 
contracción theta y el reactor de espejo magnético. El concepto de contracción theta 
utiliza un plasma con forma toroidal, pero con una densidad sustancialmente más 
alta que la de un tokamak. El espejo magnético no es un verdadero sistema de 
confinamiento, ya que el plasma escapa por los extremos; sin embargo, puede 
amplificar la potência de un haz introducido. El espejo magnético es un dispositivo 
de p alta, pero utiliza un plasma de densidad más baja que el reactor de contracción 
theta. 

Para una discusión más detallada de sistemas experimentales de reactores de 
fusión, el lector deberá consultar las siguientes revistas: 

«Fusion Reactor Systems», por F. L. Ribe, en Reviews of Síodern Physics, 1975, 
vol. 47, pág. 7. 

«The Tokamak Approach in Fusion Research», por B. Coppi y J. Rem, en 
Scientific American, (julio de 1972), vol. 227, núm. 1. 

«The Prospects of Fusion Power», por W. C. Gough y B. J. Eastland. en Scientific 
American (febrero de 1971), vol. 224, núm. 2. 

«Fusion Energy in Context: Its Fitness for the Long Term». por J. P. Holdren, en 
Science (abril de 1978), vol. 200, pág. 168. 


14.7 OSCILACIONES Y MOVIMIENTO ONDULATORIO 
DE PLASMAS 

Una de las propiedades interesantes dei plasma es su capacidad para sufrir oscilacio- 
nes y propagar ondas. Son posibles varias clases de comportamiento oscilatorio y, 
debido al carácter no lineal de las ecuaciones hidrodinâmicas, estas oscilaciones 
pueden ser bastante complejas. Consideramos que conviene limitar nuestra aten- 
ción a algunos casos bastante sencillos que, siií embargo, se han observado en experi¬ 
mentos controlados. 


Caso 1 Oscilaciones electrostáticas dei plasma-electrón 

Las oscilaciones electrostáticas en un plasma fueron discutidas primero por Tonks y 
Langmuir*. Realmente, hay dos tipos posibles de oscilaciones electrostáticas: 
oscilaciones de alta frecuencia, que son demasiado rápidas para que las sigan los 
iones pesados y oscilaciones de los iones que son tan lentas que los electrones se 
distnbuyen siempre alrededor de los iones en una forma estadistica. Estudiaremos 
sólo el primer caso, las llamadas oscilaciones electrónicas. 

Fijemos nuestra atención en una región dei plasma que contiene una densidad 
uniforme de iones positivos, N . No hay iones negativos. Inicialmente, los electrones 
también tienen una densidad uniforme N, pero supongamos que cada electrón se 


L. Tonks y I. Langmuir, Physical Review, 1929, vol. 33, pág. 195. 
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desplaza en la dirección x, en una distancia £ que es independiente de las coordena¬ 
das y y z, y es cero en las fronteras dei plasma. El desplazamiento de los electrones 


^rturba el plasma neutro, produciendo una carga en cada elemento de volumen 
Ax Ay Az: 



ôp Ax Ay Az = — Ne Ay Az Ç — I £ + Ax 



ôx 


El movimiento de los electrones produce un campo eléctrico E(x, f) que, debido a la 
simetria dei problema, está en la dirección x. Por tanto. 


v • E = - ôp. 


o 


ÕE 

ôx 



que, cuando se integra, da 



(14-39) 


Aqui la constante de integración se considera igual a cero, ya que la formación de 
vainas blindará o apantallará el plasma con respecto a un campo eléctrico uniforme. 

La fuerza sobre cada electrón es -eE, que, según la ecuación |l4-39), es 
proporcional al desplazamiento También se ve que es una fuerza restauradora. Por 
tanto, cada electrón oscila con respecto a su posición original con un movimiento 
armónico simple. La ecuación de movimiento para cada electrón es 



(14-40) 


En consecuencia, la «frecuencia dei plasma», f p = (o p j2n, se define por 



(]i_: 


donde m e es la masa dei electrón. Como ejemplo numérico, tenemos f = 9J< * 
x 10 9 s -1 para una densidad de partículas N = 10 18 electrones/m 3 . 
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Caso 2 Ondas hidromagnéticas o de Alfvén 

Las ondas hidromagnéticas representan una propagación verdadera de ondas en un 
sedio conductor que está sujeto a un campo magnético constante. Este comporta- 
Miento. predicho primero por Alfvén* en 1942, es consistente con la formulación 
fadromagnética de un plasma expuesta en la sección 14.4. 

Antes de continuar con las ecuaciones diferenciales, veamos el proceso físico en 
d plasma desde un punto de vista tan elemental como sea posible. Consideremos un 
plasma infinito sujeto a un campo magnético uniforme constante B 0 que está dirigido 
a lo largo dei eje z. Si a un segmento dei plasma, la sección rectangular ABCD de la 
igura 14.8 que se extiende paralela al eje y, se le da una velocidad v dirigida 
paralelamente al eje y positivo, entonces los portadores de carga (iones y electrones) 
«penmentan fuerzas 


q,(v x H„) 


Z 


Fig. 14.8 El segmento ABCD 
dei plasma se mueve en el sentido 
positivo de y. Las corrientes 
que se generan se ilustran 
esquemáticamente. 




■r 


que tienden a separar los portadores positivas y negativos. El segmento ABCD se 
convierte entonces en una trayectoria de fem por movimiento, cuyo extremo derecho 
tiende a cargarse positivamente y cuyo extremo izquierdo tiende a cargarse negativa¬ 
mente. Pero como estamos tratando con un medio conductor, el plasma exterior a 
ABCD completa el circuito eléctrico. Algunas líneas de comente se muestran en la 
lígura. 

La corriente inducida interacciona ahora con el campo magnético B 0 . Es fácil 
verificar que la densidad de fuerza J x B 0 en el segmento ABCD es tal que se opone a 
su movimiento, mientras que la fuerza en las partes exteriores dei plasma es tal que se 
acelera en el sentido positivo de y. Finalmente, ABCD se retardará y su movimiento 
se habrá transferido a los segmentos vecinos dei plasma. Sin embargo, el mecanismo 
funciona aún y todo el proceso se repite, propagando así la perturbación aún más en 
d sentido ±z. 

Volvamos ahora a las ecuaciones diferenciales. Sea B = B 0 + B x , donde B 0 es el 
eampo uniforme constante paralelo al eje z y B x es el campo magnético formado por 


* H. Alfvén, Cosmical Electrodynamics , Nueva York: Oxford University Press, 1950, 2“ ed., 1963. 
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fascorrientes inducidas. Usando los resultados de los párrafos anteriores como guia, 
busquemos el tipo más sencillo de movimiento ondulatorio, caracterizado por v y , 

J; y B ly , donde las demás componentes se anulan. De la ley de circuitos de Ampère; 

-~^ = Ho J x , (14-42® 


y la ecuación de Euler dei fluido (14-22), da las dos relaciones 


y 


0 - J x Bly 


dp 

õz' 


(14-43a) 


(14-43bJ 


Las ecuaciones (14-43) pueden combinarse con (14-42) para dar 

dv y _ B 0 õBiy 
õt ií 0 Ç õz 

y 

õp = 1 d(B 2 J 
õz 2/i 0 õz 

La ley de Ohm generalizada puede escribirse como 


E x = -v y B 0 + -J X 


= -VyB 0 ~ 


1 3B ly 

9P o dz 


Finalmente, la ley de Faraday da 


õB ly _ ÕE X 
õt õz 


Í 


(14-44) 

(14-45) 


(14-46* 


(14-47) 


Si v y se elimina entre las ecuaciones (14-44) y (14-46) y E x se elimina entre la ecuació* 
resultante y (14-47), obtenemos, suponiendo que Ç sea constante, 


Õ^B ly= Blõ^B ly 1 g 3 B ly 

õt 2 HoC õz 2 gno õz 2 õt’ 


(14-48) 


que es la ecuación que rige la propagación de las ondas de Alfvén. 
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Si la conductividad g dei plasma fuera infinita, entonces (14-48) se volverá 
idêntica a la ecuación de ondas cuya solución se expone en las secciones 16.4 y 16.5. 
Bajo estas circunstancias, la ecuación (14-48) describe una onda plana no amor- 
tiguada que se mueve paralelamente al eje z con velocidad de fase 


(14-49) 

Como ejemplo numérico, tomemos B 0 = 0.01 T, £ = 10" 5 kg/m 3 = 10 -8 g/cm 3 ; 
entonces v p = 2800 m/s. 

Para ver lo que resulta para la conductividad finita, ensayemos una solución para 
la ecuación (14-48) de la forma 


Bp 

V^ÕC 


B ly = b x exp [az + kot]. 

Esta solución es satisfactoria siempre que 

g 2 _ -M 2 

Vp + iw/gno ’ 


(14-50) 


con v p definida como en (14-49). Para un ámortiguamiento pequeno 


/. CO O ) 2 \ 

- \ v p 2gn 0 vl J 


(M-51) 


Por tanto, la solución a la ecuación (14-48) es una onda plana amortiguada que se 
propaga en el sentido ±z. La distancia ô en la cual la amplitud de onda se rxiuce a 
l/e de su valor original es 

s.^~ JüB ( 14 - 52 ) 


CO 2 ú l 2 t 3 l 2 a> 


2 * 


14.8 EL EMPLEO DE PROSADORES 
PARA MEDICIONES DE PLASMA 

Un plasma consiste en electrones, iones y, tal vez, átomos neutros. Los electrones 
ganan energia de los campos eléctricos en la frontera dei plasma, así como de las 
colisiones ionizantes en las que se producen, y las velocidades de los electrones se 
vuelven aleatórias debido a las colisiones con iones. Por tanto, podemos hablar de la 
temperatura de un electrón, T e . De hecho, para plasmas creados en el laboratorio 
(arcos, descargas eléctricas), se ve que los electrones tienen una distribución de 
velocidades de Maxwell-Boltzmann, lo que significa, por supuesto, que pueden 
caracterizarse por una temperatura. Las temperaturas de los electrones en plasmas de 
arcos típicos varían desde vários miles hasta 50 000 K. 


i 
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Hasta cierto punto, la discusión anterior se aplica también a los íones pesados; 
sm embargo, los iones no tienen necesariamente las mismas temperaturas que los 
decirones. Si existe una diferencia sustancial entre las energias cinéticas medias de los 
tones y los electrones. entonces se requíeren vários miles de colisiones por partícula 
para igualar la diferencia de energia y esto puede requerir un tiempo mayor que la 
vida media de un ion en e! sistema. 

Las camidades de interés que han de determinarse son las temperaturas de las 
partículas, las densidades de las partículas y las densidades aleatórias de corriente en 
el plasma. 

Langmuir y Mott-Smith* mostraron que es posible utilizar un pequeno 
electrodo metálico, o «probador», introducido en el plasma para determinar experi¬ 
mentalmente algunas de estas cantidades, aplicando vários potenciales y midiendo 
ias correspondientes corrientes colectadas. Un electrodo que no esté al potencial dei 
plasma estará contenido en una vaina que blinda el plasma dei campo perturbador 
causado por el electrodo. La vaina es, en la mayoría de los casos, bastante delgada, y 
si el probador se mantiene negativo, cero, o ligeramente positivo con respecto al 
potencial dei plasma, se perturbará muy poco el volumen dei plasma. 

La relación corriente-voltaje para un probador típico se muestra en la figura 14.9. 
Coando el probador está al potencial dei plasma, recoge tanto las corrientes aleatórias 
deelectrones como las corrientes aleatórias de íones. Pero como la corriente aleatória 



i 


Fig. 14.9 Característica corriente-voltaje 
de un probador sunvergido en un plasma. 
pç es el potencial dei plasma. 


^ 0 


* É 1. Langmuir y H. Mott-Smith, General Electric Review, 1924, vol. 27, pâg. 449; Phvsical Review. 
1926, vol 2S, pàg. 727. Para una discusión más redente de pruebas eléctricas, vèase F. F. Chen. op. cíl. 
o d eap. 4 de P/asma Diagnostk Techmques t editada por R. R Huddlestone y S. L Leonard (Nuevi 
York; Academic Press, 1965). 










FÍSICA DE PLASMAS 339 


áe electrones es mucho mayor que la comente aleatória de iones, la primera domina; 
.a razón de esto es que los electrones tienen velocidades medias mucho mayores que 
de los iones. A medida que el probador se hace negativo, repele electrones y la 
comente electrónica disminuye; en un punto <p F , el potencial flotante, la corriente 
■eta en el probador es cero; finalmente, si el probador se hace lo suficientemente 
■egativo, sólo colecta la densidad de corriente iónica J L . Si el probador se hace 
%pramente positivo con respecto al plasma, los iones se repelen y se recoge la 
densidad de corriente de electrones J e . Si el probador se hace aún más positivo, 
«pezará a actuar como un ânodo secundário y el comportamiento de corriente- 
uofraje será más complicado, dependiendo en detalle de la naturaleza dei plasma. 

Consideremos un plasma formado por iones positivos (de carga unitaria) y 
dcctrones. En la región neutra, la densidad de iones es igual a la densidad de elec- 
fcones: 

Ni = N e = N 0 . (14-53) 

S la distribución de electrones se caracteriza por la temperatura 7^ entonces, según 
h teoria cinética, la densidad de corriente aleatória de electrones es 

J.-iN^~N a e^y , 04-54) 

donde v es la velocidad térmica media de los electrones. Esta es la corriente de 
dcctrones recogida por unidad de área dei probador en la región q> = (p 0 a (p = q> B . 
S el probador se hace negativo, la densidad de corriente de electrones disminuye, 
porque sólo una fracción de los electrones tiene suficiente energia para penetrar la 
fcarrera de potencial: 

J' e = J e exp^e = ?JVeeíTexp|| para q><q> 0 - (14-55) 

Por otra parte, la densidad de corriente de iones es constante en la región de 
potencial negativo; es decir, J ( . La corriente total dei probador es, por tanto, 

j se encuentra que la temperatura electrónica es 



_d_ 

d(p 


ln (J p + |J,|) 


(14-56) 


Se puede ahora determinar la densidad de partículas N 0 de la ecuación (14-54), 
utilizando el valor experimental de J p correspondiente a la meseta que está a la 
derecha de q> 0 en la figura. Deberá observarse que la ecuación (14-56) y la forma de la 
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0 



Fig. 14.10 Gráfica dei potencial en función 
de la distancia al probador. 


característica J p -<p son independientes dei valor absoluto de q >; por tanto, el potencial 
dei probador puede medirse con respecto a cualquier potencial fijo (por ejemplo, un 
potencial de electrodo) en el plasma. 

Las características dei probador se entienden bien, pero, antes de que se puedan 
interpretar sin ambigüedad los datos obtenidos de las mediciones dei probador, es 
necesario que se satisfagan ciertas condiciones: (1) el probador deberá ser pequeno 
comparado con las trayectorias libres medias de los electrones e iones, (2) la vaina 
deberá ser pequena comparada con las dimensiones dei probador, (3) la ionización en 
la cubierta debe ser despreciable, (4) la emisión secundaria dei probador deberá ser 
despreciable, y (5) no debe haber oscilaciones de plasma. Además de estos requisitos, 
se supone tácitamente que no hay campo magnético presente; el uso de probadores 
en plasmas que contienen campos magnéticos ha sido expuesto por Bohm, Burhop y 
Massey*. 

Finalizaremos esta sección con una discusión de la vaina que rodea al probador 
cargado negativamente. La ecuación que rige el potencial q> en la región de la vaina es 
la ecuación de Poisson: 

V 2 q>= -~e(N i - N e ), (14-57) 

Ê o 

donde N s y N e son las densidades locales de iones y electrones. Una^gráfica 
aproximada de <p en función de la distancia al probador se da en la figura 14.10. Es 
conveniente hacer la sustitución <p = — V, donde V es una cantidad positiva y, ya que 
el espesor de la vaina es pequeno comparado con las dimensiones dei probador, 
podemos usar una versión unidimensional de (14-57): 


d 2 V 

dx 2 


- e(N t - N e ). 


(14-58) 


Los electrones se distribuyen en la vaina de una forma aproximadamente estadística: 


N e = N 0 exp 


-e(V-Vo) 

kT e 


(14-59) 


* Capitulo 2 de Characteristics qf Electrical Discharges in Magnetic Fields, editado por A. Guthrie y 

R. K. Wakerling (Nueva York: McGraw-Hill, 1949). Véase también el capítulo 4 de R. H. Huddlestone y 

S. L. Leonard, op. cit. 
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í?° nd e N ° es I a densidad de electrones al potencial de plasma - V 0 . La densidad de 
■oes se relaciona con la corriente de iones, J„ de acuerdo con 


Ji 


= N t evi - N { e 



En el plasma, fuera de la vaina, la corriente de iones está dada por 


(14-60a) 


Ji = N 0 ev io - N 0 e 


1 2cL 0 

m i 


(14-60b) 


-empre que el potencial dei plasma, - V 0 , se mida en reladón con el punto en el que 
* forman los iones positivos. Por tanto 4 




(14-61) 


Sustituyendo las ecuaciones (14-59) y (14-61) en (14-58) se tiene la Uamada ecuación 
® vama-plasma: 


d 2 V 1 


dx 2 


= -N 0 e 


V^V-W-ez pZíÜ^liÍL) 
Jtr 


(14-62) 


íbtene! tÍma CCUaCÍÓn pUede multi P licarse por (dV/dx) dx = dV e integrarse 


para 


2 ( dx ) ~e 0 N ° e 2Vl °' 2Vl/2 + ~ C( Ir g K<>) ] + C * (14_63) 

«tôtl^dTr/C = Oenel borde dela vaina. 


C = iVo[2eF 0 + jfcTj. 
e o 


(14-64) 


Para todos los puntos de la vaina, (dV/dx) 2 ^ 0; el análisis de la ecuación (14-63) 
muestra que esta condición se satisface sólo si v 


V 0 > 


kj, 

2e ’ 


(14-65) 


relación seflalada por primera vez por Bohm* En otras palabras, para que se forme 
una vaina estable, los iones que alcanzan la vaina desde el plasma deben tener una 

* Véase el capítulo 3 dei libro editado por Guthrie^y Wakerling, op. cit. 
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energia cinética al menos de la mitad de kl],. Como las vainas estables se forrnan 
sierifpre bajo estas circunstancias, la ecuación (14-65) determina efectivamente V 0 ; de 
hecho, la desigualdad de (14-65) puede sustituirse generalmente por un signo de 
igualdad. 

El espesor de la vaina puede encontrarse integrando (14-63); hacemos esto sólo 
para probadores muy negativos, para los que N e puede despreciarse. Aqui 



que, cuando se integra, da 


AN 0 eVy 2 V m 

£o 


4d n V 3! * 

í^mjeyklp ' 


(14-66) 


(14-67) 


14.9 RESUMEN 


Los gases altamente ionizados son buenos conductores eléctricos; un plasma es una 
región de gas altamente ionizado en la cual el campo eléctrico estático y la densidad 
de carga neta se aproximan a cero. Existen tres métodos distintos para analizar el 
comportamiento dei plasma: la teoria dei equilíbrio cinético, la teoria orbital y la 
teoria de la formulación hidromagnética macroscópica. 

1. La teoria dei equilíbrio, basada en el factor estadístico de Boltzmann, deiftuestra 
que una carga externa Q localizada en un plasma es blindada o apantallada por el 
plasma a una distancia llamada longitud de Debye. Es decir, el potencial de Coulomb 
no blindado QI4ne 0 r se reemplaza por 


Q _ 

47t£ 0 ^ 


donde la longitud de Debye h es 



2. La teoria orbital considera que el movimiento de las partículas se lleva a cabo 
bajo la fuerza 


F = í(E + vx B). 
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i campo magnético uniforme, una partícula de masa m p se mueve libremente a 
í de la línea de campo, pero girando alrededor de ella; la órbita es una hélice 
i d radio de Larmor 

R = "b V ± 
qB 


t partícula libre tiene un momento diamagnético. Si el campo no es uniforme, la 
ila girará en una espiral cerrada mientras se mueva hacia un campo más 
a lo largo de las líneas convergentes de campo; al mismo tiempo, este 
wvüniento axial es retrasado y finalmente reflejado. El resultado es un espejo 
■petiço. 

2 La aproximación hidrodinâmica está basada sobre la ley de fiierza macroscópica 
wm unidad de volumen 


F„ = J x B - Vp, 

donde p es la presión dei fluido. En algunas ocasiones, el primer término puede 
^roximarse por — Vp m , donde la «presión magnética» es igual a la densidad de 
oergía 

B 2 

Pm ^ • 

E2 efecto de contracción magnética puede tratarse como una compresión dei plasma 
casada por la presión magnética en su exterior. 

2 La aproximación macroscópica también conduce a ondas de plasma. Las ondas 
«kctrostaticas» son oscilaciones de los electror^s que tienen, para los electrones, una 
frecuencia de 



para una longitud de onda infinita. Las ondas «Alfvén» se propagan en un campo 
magnético uniforme B 0 con una veloddad de fase 

B 0 


PROBLEMAS 

14.1 La condición para que la teoria orbital sea una buena aproximación al movimiento de 
un electrón en un plasma es que x > InmJBe, donde r es e] tiempo medio de colisión (véase 
Cap. 7) y litmJBe es el período dei ciclotrón en el campo magnético B . Demuestre que este 
enunciado es equivalente ã tj rjn, donde rj H = B/N 0 e es la resistividad de Hall. 
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14.2 Se da un problema hidromagnético de flujo estacionado en el que v, J y B son 
mútuamente ortogonales. Suponga que v está en la dirección x y que v, J y B son funciones 
solo de x. Suponga también que la sección transversal dei canal (perpendicular a x) es 
independiente de x. Demuestre que 


1 


v = v 0 — 


2Ç 0 Vo 


2B 0 jjdx 



donde v 0 es la velocidad cuando Ç = Ç 0 , B — B 0 . 

14J Derive la ecuación (14-65) examinando (14-63) en relación con la vecindad de Vm V 0 . 

14.4 La característica corriente-voltaje se mide para un probador que se introduce en el 
plasma de un tubo de descarga de comente. El probador tiene un área de 0.05 cm 2 . Todos los 
voltajes se dan con respecto a un potencial de referencia fijo: 


<P,.V 

J, mA 

40.0 

-20.5 

39.0 

-20.4 

38.0 

-7.5 

37.0 

-2.7 

36.0 

-0.98 



/, mA 

35.0 

-0.34 

34.0 

-0.096 

33.0 

-0.011 

31.0 

+0.033 

29.0 

+0.041 


Determine la temperatura dei electrón en el plasma, la densidad de electrones y el potencial de 
flotación dei probador. 

*14.5 Una esfera homogénea de radio a y conductividad eléctrica a' se mueve con velocidad 
-v 0 en un fluido no comprimible y no viscoso, de conductividad a, en presencia de un campo 
magnético uniforme B 0 . La velocidad v 0 es paralela a B 0 . Calcule la pérdida de calor de Joule 
que resulta de las comentes inducidas dei sistema y, igualando esto con k razón a la que la 
energia mecânica se disipa por la esfera (Fi»o)> calcule la fuerza de arrasfre F t . Suponga que 
hay flujo de potencial en el fluido: en el sistema de coordenadas en el que la esfera está en 
reposo, la velocidad dei fluido está dada por 

v = v 0 + w V(v 0 • r/r 3 ), 

en relación con un origen en el centro de la esfera. (Para una discusión de este problema y de 
otros relacionados, véase J. R. Reitz y L. L. Foldy, Journal of Fluid Mechanics, 1961, vol. 11, 
pág. 133.) 
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PROPIEDADES 
ELECTROMAGNÉTICAS 
DE SUPERCONDUCTORES 


15-1 HISTORIA DE LA SUPERCONDUCTIVIDAD 

la superconductividad fue reconocida por primera vez en 1911 por H. Kammerlingh 
Onnes en Leiden. Kammerlingh observo que cuando se enfriaba una muestra de 
■ercurio a 4.2 K su resistência desaparecia en forma brusca y aparentemente por com¬ 
pleto. En un experimento de mayor sensibilidad, en el que utilizaba una comente in- 
docida permanente en un aro de alambre superconductor, Onnes estimó que la re- 
■rtencia en el estado superconductor era cuando mucho 10' 12 veces la resistência 
m el estado normal. Más recientemente, en el Massachusetts Institute of Tech¬ 
nology se encontro que una corriente inducida de vários cientos de amperes en 
■n anillo de plomo superconductor no mostraba cambio en la intensidad de la 
oorriente durante un período de, por lo menos, un ano; esto es una fiierte evi¬ 
dencia de que la resistência en el estado superconductor es, en efecto, cero. 
Los primeros experimentos abrieron todo un campo de esfiierzos para tratar de 
caracterizar el nuevo efecto. Se ha encontrado que por lo menos 20 elementos 
y cientos de aleaciones y de compuestos intermetálicos son superconductores, 
con temperaturas de transición que varían desde bastante menos de 1 K (por 
çjemplo, 0.12 K para el hafnio) hasta alredecfor de unos 20 K (por ejemplo, 23 K 
para el compuesto de Nb 3 Ge). La temperatura de transición, o crítica, es aquella 
cn que tiene lugar la transición dei estado normal al estado superconductor y es 
característica dei material particular que se considera. La temperatura critica de¬ 
pende, hasta cierto punto, tanto de la pureza química como de la perfecdón meta¬ 
lúrgica de la muestra en estúdio. Realmente, las inhomogeneidades de pureza y 
tensión de la muestra generalmente tienden a ampliar el intervalo de temperatura 
de la transición entre los estados normal y superconductor; una muestra pura 
y bien templada puede presentar un intervalo en su temperatura de transición 
tan pequeno como 0.001 K. 

Si se aplica un campo magnético suficientemente grande en forma paralela a 
un alambre superconductor, se verá que la muestra se vuelve normal. La magnitud 
dei campo que origina la transición depende tanto dei material como de la tem¬ 
peratura y es llamado campo crítico. Si un campo es aplicado en alguna otra 
dirección, la muestra empezará a volverse normal cuando dicho campo alcance 
en cualquier punto de la superficie el valor de campo crítico. La gráfica de tem¬ 
peratura-campo que puede hacerse tiene esencialmente la misma significación termo- 
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d inâmi ca que el diagrama de temperatura-presión para transiciones de fase ordi- 
narins, y la curva misma puede considerarse como el limite de fase entre los 
estados termodinâmicos normal y superconductor. La forma de esta curva es ge¬ 
neralmente parabólica y está dada con una buena aproximación por la ecuación 

H c = H 0 [l - (T/T c ) 2 ], 


donde H c es el campo crítico, T es la temperatura absoluta (o Kelvin) de ob- 
servación y T c y H 0 representan las características de la muestra (temperatura 
crítica para el campo cero y campo crítico para la temperatura de cero absoluto). 
Además de ampliar la transición, las inhomogeneidades pueden también tener un 
efecto marcado en H 0 , aumentándolo a veces en vários ordenes de magnitud. Tales 
efectos son de primordial importância en aplicaciones con campos magnéticos in¬ 
tensos. 

En la historia más antigua de la superconductividad, la aplicación de las ecua- 
ciones de Maxwell a un conductor perfecto llevaron a la conclusión de que la 
variación con respecto al tiempo de la inducción magnética en el interior de 
un superconductor debería ser cero. De este modo, dependiendo de que la mues¬ 
tra se enfriara por debajo de la temperatura de transición, en presencia o en 
ausência de un campo magnético aplicado, el flujo magnético deberá desviarse 
o excluirse. Esta idea se arraigo tan firmemente que sólo en 1933 (22 anos des- 
pués dei descubrimiento de la superconductividad), W. Meissner y R. Ochsenfeld 
la pusieron a prueba experimentalmente. Los resultados de sus experimentos de- 
mostraron que la hipótesis era falsa y que, en todos los casos, independiente- 
mente de que la muestra se enfríe dentro o fuera de un campo magnético, la 
inducción magnética de un superconductor es cero. Este efecto se llama exclusión 
de flujo o, más comúnmente, efecto Meissner. Un enunciado esencialmente equi¬ 
valente es que un superconductor se comporta como si tuviera permeabilidfd cero, 
o susceptibilidad diamagnética perfecta. Esto háce que sea fácil de entender que la 
forma de la muestra tendrá efectos importantes, que son sencillos sólo cuando 
la muestra tiene la forma de un cilindro largo, cuyo eje es paralelo al campo 
magnético aplicado. La importância principal dei efecto Meissner es que demuestra 
que un superconductor esta caracterizado por propiedades electromagnéticas más 
complejas que la simple conductividad infinita. Cualquier explicación satisfactoria 
de la superconductividad tiene que explicar esta dificultad de un modo natural. 

Desde un punto de vista teórico se ha hecho mucho, empezando con la aplicación 
de la termodinâmica a la transición por W. H. Keesom ya en 1924. Luego, 
en 1934, se hizo una explicación fenomenológica de la transición de segundo or- 
den y de otras propiedades, basada en un modelo de dos fluidos, desarrollado 
por C. J. Gorter y H. B. G. Casimir. A esto siguió (en 1935) la teoria fenomenoló¬ 
gica de F. y H. London, acerca de las propiedades electrodinámicas de los super- 
conductores, en la cual las ecuaciones de Maxwell se aumentaron en dos ecuaciones 
complementarias para que tomaran en cuenta el efecto Meissner. En este capítulo, 
trataremos principalmente las ecuaciones de London. Desde 1935 hasta que sé 
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áescubrió el efecto isotópico en 1950*, se realizaron pocos trabajos teóricos crí¬ 
ticos. Sin embargo, en 1950, H. Frõhlich desarrolló una teoria basada en la in- 
leracción de electrones con átomos vibrantes en la red cristalina, que explicaba 
d efecto isotópico, pero no conseguia predecir otras propiedades dei estado super- 
eonductor. Más recientemente (en 1957), J. Bardeen, L. N. Cooper y J. R. Schrieffer 
desarrollaron una teoria microscópica o de mecânica cuântica de la superconduc- 
tividad que ha tenido bastante êxito. Esta teoria (teoria BCS) toma en cuenta en 
na forma natural la transición de fase de segundo ordem el efecto Meissner y otras 
propiedades termodinâmicas y electromagnéticas de los superconductores. Como 
resultado de estos trabajos, Bardeen, Cooper y Schrieffer fiieron galardonados con 
d prêmio Nobel de Física en 1972. Según la teoria BCS, la superconductividad 
9C manifiesta como una transición de fase que surge de un apareamiento de elec¬ 
trones. Este apareamiento es el resultado de la interacción de los electrones con 
hs vibraciones de la red en el material. En cierto modo, la superconductividad 
cs análoga a la condensación de Bose-Einstein de electrones ligados en pares; 
ambos efectos (superconductividad y condensación de Bose-Einstein) son esencial- 
mente efectos mecánico-cuánticos y no tienen una explicación clásica sencilla. La 
•eoría BCS parece ser capaz de predecir, al menos cualitativaroente. todos los 
resultados fenomenológicos relacionados con la superconductividad. 

Las aplicaciones tecnológicas de la superconductividad requieren un material 
que siga siendo superconductor en grandes campos magnéticos, y para esto se 
debe utilizar un superconductor tipo II. Esta es una forma más compleja de la 
superconductividad, en donde, por encima de cierto valor dei campo magnético 
denominado H cU el flujo magnético comienza a penetrar en el material aun cuando 
este siga siendo superconductor hasta que se alcance un campo magnético mucho 
más alto (el campo crítico superior H c2 ). Entre H cl y H cl el material tipo II no 
presenta un efecto Meissner perfecto, ni obedece cuantitativamente las ecuaciones 
de London; sin embargo, la superconductivjdad tipo II es explicada por la teo¬ 
ria BCS. H c2 es muy grande para algunos materiales; en Nb 3 Sn, por ejemplo, 
PoH c2 es mayor que 10 tesla a 4.2 K. En este capítulo trataremos solamente 
el tipo más sencillo de superconductividad (llamada tipo /). 

El tema de la superconductividad ha desarrollado un campo de estúdio muy 
amplio. Sin embargo, las dos teorias fenomenológicas complementarias, la teoria 
de dos fluidos de Casimir-Gorter y la de London, juntas, son adecuadas para 
la consideración de muchos problemas en los que intervienen superconductores. 
La teoria de Casimir-Gorter considera principalmente cuestiones termodinâmicas 
y, en consecuencia, es sólo de interés relativo en este caso. La teoria de London 
consiste, primordialmente, en aumentar las ecuaciones de Maxwell con el objetivo 
de construir una teoria electromagnética que pueda explicar situaciones en las que 
intervienen superconductores. El resto de este capítulo trata dei desarrollo de la 

* Los experimentos en superconductores elementales de composición isotópica variable demuestran 
que T c M l/2 z: constante, siendo M la masa isotópica. El primer trabajo experimental fue hecho por 
E. Maxwell y por C. A. Reynolds y colaboradores. El efecto se llama ahora efecto isotópico y es un 
indicio de que las interacciones entre los electrones superconductores y los núcleos de iones de la 
red cristalina desempenan un papel importante en la superconductividad. 
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teoria de London y su aplicación a unas cuantas situaciones sencillas. En este 
capítulo se intenta dar una base para considerar problemas electromagnéticos 
macroscópicos en que intervienen superconductores, en vez de explorar las teorias 
contemporâneas microscópicas de la superconductividad. 


15.2 CONDUCTIVIDAD PERFECTA 

Y DIAMAGNETISMO PERFECTO DE SUPERCONDUCTORES 

Observamos en la sección anterior que los superconductores presentan dos pro- 
piedades únicas. Tienen esencialmente conductividad infinita, como lo mostraron los 
experimentos originales de Onnes y los desarrollos posteriores; además, excluyen por 
completo el flujo magnético, como demostro el experimento de Meissner-Ochsenfeld 
(mientras el campo magnético en la superfície dei superconductor no exceda en 
ningún sitio al campo crítico). Estas propiedades son independientes en el sentido 
de que ninguna implica la otra, pero, por supuesto, ambas deben partir de 
teorias microscópicas satisfactorias de superconductividad y así es en realidad. 
Para ver más claramente lo que se quiere decir por independencia de esas dos 
propiedades, podemos citar la consideración ahora clásica de un conductor per- 
fecto en un campo magnético. 

Consideremos una esfera cuya conductividad puede de alguna manera cambiarse 
de un valor finito a otro infinito. Por ejemplo, podemos cambiar la conduc¬ 
tividad de un superconductor variando su temperatura. Cuando la conductividad 
es infinita, el campo eléctrico es cero en todo punto dei interior dei supercon¬ 
ductor y, en consecuencia, su rotacional y õB/ôt son también cero. Por tanto, 
si la esfera se enfría (si adquiere una conductividad perfecta) en un campo uni¬ 
forme B 0) la densidad de flujo en la esfera continua siendo B 0 hasta que se 
destruya la conductividad perfecta. Por otra parte, si la ^fera se enfría en un 
campo cero, la densidad de flujo continua siendo cero hasta que la conductividad 
perfecta se destruya, aunque, por ejemplo, se le coloque en un campo externo 
inicialmente uniforme. Por tanto, la conductividad perfecta no implica la exclu- 
sión dei flujo y, consecuentemente, B = 0 es un postulado que debe introducirse 
por separado. Análogamente, B = 0 no implica la conductividad perfecta, puesto 
que un material con susceptibilidad % m = — 1 tendría siempre B = 0, pero esto 
no restringiría la posible conductividad dei material. 

En este capítulo nos interesan principalmente los aspectos magnéticos de la 
superconductividad (la conducti idad infinita se discutirá con mayor detalle pos¬ 
teriormente, pero no tendrá un papel importante en los problemas que se consi- 
deran aqui), y se desarrollarán las fórmulas adecuadas para ello. El primer en¬ 
foque, que representa la menor desviación de lo que ya se ha hecho (véase Cap. 9) 
consiste en suponer que en el interior de un superconductor B = /j 0 [H + M] = 0 
y que en las fronteras entre los superconductores y otros médios la componente 
tangencial de H y la componente normal de B son continuas. Este enfoque con¬ 
sidera al superconductor como un material magnético de susceptibilidad % m = — 1; 
esto es, un medio que presenta diamagnetismo perfecto. En la superfície dei su- 
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perconductor circulan comentes de magnetización con una densidad superficial 
(A/m) jjvf = n x [M sa]ida — M entrada ], siendo n la normal trazada hacia afuera de la 
nperficie (nótese que M sa | ida generalmente es cero); en el interior dei superconduc- 
lor, las comentes de magnetización volumétricas fluyen con densidad J M = V x M 
(rcase Cap. 9, particularmente, sección 9.1). 

Una descripción alternativa pone aB = H = M = Oenel interior dei super- 
conductor e invoca una corriente superficial real is = n x H salida (puesto que H entrada 
* supone igual a cero). En esta descripción no hay corrientes de ninguna clase 
circulando en el interior dei superconductor. Estas dos descripciones de un super- 
©onductor son tan sorprendentemente distintas que es pertinente preguntarnos 
cómo están relacionadas. Lo que se suele decir es que son equivalentes cuando 
se interpretan adecuadamente. Sin embargo, parece apropiado considerar la cues- 
tión con más detalle. Observaremos primero que hay dos diferencias entre co- 
rrientes reales de transporte y corrientes de magnetización. La primera de estas 
diferencias es que las corrientes transportadoras son fuentes de H, mientras que 
tinto las corrientes transportadoras como las de magnetización son fuentes de B. 
Ya que B es la cantidad de campo magnético accesible, mientras que H fue in- 
troducida principalmente para tener una cantidad de campo magnético determinada 
por corrientes transportadoras, esta primera distinción entre las dos clases de 
corrientes es claramente conveniente, pero algo artificial. La segunda distinción 

que las corrientes transportadoras en materiales ordinários son disipativas 
(esto es, dan origen al calentamiento de Joule), mientras que las corrientes de 
magnetización no lo son. Pero para superconductores, aun esta distinción des¬ 
aparece. Además, puesto que podemos demostrar que la magnetización de super- 
ònductores no se debe a los espines (y, por tanto, está relacionada con movimientos 
orbital es de portadores de carga), las dos descripciones parecen ser equivalentes. Un 
breve enunciado alternativo es que, como sólo B es medible, podemos elegir 
M y H según regias relativamente arbitrarias mientras distribuyamos J y J M co- 
rrespondientemente y entendamos que no f^eden distinguirse en un supercon¬ 
ductor. 

Para la mayor parte de lo que se hará, la descripción de H, M ^ 0 será con- 
wniente. Esto se debe a que es una extensión natural de lo que se ha hecho 
anteriormente para materiales normales y porque esta formulación conduce a pro¬ 
blemas con valores en la frontera de naturaleza más convencional. En la siguiente 
xcción, sin embargo, se considerarán dos problemas, cada uno en ambas formu- 
ladones, para aclarar la equivalência. 


153 EJEMPLOS EN QUE INTERVIENE 

LA EXCLUSION PERFECTA DEL FLUJO 


Para reforzar las ideas presentadas en la sección anterior, consideraremos dos 
ejemplos elementales: una esfera superconductora en un campo asintóticamente 
uniforme y un cilindro superconductor infmitamente largo, por el que pasa co- 
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rriente. Se usarán las dos formulaciones de la sección 15.2 para demostrar expli- 
«•citamente que son equivalentes en estos casos. 

Consideremos primero una esfera superconductora de radio a, colocada en un 
campo externo uniforme, B 0 k. En la primera formulación, que trata al super- 
conductor como un material magnético, el problema con valor en la frontera ad- 
quiere la forma 

En el exterior: B->• B 0 k cuando r-> oo, 


V • B = 0, 


V X H = 0, 


B = /i 0 H. 

(15-1) 

En el interior: B = 0, H = — M, 


V x H = 0, 

(15-2) 

V • M = 0. 


En r = a: B r es continua, 


Hg es continua. 

(15-3) 


La única ecuación no usual es V-M = 0, que se establece tomando como base 
que no hay polos magnéticos en el interior de la esfera superconductora, Con 
estas ecuaciones pueden introducirse dos potenciales escalares magnéticos, <pi fuera 
y «í dentro, Ambos satisfacen la ecuación de Laplace y con ellos puede hallarse 
el campo H, tomando el negativo dei gradiente. Utilizando coordenadas esfencas 
y tomando en cuenta explícitamente la primera ecuación de (15-1), tenemos 

<p* = r cos 0 + t c,r-« + "P,( cos d). | (15-4) 

f*0 s=o 

De esto 

B r = B 0 cos 6 + no t (' + l ^ r ~" + 2)p A cos (en d exterior) - (15 ' 5) 


Como B es cero en el interior y B r es continua a través de r — a, toda c ( , ex- 
cepto cu debe ser cero y c, = -B 0 a 3 /2^. Esto resuelve completamente el pro¬ 
blema para r > a sin recurrir a las condiciones en la frontera de la componente 
tangencial de H; lo único que ha intervenido es B = 0 en el interior y la continuidad 
de la componente normal de B en r = a. Dentro de la esfera, el potencial q>t debe 
ser regular en r = 0 y, para que se cumplan las condiciones en la frontera, sók» 
puede contener Pi(cos 0). Por tanto, <p* = d 2 r cos 0, siendo d 2 una constante que 
debe determinarse y, por diferenciación, H r = -d 2 cos 6 y H„ = d 2 sen 0. Ya que 
en el exterior H e = -f (B 0 /úo) sen 0, se desprende que d 2 = -3B 0 /2n 0 . Aqui no 
hay corriente transportadora superficial, sino que existe una corriente superfiaal 
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de magnetización, = — \ {B 0 /fi 0 ) sen 6 debida a la discontinuidad de M. Estos 
resultados pueden resumirse en la forma siguiente: 

Q? d 3 

En el exterior: B = ^ 0 H = B 0 k - B 0 -j cos 6 a r - \B 0 sen 6 a*. 

En el interior: fí“ü; H = ^ — k; M=-^ —k. (15-6) 

2 Mo 2 Mo 

* 3 B 0 

En r = a: j M = -- — sen0 a 

2 Mo * 

La segunda formulación es idêntica para la región exterior, pero toma la 
forma B = H = M = 0 para el interior. También hay una comente transportadora 
real js = n x H salida = — §(£ 0 /Mo) sen ® en su P er fi c i e - Esta descripción puede 
resumirse como sigue: 

a 3 a 3 

En el exterior: B = = B 0 k — B 0 cos 0 a r — ?B 0 sen 6 

En el interior: B = H = M = 0. (15-7) 

3 B 

En r = a: j s = ~~ — sen0 V 

2 fi 0 

La relación entre las dos descripciones tal vez esté ahora clara. En el exterior, 
ambas son iguales, como debe ser. En caso contrario, se podría idear un expe¬ 
rimento sencillo para seleccionar la descripción correcta. En el interior, ambas 
descripciones dan B = 0, pero H y M son finitas en un caso y cero en el otro. 
Sin embargo, ni H ni M son experimentalmente observables y, en consecuencia, 
esta distinción no es importante. En los dos casos fluyen comentes superfíciales 
idênticas; sin embargo, en uno se considera una corriente transportadora, mientras 
que en el otro se llama corriente de magnetización. El nombre que se da a la 
corriente es importante solo porque debe ser compatible con H y M en el interior 
dei superconductor. Por ejemplo, cuando calculamos el momento magnético de 
la esfera superconductora, puede usarse } M , o bien M, pero no ambas; sin embargo, 
siempre contribuye una js real al momento magnético. 

Un segundo ejemplo que ilustra más el hecho de que no pueden distinguirse 
las corrientes de transporte y de magnetización es el caso de un cilindro super¬ 
conductor infinitamente largo por el que pasa una comente. Sin embargo, antes 
de considerar este problema con detalle, deberemos observar que en el interior de un 
superconductor perfecto la suma de J y es siempre cero. Esto se deduce de 
B = 0, que implica que V x B = 0 y, por tanto, a su vez, VxH+VxM= 
= J + Jm = 0. En una superfície de discontinuidad, este argumento no puede 
utilizarse y puede existir una corriente superficial total finita js + j m- No obstante, 
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TaMa 15.1 Alambre superconductor que transporta una corriente 


Formulación 1 
(Superconductor de material 
magnético con Xm = — 1) 


Formulación 2 

(Exclusión de flujo por corrientes 
de transporte superficiales) 


M= -Hf 0 

En el exterior: B = n 0 H = ^ 


2 nr 


En el interior: 


B 

H 


Ipr 
2 na 2 


M= -w as 

. Io , 


M = H = 0 

B = íí 0 H = llQ , ° a„ 
2nr 

B = 0 
H = 0 


M = 0 

J = 0 


¥ ^0 ■ 

Jw =- 2 * 

na 


En r = a: j M = (I 0 /2na)k 

js — 0 


J M = 0 

jvf — 0 

is = (/ 0 /27ru)k 


este argumento muestra claramente que la corriente total es siempre una corriente 
superficial. 

Volviendo ahora al alambre, que supondremos tiene radio a y conduce una 
corriente de intensidad / 0 (en el sentido positivo de r), vemos por la iey de 
Ampère que en el exterior dei alambre B — ^ 0 H — (fx o I/2nr)a 0 (coordenadas dlín* 
dricas). Si se usa la primera descripción, M, H * 0 en el interior, debemos hacer 
alguna suposición con respecto a la densidad de corriente en el alambre y, debido 
a la contmuidad supuesta de Ia componente tangencial de H, dicha suposición no 
debe implicar corrientes superficiales. La posibilidad más sencilia es la densidad 
uniforme: J = (/ 0 /7ta 2 )k. Entonces, en el interior, 


= [o_ 

2n a 2 




La densidad de corriente de magnetización en J M = -(I 0 /na 2 )k, y en la superfície 
nay una densidad de corriente de magnetización superficial 


j M = +a r x 



k, 


que es justamente suficiente para conducir la corriente total I 0 . La descrip¬ 
ción alternativa considera simplemente que B = H = M = 0 en el interior y, por 
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tanto, requiere que la corriente fluya por completo en la superfície con una densidad 
de corriente superficial real j s = (Io/2na)k. Estas dos descripciones se resumen 
en la tabla 15.1. A menos que se pueda hallar un método para separar las corrientes 
transportadoras de las corrientes de magnetización en los superconductores o un 
modo de medir directamente H o M en el interior de un superconductor, las 
descripciones son equivalentes. 

En los dos problemas que acabamos de considerar, la formulación M = H = 0 
tiene una ventaja evidente por su sencillez. Sin embargo, en problemas más com¬ 
plicados, particularmente en aquellos en que intervienen grandes factores de desmag- 
netización, es ventajosa la formulación de la magnetización distribuída. Se puede 
usar cualquiera de los dos métodos y los resultados serán equivalentes, pero no 
deben mezclarse en un mismo problema. 


15.4 ECUACIONES DE LONDON 

En la sección anterior se discutió la exclusión de flujo tomando como base una 
representación altamente idealizada de un superconductor. Esta representación 
reproduce muchas de las características observadas de la superconductividad, pero 
no logra tomar en cuenta adecuadamente algunos de los detalles fácilmente 
observables. Se puede desarrollar una teoria algo más complicada partiendo dei 
concepto de la conductividad perfecta y haciendo una modifícación apropiada 
para incluir el efecto Meissner. 

En un conductor perfecto (no un superconductor) los portadores de carga no 
experimentarían fuerzas retardadoras; en consecuencia, en un campo eléctrico E, 
se moverían de acuerdo con 


m p \ = <?E, (15-8) 

donde m p es la masa dei portador de carga y^ es su aceleración. Pero si v es la velo- 
cidad promedio de los portadores de carga y hay n de ellos por unidad de volumen, 
entonces la densidad de corriente es J = nqy. Una forma alternativa para la ecua- 


ción (15-8) es entonces 

j = (nq 2 /m p ) E, (15-9) 

donde J = dJjdt. Tomando el rotacional de esta ecuación y usando V x E = — rB/r“í, 
tenemos 

V x j= -(nq 2 /m p )B. (15-10) 

Suponiendo que los campos varían* lentamente y utilizando V x H = J para 
eliminar J, tenemos 

V x V x H = ~(nq 2 /m p ) B. (15-11) 


* Esta suposición trae como consecuencia que la corriente de desplazamiento, dD/dt, sea despre- 
ciable; esto se discute en las secciones 16.1 y 16.2. 
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Suponiendo que B = ^ 0 h y usando la definición de laplaciano de un vector 
(con V • B = 0) se tiene 


V 2 B= (ji 0 nq 2 /m p ) B. 


(15-12} 


La importância de esta ecuación puede verse mejor considerando un conductor 
perfecto semi-infinito acotado por el plano z = 0 y extendido en el sentido positivo 
de z. Supongamos que en la superfície B y = B z = 0, B x = B x0 , y que B x0 no depea- 
de ni de x ni de y. La ecuación que determina B x es entonces 


que tiene como solución general 



La solución exponencialmente creciente puede rechazarse, por no tener interpretados 
física, y A puede elegirse de modo que dé correctamente B x en z = 0; entonces 


R = R „ Jwnq 2 !m p z 

^jc ^xO c 


(15-14, 


Es fácil verificar que (m p /ii 0 nq 2 ) 112 tiene dimensiones de longitud y que para q y m, 
propias de un electrón y n correspondiente a un electrón por átomo, esta longitac 
es aproximadamente 10 8 m. La ecuación (15-12) indica entonces que, en el interior 
de un conductor perfecto, la derivada con respecto al tiempo de B tiende exponencial 
mente a cero de acuerdo con la distanda a la superfide. Por tanto, en el inte¬ 
rior dei conductor perfecto, B es muy pequeno, excepto en una capa superfk* 
delgada. Este es un refinamiento razonable de la conclusión anterior de que B = I 
en todo punto dei interior de un conductor perfecto. 

El desarrollo que se acaba de esbozar muestra nuevamente que la conductividsd 
perfecta no conduce a la exclusion dei flujo. Sin embargo, indica también cómr 
podría incorporarse a una teoria la exclusion de flujo. Si (15-12) describe el coa- 
portamiento de B en lugar dei de B, entonces B mismo podría disminuir expc— 
nenciaimente desde su valor en la superfície de un superconductor hasta cero 9 
su interior. Esta fue la motivación para el desarrollo de una teoria dei compcr 
tamiento electromagnético de superconductores, por F. y H. London*. 

En esta teoria se supone que la corriente total puede dividirse en una supcr- 
corriente J s , una corriente disipativa J dis y una corriente de desplazamiento J__ 



(15-13. 


Las, corrientes disipativa y de desplazamiento están regidas por ecuaciones qoe 
han expuesto anteriormente: J dis = gE y J desp = õD/ôt. Queda por relacionir 


* F. y H. London, Proc. Roy. Soc.. 1935, vol. A 149, pâg. 71. 
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< 2 » d campo electromagnético. Esto puede hacerse partiendo de (15-15), las ecua- 
de Maxwell y la ecuación constitutiva de London (de forma semejante 
i h 15-10, pero conteniendo B y J en lugar de sus derivadas). Si este pro- 
Mimiento se sigue cuidadosamente, puede demostrarse que, para frecuencias me- 
st-res de 10 11 Hz, aproximadamente, tanto J dis como J desp son despreciables com¬ 
pradas con J s . Nos gustaría suponer este resultado, es decir, J dis - 0 y J desp ~ 0, 
n seguir argumentos detallados; dicha suposición es al menos razonable para 
^oblemas de corriente estacionaria dei tipo considerado en este capítulo. La 
oct riente restante J s incluye ambas corrientes, la de transporte y la de magneti- 
z&ción y, en consecuencia, por la ecuación de Maxwell (8-51), 

J s = (l//i 0 )V x B. (15-16) 

Para obtener una ecuación en la que intervengan las variables dei campo magnético 
m vez de sus derivadas, London postulo que 

Mo V x J s = — (1/A 2 )B. (15-17) 

Esta ecuación difiere de la (15-10) en que contiene Js y B en lugar de J y B. 
Por tanto, conducirá a una ecuación análoga a la (15-12) para los campos en 
m de para sus derivadas. Así mismo, una profundidad de penetración fenomeno- 
Iftgica A se ha introducido como un parâmetro específico característico dei mate- 
m) superconductor (/i 0 entra para que la dimensión de A sea la de una longitud). La 
flcoadón (15-17) conducirá al efecto Meissner, pero, para incluir la conductividad in- 
faita, debemos suponer por separado que 


nJ s = (1/A 2 )E. (15-18) 

Sm embargo, esta última ecuación no tendráí ningún otro papel en los problemas 
considerados aqui. 

Las ecuaciones (15-16) y (15-17) pueden combinarse para dar 

V x V x B = — (1/A 2 )B. (15-19) 

Como V • B = 0, ésta puede escribirse como 

V 2 B = (1/A 2 )B. (15-20) 

La ecuación (15-20) se resuelve en el caso de una placa semi-infinita, exactamente 
como la (15-13). La solución 

B x (z) = B xo e~^ (15-21) 


indica ahora que B, en vez de B, decae exponencialmente a medida que la placa 
se penetra. Esta es la generalización deseada de B = 0 en el interior de un super¬ 
conductor. 
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La profundidad de penetración X se ha introducidcr aqui como un paras 
fenomenológico; sin embargo, se han construído varias teorias que intentan ca 
lâr su magnitud. Nosotros estamos más interesados en la determinación expenn« 
de X. Una aproximación evidente seria construir un solenoide con un núcleo 
perconductor. La inductancia mutua de dicho solenoide seria muy pequena £ 
superconductor fuera perfecto y llenara completamente el volumen encerrado ptx 
solenoide. Si, por otra parte, hubiera una profundidad de penetración finita, entoo 
la inductancia mutua seria algo mayor. Si la profundidad de penetración ín 
una fracción importante dei radio dei solenoide, podría deducirse de las medieis 
de la inductancia mutua. La factibilidad de dicha determinación depende àe 
razón entre el volumen en el cual el campo penetra y el volumen total de la muaa 
Según esto, X es tipicamente de unas cuantas milionésimas de centímetro y. 
consecuencia, el experimento sencillo propuesto aqui no producirá resultado* n 
portantes. Sin embargo, esta dificultad puede salvarse utilizando una muestm _ 
una razón grande de superfície a volumen. Los primeros experimentos con a 
de este tipo, hechos con un coloide de mercúrio, fueron realizados por D. ShoenJ* 
en 1939. Estos experimentos demostraron concluyentemente que el campo 
nético penetraba en la pequenas esferas superconductoras de mercúrio y qik 
profundidad de penetración dependia de la temperatura. Los experimento* a 
ginales de Shoenberg, que se han desarrollado y complementado, demostrara* a 
el concepto de profundidad de penetración era válido e importante. 

Las ecuaciones (15-15), (15-17) y (15-18), junto con las cuatro de Max*a 
son llamadas muy a menudo en forma colectiva ecuaciones de Maxwell-Lo «i 
y son muy útiles para tratar problemas electromagnéticos en los que intervir 
superconductores. 

Como es evidente de la discusión anterior, el concepto de la exclusión p 
fecta dei flujo es una idealizacion. En su lugar, el flujo magnético penetn i 
una capa delgada de la superfície dei superconductor y, según la teoria de Londa 
disminuye exponencialmente hacia el interior. La densidad de corriente supêr ficã 
(o, como puede ser el caso, js), tambien es una idealizacion. Aqui, nuevamai 
la densidad de supercorriente J s se distribuye en una capa superficial delgadi 
disminuye exponencialmente hacia el interior. Por tanto, no hay j M en la te* 
de London, sino sólo una densidad de supercorriente Js. En la siguiente seca 
se resolverán los dos problemas considerados antes, utilizando las ecuaciones 
Maxwell-London. 


*15.5 EJEMPLOS EN QUE INTERVIENEN 
LAS ECUACIONES DE LONDON 

Para entender mejor las ecuaciones de Maxwell-London, se utilizarán ahora p 
obtener solucionqs más refinadas de los problemas considerados en la sección 1 
El primer problema es el de una esfera superconductora de radio a en un can 
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externo que, a grandes distancias, es uniforme e igual a B 0 k. Las ecuaciones satis- 
fechas por los campos son 

En el exterior: V • B = 0, V x H = 0, B = // 0 H, 

En el interior: V 2 B=(1/2 2 )B, V • B = 0, (15-22) 

donde 2, la profundidad de penetración, se considera como un parâmetro feno- 
menológico. Las condiciones en la frontera que deben satisfacerse son 


En r = oo : B = £ 0 k, 

En r = a: B r y B g son continuas. (15-23) 

La única de estas condiciones en la frontera que requiere màs comentários es la 
continuidad de B e en r = a. Esto se deduce de la suposición, que concuerda con 
la discusión al final de la sección anterior, de que las supercorrientes (tanto la 
de transporte como la de magnetización) nunca son infmitas; esto es, no hay den¬ 
sidades de corriente superficial j,v* ni js. En este caso, las componentes tangenciales 
tanto de H como de M son continuas y, en consecuencia, la componente tangencial 
de B también es continua. 

La solución de las ecuaciones para el campo en el exterior de la esfera no 
presenta dificultades. Se puede introducir un potencial escalar magnético que sa- 
tisfaga la ecuación de Laplace exactamente como se hizo en la sección 15.3 y se 
halla una solución general. Sin embargo, para la región interior, la ecuación V 2 B = 
= (1/2 )B deberá resolverse. Si en coordenadas esféricas el laplaciano de un vector 
pudiera obtenerse tomando simplemente el laplaciano de cada una de sus coorde¬ 
nadas, entonces se hallarían fácilmente las soluciones a esta ecuación. Sin embargo, 
este no es el caso, ya que debe calcularse el rotacional dei rotacional dei vector. 
Como resultado, aun en este problema sencillo, las componentes r y 9 de V 2 B = 
= (1/2 )B contienen tanto B r como Bg. F.sta‘complejidad se conoce relativamente 
bien y se han desarrollado técnicas extensivas para resolver la ecuación vectorial 
de Helmholtz*. El desarrollo y la aplicación de estos métodos está, sin embargo, 
fuera dei alcance de este libro. En consecuencia, los resultados de la sección 15.3 
se utilizarán para hacer una conjetura (Ansatz) sobre la forma de la solución. La 
solución final resultante se justificará porque satisface las ecuaciones y las con¬ 
diciones en la frontera y porque estas ecuaciones y las condiciones en la frontera 
tienen una solución única. La unicidad puede, por supuesto, demostrarse, pero 
aqui se supondrá. 

En la sección 15.3 se vio que sólo el término Pi(cos 9) de <p* permanecia en 
la solución para la región exterior a la esfera. Se supondrá que esto también 
es cierto para la teoria de Maxwell-London y que 

B(r, 9) = B 0 k ~ b lj\ [cos 9 a r + j sen 9 a 9 ] (en el exterior). (15-24) 


‘-Morse y Feshbach, Methods of Theoretical Physics (Nueva York: McGraw-Hill, 1953), 
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Esta es muy semejante a la primera de las ecuaciones (15-7), siendo la única 
diferencia que B 0 se ha sustituido por b en la parte dei campo que se debe 
a la magnetización de la esfera. El valor de b se determinará ajustando las con¬ 
diciones en la frontera. Para el interior de la esfera, la sección 15.3 proporciona 
pocos indicios; sin embargo, de la forma de M hallada ahí y dei hecho de que 
en la ecuación (15-24) B r depende de 6 a través de cos0, mientras que B 0 de¬ 
pende de 6 por medio de sen 0, una suposición razonable podría ser que 


B r = u(r) cos 0 (en el interior), 
B d = i>(r) sen 0 (en el interior). 


(15-25* 

(15-251# 


Las dos funciones u(r) y v{r) deben determinarse de modo que V 2 B = (1/A 2 )B y 
además para que se satisfagan las condiciones en la frontera en r = a. Estas condi¬ 
ciones en la frontera son 


u(a) = B 0 -b, 
v(a) = -B 0 - b/2. 


(15-26» 

(15-266* 


Desarrollando V x V x B y, empleando las formas consideradas en (15-25), obe- 
nemos las ecuaciones 


dv 


(15-2~a 



y 



4 


para u y v. Diferenciando la ecuación (15-27a) con respecto a r y restando de 
ecuación (15-27b) se tiene 


v = — u — jru'. 


<! 5 -: 


Usando este resultado para eliminar v y dv/dr de (15-27a) se tiene una eci 
para u: 


Introduciendo f por Ç = ru y cambiando la variable independiente a p = 
se, tiene la ecuación para las funciones esféricas de Bessel de orden uno (Ea I' 
con / = 1). Utilizando la solución ji(r/iX) de la tabla 17.2 se tiene 


u(r) = c(Â r) 3 [ sen/i (r//) — (r/2) cos h (r/A)] 


<; 
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como solución regular en el origen. De las ecuaciones (15-28) y (15-29) vemos que 



(15-31) 


Esto completa la solución formal, excepto por el uso de las ecuaciones (15-26), 
05-30) y (15-31) para determinar b y c. Estas son 



(15-32) 



(15-33) 


0odría esperarse que para valores muy pequenos de k/a los campos no seríao 
uy distintos de los encontrados en la sección 15.3 para la esfera superconductora 
perfecta. Podemos verificar que este es el caso utilizando el hecho de que la 
cotgà x tiende exponencialmente hacia la unidad para valores grandes de x. Por 
tanto. 



(15-34) 


a 


y la primera corrección al campo en el exterior de la esfera es dei orden de k/a . 

El segundo ejemplo de la solución de las ecuaciones de London es un alambre 
targo conductor de corriente. Considerando que el radio dei alambre es a, la pro- 
fimdidad de penetración k y la corriente externa total (real) /<>- En el exterior 
dei alambre, H está dado por la ley de Ampère y B = fi 0 H. Por tanto. 




En el interior, B satisface 



(15-36) 


Por simetria, B tiene solo una componente 6 y ésta sólo depende de r. Entonces 
la ecuación (15-36) se convierte en 



(15-37) 


Esta es la ecuación de Bessel para índice uno y argumento ir/k. La solución 
que no es infinita en el origen es • 


B e = AJ^ir/À). 


(15-38) 
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El coeficiente A se determina igualando B e en el interior a Bq en el exterior 
en# = a. El resultado es 

_ /*oA) JiU r /^) , , . 

s ' = 2™ TÃãi) (en el m,enor) ' < 15 - 39 » 

Como Jiiir/À) = L), donde es una función de Bessel modificada, la ecua- 

ción (15-39) puede escribirse en términos de las funciones estándar tabuladas- 
A partir de este resultado podemos calcular los otros campos y la distribución de 
corriente y, además, demostrar que el campo y la densidad de corriente total 
decaen exponencialmente con la distancia a la superfície dei alambre. Sin embargo, 
los detalles se dejan como ejercicio. 

Esta discusión de las propiedades electromagnéticas de los superconductores 
ha sido necesariamen te fragmentaria. En particular,no se han considerado problemas 
en los que intervienen campos dependientes dei tiempo y se ha dejado de lado la 
teoria microscópica de la superconductividad. Muchos de estos temas se estudian en 
libros recientes sobre la superconductividad*. Dos de los principales libros que 
complementan este capítulo son los de F. Londonf y D. Shoenbergí. 


15.6 RESUMEN 

Los superconductores constituyen uno de los tipos más abundantes de materiales 
que tienen una transición de fase al estado superconductor a bajas temperatura* 
por lo general inferiores a 20 K. La transición depende tanto dei campo magnético 
como de la temperatura y el material se transforma de nuevo al estado normrf 
en presencia de campos mayores que el campo crítico H c . Idealmente, 

H C =H 0 [Í-(T/T C ) 2 ]. t 

El comportamiento eléctrico y magnético macroscópico en el estado superconductor 
es descrito de una manera sencilla por las ecuaciones constitutivas J = #Ey M = x,,H 
para valores extremos de los parâmetros dei material, 

3 = 0 , Xm = -1 — 0 ), 

que representan una conductividad y un diamagnetismo perfectos. Este último 
requiere que la densidad de flujo B y la densidad de corriente J seari cero en d 
interior de un superconductor, y que cualquier corriente superconductora sea uns 

* Véanse, por ejemplo, A. C. Rose-Innes y E. H. Rhoderick, Introduction to Superconiiuctirw 
segunda edición (Nueva York: Pergamon, 1977); y M. Tinkham, Introduction to Superconductirzi 
(Nueva York: McGraw-Hill, 1975). Véase también Superconductivity in Science and Technology, M. K 
Cohen, director de edición (Chicago: University of Chicago Press, 1968). 

t f- London, Superjluids. The Macroscopic Theory of Superconductivity, vol. I (Nueva York: Wílev 
1950; Dover Publications, 1961). 

+ D - Shoenberg, Superconductivity, segunda edición (Londres: Cambridge University Press, 19651 
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corriente superficial. Una descripción más detallada se da en las ecuaciones de 
London, que reemplazan a las ecuaciones constitutivas con las ecuaciones dife- 
renciales 


/i 0 j — 



E, 


fi 0 V x J = — 



B. 


Estas, junto con las ecuaciones de Maxwell en el vacío, predicen que la densidad 
de flujo y la densidad de corriente decaen exponencial mente a partir de la super¬ 
fície dei superconductor hasta una profundidad de penetración k, en lugar de decaer 
discontinuamente a cero. 

1. La formulación sencilla, con Xm = — 1,// = 0, es más conveniente para pro¬ 
blemas en los cuales un superconductor está situado en un campo magnético. 
El resultado es el mismo que se obtiene con las técnicas dei capitulo 9, con la 
sustitución de fi = 0. 

2. Una formulación alternativa, que puede ser más conveniente para problemas 
en los cuales el superconductor conduce una corriente externa, considerando que 
en el interior dei superconductor x m = 0, fi = /i 0 - La condición B = 0 se satisface 
con H = 0 = M en el interior, y las condiciones en la frontera son satisfechas 
suponiendo corrientes transportadoras apropiadas en la superfície dei superconduc¬ 
tor. Las dos formulaciones son equivalentes, pero la elección de una u otra debe 
depender dei problema. 


PROBLEMAS 


* 


15.1 Considere un cilindro circular superconductor infinitamente largo, de radio a, en un 
campo magnético transversal. A grandes distancias dei cilindro, el campo es uniforme y de 
magnitud B 0 . Calcule los campos en el interior y en el exterior dei cilindro y la densidad 
de corriente en el cilindro y en su superfície. Suponga que las propiedades de supercon- 
ducción se representan por un diamagnetismo perfecto y por una conductividad perfecta. 
Compare las dos formulaciones equivalentes. 

15.2 Considere una placa superconductora de grosor d, acotada por los planos z = 0 y z = d. 
En el exterior de la placa el campo magnético es uniforme y paralelo a las superfícies 
B x = B 0 . Encuentre el campo y la densidad de corriente en el interior de la placa, usando 
las ecuaciones de London y la profundidad de penetracióh fenomenológica À. 

15.3 Haga el cálculo dei problema 15.1 utilizando las ecuaciones de London y la pro¬ 
fundidad de penetración fenomenológica À. 

15.4 Complete el estúdio de los campos producidos por un alambre conductor de corriente 
infinitamente largo, empleando las ecuaciones de London y partiendo de los resultados desarro- 
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Dados en las ecuaciones (15-35) a (15-39). (a) Calcule J en el interior dei cilindro, (b) Ex¬ 
plique la^paida exponencial de B en la región cerca na a la superfície dei cilindro. 

15-5 Considere una esfera superconductora de radio a en un campo magnético que, a grandes 
distancias de la esfera, es uniforme y de magnitud B 0 Usando la formulaciòn de la see- 
ción 15.5 como base, proporcione lo siguiente: (a) Un desarrollo de ¥ x V x B y, a partir 
de él, las ecuaciones satisfechas por las componentes de B en el interior de ía esfera, (b) Una 
verificación de la ecuación (15-27). (c) Un análisis cu a n ti ta ti vo de Ja caída exponencial de B 
en la región cercana a la superfície de la esfera. 


I 
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16 


ECUACIONES 
DE MAXWELL 


16.1 GENERALIZACION DE LA LEY DE AMPERE. 

CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO 

En el capítulo 9 encontramos que el campo magnético debido a una distribución 
de corriente satisface la ley de circuitos de Ampère, 


j>H • dl = | J • n da. 


(16-1) 


Examinaremos ahora esta ley, mostraremos que falia en algunas ocasiones y en- 
contraremos una generalización válida. 

C onsideremos el circuito de la figura 16.1, que consiste en un pequeno condensa¬ 
dor de placas paralelas, que se está cargando con una corriente de intensidad cons¬ 
tante 1 (no necesitamos preocupamos sobre lo que está generando la corriente). 
Sí se aplica la ley de Ampère al contorno C y a la superfície vemos que 


| H * dl = | Jí n da = /. 

C 


(16-2) 


Placas dd 

condensador 


Fig. 16.1 El contorno C 
y dos superfícies, S 2 y S 2 , para probar 
la ley de circuitos de Ampère. 


Contorno < 
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Si, por otra parte, se aplica la ley de Ampère al contorno C y a la superfície S 2 , 
estonces J es cero en todos los puntos de S 2 y 

<£ H • dl = í J • n da = 0. (16-3) 

J s 2 

Las ecuaciones (16-2) y (16-3) se contradicen y, por tanto, ambas no pueden ser 
correctas. Si imaginamos que C está a una gran distancia dei condensador, es 
claro que la situación no es esencialmente distinta de la de los casos estándar 
de la ley de Ampère considerados en el capítulo 8 . Por tanto, esto nos conduce 
a pensar que (16-2) es la correcta, ya que no depende de la nueva característica, 
es decir, dei condensador. La ecuación (16-3), por otra parte, requiere considerar 
al condensador para su deducción. Podría parecer, entonces, que la ecuación (16-3) 
requiere alguna modificación. Puesto que esta ecuación se obtiene de integrar la 
ecuación (9-30), 

V x H = J, (16-4) 


ésta también necesita modificarse. 

La modificación adecuada puede hacerse observando que (16-2) y (16-3) dan 
distintos resultados, porque las integrales de los segundos miembros son diferentes. 
Expresado matemáticamente, 

í J • n 2 da - í J • n 2 da ± 0. (16-5) 

J S 2 J Sj 


S i y S 2 juntas forman una superfície cerrada (unidas en C); sin embargo, n 2 
sefiala hacia fuera y n x sefíala hacia dentro. Si se tiene en cuenta este hecho, 
(16-5) puede escribirse como 


J • n da ^ 0. 


Si+S 2 


I 

(16-6) 


Expresada fisicamente. Ia corriente transportadora neta a través de la superfície 
cerrada S x + S 2 no es nula, porque la carga se está acumulando en la placa 
dei condensador encerrada por la superfície. La conservación de carga requiere, 
de acuerdo eon las ecuaciones (7-6) y ( 7 - 7 ), 


I J • n da = - f ^ dv, (16-7) 

J Si+S 2 V 

ya que dentro dei volumen V encerrado por S t -l- S 2 la densidad de carga p está 
cambiando con el tiempo en la placa dei condensador. En forma diferencial, la 
ecuación (16-7) es expresada por la ecuación de continuidad, 
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Está claro ahora lo que falia en (16-4): tomando su divergência tenemos 

V VxH = 0 = V J, 


ya que la divergência de un rotacional es cero. Por tanto, la relación V • J = 0, 
como implica la ecuación (16-4), es inconsistente con la conservación de carga 
en la presente situación, y se debe de anadir algo al segundo miembro de la 
ecuación (16-4) que dé dp/ôt en la ecuación (16-8). Esto podría ser visualizado 
de la relación de p con el desplazamiento eléctrico: 

V • D = p. (16-9) 


Sustituyendo p de la ecuación (16-9) en (16-8), obtenemos 

V.J + ÍvD-v(j + f)-0. 


Si se anade dB/õt a la ecuación (16-4), entonces su divergência dará la expresión 
correcta de (16-8). (Es evidente que hasta el Cap. 11 consideramos que los campos 
eran independientes dei tiempo, y la Ec. 16-4 era aplicable. En los Caps. 11a 15, los 
campos fueron «lentamente variables», lo que significo que dO/õt era despreciable 
en comparación con J.) El incluir a dD/dt nos da la ley de Ampère generalizada. 


V 


x H = J + 


80 

dt' 


(16-10) 


La introducción dei segundo término en el segundo miembro, que se llama 
corriente de desplazamiento, representa una de las más grandes contribuciones 
de Maxwell a la teoria electromagnética. * 


16.2 ECUACIONES DE MAXWELL Y SUS BASES EMPÍRICAS 


La ecuación (16-10) forma parte dei conjunto de ecuaciones llamadas ecuaciones de 
Maxwell. El conjunto total consiste en (16-10) más tres ecuaciones con las cuales 
ya estamos familiarizados, es decir: 

VkH = J + ?, (16-10) 

Ct 


V 


^ ÔB 

xE= -ã7’ 


(11-6) (16-11) 


V • D = p, 

V • B = 0. 


(4-29) (16-12) 
(8-30) (16-13) 
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Cada una de estas ecuaciones representa una generalización de ciertas observa- 
ciapes experimentales: (16-10) representa una extensión de la ley de Ampère; 
(16-11) es la forma diferencial de la ley de inducción electromagnética de Faraday; 
(16-12) es la ley de Gauss, que a su vez se deduce de la ley de Coulomb; (16-13) 
representa generalmente el hecho de que los monopolos magnéticos nunca han 
sido observados. 

Es claro que las ecuaciones de Maxwell representan expresiones matemáticas 
de ciertos resultados experimentales. Bajo estas circunstancias es evidente que 
no pueden demostrarse; sin embargo, la aplicabilidad para cualquier situación 
puede verificarse. Como resultado dei extenso trabajo experimental, se cree ahora 
que las ecuaciones de Maxwell se aplican a casi todas las situaciones macros¬ 
cópicas y se usan generalmente en forma semejante a la conservación de la 
cantidad de movimiento, como princípios guia. Son las ecuaciones básicas para 
los campos electromagnéticos producidos por fuentes de carga y densidades de 
corrientes p y J. Si están presentes cuerpos materiales, para poder usar las ecua¬ 
ciones de Maxwell se deben conocer las ecuaciones constitutivas, ya sea ex¬ 
perimentalmente o de la teoria microscópica dei tipo particular de matéria: 
D = D(E) y H = H(B). La densidad de corriente J en un material incluye una 
contribución dada por una tercera ecuación constitutiva, J = J(E), que debe tam- 
bién ser conocida experimental o teoricamente. Con la ecuación de la fuerza 
de Lorentz, F = q (E + v x B), que describe la acción de los campos sobre partículas 
cargadas, este conjunto de leyes nos da una descripción clásica completa de las 
partículas que actúan electromagnéticamente. 

Hemos visto que la corriente de desplazamiento introducida en la secció* 
anterior es necesaria para tener conservación de carga y que, cuando se introduce 
en las ecuaciones de Maxwell, ellas implican la ecuación de continuidad, de 
modo que ésta última no necesita ser anadida al conjunto de ecuaciones básicas. 
Las ecuaciones de Maxwell tienen dos grandes consecuencias de interés, que se 
consideran en las siguientes secciones. Se verá que ellas dependen en uidh forma 
definitiva de la corriente de desplazamiento. 

16.3 ENERGIA ELECTROMAGNÉTICA 
Se demostro en el capítulo 6 que la cantidad 



(16-14* 


v 


puede identificarse con la energia potencial electrostática dei sistema de cargas 
que producen el campo eléctrico. Esto se derivo calculando el trabajo realizado 
al establecer el campo. En forma semejante, 



v 


(16-15 
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fue identificada, en el capítulo 12, con la energia almacenada en el campo mag¬ 
nético. Surge ahora la cuestión de la aplicabilidad de estas expresiones a situa- 
ciones no estáticas. 

Si se toma el producto escalar de (16-10) con E y la ecuación resultante se 
resta dei producto escalar de (16-11) con H, la ecuación obtenida es 


H • V x E-E■V x H=-H 


oB 

õt 


- E 


ÕD 

~dt 


-E • J. 


(16-16) 


El primer miembro de esta expresión puede convertirse en una divergência utili¬ 
zando la, identidad 

V (FxG) = G VxF-F VxG 

para obtener 

V'(ExH)=-H'?-Ev-E'J. (16-17) 

Õt õt 

Si el medio al cual se aplica (16-17) es lineal y no hay disperstón, esto es, 
si D es proporcional a E, y B es proporcional a H,* entonces las derivadas con 
respecto al tiempo dei segundo miembro se pueden escribir como 


E • ^ = E • ^ êE = ic E 2 = iE • D 
ôt ôt 2 ôt ôt 


* Un medio es lineal y sin dispersión si B = /iH y D = tE, siendo \i y € rannrfadf * independientes 
de las variables de campo y que no dependen explícitamente dei tiempo. Una excepción notabfe a la linea- 
Kdad ocurre en el caso dei ferromagnetismo, cuando la relación entre la inducdón y la 

inténsidad magnética no sólo depende de la intensidad magnética, sino tambãén dc la historia de la 
muestra. 

Sin embargo, deberá observarse que la anisotropía sola no invalida las expresiones 


E • 


dD 

õt 


1 3 (E 

2 dt (E 


D) 


H 


ÕB 

õt 


1 d_ 

2 õt 


(H B). 


En el caso de los médios anisotrópicos, la relación entre E y D puede escríbirse como 


Consecuentemente, 


= £ e ijEj. 


1 õ_ 

2 õt 


(E-D) = 2 Z Í tuU 

2 i=U=l \ 


õEj 

~Õt 


+ 



\ 


Un argumento sencillo basado en la conservación de la energia (Wooster, Crystai Physics, Cambrídge 
University Press, 1938, pág. 277) demuestra que e i} = Utilizando este resultado para inteicambiar i 
con j en el último término, tenemos 


1 S v V F ÔE J 

2 dt (E - D) = , 5 v ? 1 £ ' £ '^ ' 

Si [f/J es un conjunto de constantes independientes de E y de t, entonces 

^ (e ■ d)= k Ei í í ^ = e 

Por tanto, se ve que la anisotropía sola no restringe la deducdón. 


Õt 


ÕD 

Õt ‘ 
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y también 

& 


Usando esta relación, (16-17) toma la forma 

V • (E X H) = i(E • D + B • H) - J • E. (16-18) 

El primer término dei segundo miembro es la derivada con respecto al tiempo 
de la suma de las densidades de energia eléctrica y magnética; el segundo tér¬ 
mino es, en muchos casos (en particular si J = #E), exactamente el negativo de la 
razón de calentamiento de Joule por unidad de volumen. 

Integrando sobre un volumen fijo V acotado por la superfície S se tiene 

V • (E x H )dv= -jJ i(E • D + B • H) dv — J J • E dv. (16-19) 

Aplicando el teorema de la divergência al lado izquierdo, se obtiene 

E x H • n da = —— f -j(E • D + B • H) dv — í J • E dv. 

S dt Jy Jy 

Reescribiendo en otra forma esta ecuación: 

- J J • E dv = ~ | i(E • D + B • H) dv + | E x H ■ n da, (16-20) 

# 

esto nos dice que el término J • E está compuesto de dos partes: la razón de cambio 
de la energia electromagnética almacenada en V y una integral de superfície. El 
primer miembro de la ecuación (16-20) es la potência transferida hacia el campo 
electromagnético por e! movimiento de carga libre a través dei volumen V. Si no 
hay fuentes de fem en V, entonces el primer miembro de (16-20) es negativo e 
igual a menos la produccíón de calor de Joule por unidad de tiempo. Sin em¬ 
bargo, bajo ciertas circunstancias, el primer miembro de (16-20) puede ser positivo. 
Supongamos que una partícula cargada q se mueve con una veíocidad constante v 
bajo la influencia combinada de fuerzas mecânicas, eléctricas y magnéticas; la 
veíocidad con la que se hace el trabajo mecânico sobre la partícula es 

F m ■ v = — <j(E + v x B) ■ v = -qE • v. 

Pero según la ecuación (7-4), la densidad de corriente se define por 

J = X AU.V;; 

i 
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por tanto, la razón con la que se efectúa el trabajo mecânico (por unidad de 
volumen) es 


Z N Fn, • V, = - E • J, 


y esta densidad de potência se transfiere hacia el campo electromagnético. 

Como la integral de superfície de (16-20) contiene só lo los campos eléctricos 
y magnéticos, es factible interpretar este término como la razón de flujo de la 
energia a través de la superfície, La ecuación (16-20) expresa, por tanto, la con- 
servación de energia en un volumen fijo V. 

Régresemos a la ecuación diferencial correspondiente (16-18), que expresa la 
conservación de energia en un punto. Si hacemos las abreviaturas 

S = E x H, (16-21) 

u = i(E ■ D + B • H), (16-22) 

entonces la ecuación (16-18) implica que en cualquier punto 

v • S + ^= -J • E. (16-23) 

No hay duda de que J ■ E es el trabajo realizado por el campo local sobre las 
partículas cargadas por unidad de volumen. Anteriormente, u se interpreto como 
la densidad de energia de los campos eléctricos y magnéticos. Si V-S ==0, la 
ecuación (16-23) expresaria la conservación local de energia: La razón de ctmbio 
en la energia dei campo es igual a la disipación de potencia.por unidad de vo¬ 
lumen en cada punto. Si, por otro lado, V-S =£ 0, pero J-Ê = 0 (como en un 
medio superconductor, por ejemplo), entonc^p 

du 

v ' s + ~õt = °- (16_24) 

Esto tiene exactamente la forma matemática de la ecuación de continuidad (16-8) 
para carga, excepto que la densidad de energia u toma el lugar de la densidad 
de carga p. Si (16-24) ha de describir la conservación de energia, V-S debe 
representar la divergência de una densidad de comente de energia o, en otras 
palabras, una razón de flujo de energia por unidad de área. Uno generalmente 
trata a S = E x H, que se conoce como el vecior de Poynting, como el flujo de 
energia por unidad de área*. Usaremos estas interpretaciones de u y S, mientras 
que reconocemos que son solo su derivada temporal y su divergência, respecti¬ 
vamente, cuya interpretación se requiere directamente en las ecuaciones de'Maxwell. 
Por lo general, solamente estos dos valores pueden medirse fisicamente. En cualquier 


* Existe una continua controvérsia sobre este punto. Para una discusión reciente, véase W. H. 
Furry, Am. J. Phys., 1969, vol. 37, pág. 621. 
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caso, la ecuación (16-23) expresa localmente la conservación de energia, como lo 
hace (16-20) en forma integral. 

16.4 LA ECUACIÓN DE ONDA 

Una de las consecuencias más importantes de las ecuaciones de Maxwell es la de- 
ducción de las ecuaciones de propagación de ondas electromagnéticas en un medio 
lineal. La ecuación de onda para H se deduce tomando el rotacional de (16-10): 


V xVxH = VxJ + Vx——. 

ôt 


Poniendo D = eE y J = gE y suponiendo que g y e son constantes, tenemos 



ôt 


El orden de las derivadas con respecto al tiempo y al espado puede intercam- 
biarse si E es una función que se comporta suficientemente bien, lo que supo- 
nemos es el caso. La ecuación (16-11) puede ahora usarse para eliminar VxE, 
dando 



(16-25) 


donde se ha usado B = gH, siendo g una constante. La identidad vectorial 


VxVx=VV‘ — V 2 


(16-26) 


se utiliza ahora para obtener 



(16-27) 


Como g es una constante, 



en consecuencia, el primer término dei primer miembro de (16-27) se anula. La 
ecuación de onda final es 
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B vector E satisface la misma ecuación de onda, como se ve fácilmente tomando 
primero el rotacional de la ecuación (16-11) 


Vx V xE = - Vx-— . 

õt 


Utilizando la ecuación (16-10) para eliminar el campo magnético y considerando g , fi 
j e como constantes, se tiene 



Aplicando la identidad vectorial (16-26) y restringiendo la aplicación de la ecuación 
a un medio libre de carga, de modo que V • D = 0, se tiene 



(16-29) 


Las ecuaciones de onda deducidas antes rigen el campo electromagnético en 
m medio lineal homogéneo en el cual la r densidad de carga es cero. sea este 
■edio conductor o no. Sin embargo, no es suficiente que estas ecuaciones se sa- 
lirfagan; las ecuaciones de Maxwell también deben satisfacerse. Es claro que las 
ecuaciones (16-28) y (16-29) son una consecuencia necesaria de las ecuaciones de 
Maxwell, pero lo inverso no es cierto. Al resolver las ecuaciones de onda, debe 
ponerse buen cuidado en obtener soluciones a las ecuaciones de Maxwell. Un mé¬ 
todo que funciona bastante bien para ondas monocromáticas es obtener una 
aolución para E. El rotacional de E da entonces la derivada de B con respecto al 
tiempo, que para ondas monocromáticas se relaciona en forma suficientemente 
Kncilla con B, de modo que B pueda hallar^ con facilidad. 

Las ondas monocromáticas pueden describirse como ondas que están carac¬ 
terizadas por tener una sola frecuencia. Los métodos de análisis de variables com- 
plejas proporcionan un método conveniente para tratar dichas ondas. La de¬ 
pendência dei campo con respecto al tiempo (para concretar tomaremos el vec¬ 
tor E) se considera que es e~ i(út , de modo que 


E(r, í) = E(r)e- ií0t . 


(16-30) 


Debe recordarse que el campo eléctrico físico se obtiene tomando la parte real* 
de (16-30); además, E(r) es en general compleja, de modo que el campo eléctrico 


* Como se discutió en el capítulo 13, se utiliza la descripdón matemática conveniente en función 


4§s las variables complejas para las cantidades físicas, tomando ya sea la parte real o la imaginaria 
de la cantidad compleja. Esta elección es arbitraria. Las dos elecciones difieren sólo en un cambio de 


fase de tt/ 2; sin embargo, siempre debe hacerse la misma elección en un problema dado. En este 


capítulo y en los siguientes, la parte real de las cantidades complejas representará las cantidades 
fisicas, a menos que se indique explícitamente otra cosa. 
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real es proporcional a cos (cot + </►), donde (j> es la fase de E(r). Empleando (16-30) en 
^!a ecuación (16-29), se tiene 


e~ imt {V 2 E + co 2 £fiE + icogfiE} = 0 


(16-31) 


como la ecuación que rige la variación espacial dei campo eléctrico (el factor 
común e~ i0}t puede, por supuesto, quitarse). El siguiente problema es resolver la 
ecuación (16-31) en los diversos casos especiales de interés, para determinar la 
variación espacial dei campo electromagnético. Esto será tratado en el siguiente 
capítulo; aqui solamente estudiaremos algunos de los casos más sencillos. 

Primero, supondremos que el «medio» es el espado vacío, de modo que g — 0, 
e = e 0 , = fi 0 . Además, supondremos que E(r) varia solo en una dimensión, 

digamos la dirección z, y que es independiente de x e y. Entonces la ecuación (16-31) 
se convierte en 



(16-32) 


donde hemos escrito 


e 0 // 0 = l/c 2 , 


como fue sugerido en el capítulo 8 por razones dimensionales; c tiene las di¬ 
mensiones de una velocidad. Esta ecuación (ecuación de Helmholtz) es matemáti¬ 
camente la misma que la ecuación de un oscilador armónico, y tiene como so- 
lución 


E(z) = E 0 e ±i - 


donde E 0 es un vector constante, siempre que 


i 


(16-33- 


K = CO/C. 


Sustituyendo ésta E(r) en (16-30), obtenemos la solución total 


— i(ítfí T KZ) 


(16-3* 


E(r, t) = E 0 e 


o, tomando la parte real, 


E(r, í) = E 0 COS (cot + Kz). 


(16-55* 


Çon (16-33), una forma equivalente es 


E(r, t) = E 0 cos co(t + z/c). 


( 16 -: 


Estô representa una onda sinusoidal desplazándose hacia la derecha o 
la izquierda en la dirección z (dependiendo de si se usa el signo más o mi 
La velocidad de propagación de la onda es c . Si la luz es una forma de radi 
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electromagnética, entonces las ecuaciones de Maxwell predicen que c = l/yje 0 p 0 = 
= 2.9979 x 10 8 m/s es la velocidad de la luz en el vacío. Este resultado, que 
ya habíamos anticipado, fue anunciado por primera vez por Maxwell y se considero 
un gran triunfo de su teoria, ya que en ese tiempo la naturaleza electromagnética 
de la luz era sólo asunto de especulación. La forma de (16-35a) muestra que la fre- 
cuencia de la onda es / = co/ln y la longitud de onda es k = 2ií/k. Por tanto, 
la ecuación (16-33) es el resultado familiar de una onda. 


V=c. 

En un dieléctrico no magnético y no conductor tendremos aún g = 0, n = fi 0 , 
pero ahora e = Ke 0 . La deducción anterior conducirá exactamente a lo mismo, 
excepto que ahora la ecuación (16-33) se transforma en 

k = jKw/c. (16-33a) 

Defíniendo n = ~JK, observamos que los resultados son los mismos que en el vacío, 
excepto que la velocidad de la propagación de onda es ahora c/n en lugar de c. 
La cantidad n se llama índice de refracción dei medio dieléctrico; paia el vado, 
n = 1. Esta es la causa de los efectos de refracción en materiaks transparentes, 
como veremos posteriormente. 

Si el medio es conductor, g > 0, el tercer término en la ecuación (16-31) 
debe mantenerse. Cuando g es pequena, el resultado serâ una onda amortiguada, 
como se verá en el próximo capítulo. Al decir «g pequena», queremos indicar que 
d tercer término de la ecuación (16-31) es pequeno comparado con d segundo 
término, que llevó a la solución de onda, o sea: 

t ogg c o 2 cfi, 
g oÃ. 

Por otro lado, cuando g coe, podemos despreciar el segundo término de la 
ecuación (16-31). De nuevo, restringiéndonos al caso unidimensional, obtenemos 

d 2 E(z) r n 

j2 } + iwgpE = 0 . 
d z 

Podemos hacer real el coeficiente de E si consideramos que a = iio es real o, 
en otras palabras, que la frecuencia es imaginaria. Entonces si 



la dependencia espacial E(r) de la solución es exactamente la misma de antes. 
La diferencia es que la dependencia dei tiempo en (16-30) se convierte en 


E(r, f) = E(rW--. 
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Esto es, el campo simplemente decae exponencialmente con el tiempo, en lugar 
de oscilar como una onda. La transición entre el decaimiento y el comportamiento 
de onda sucede cuando 


0 ) 



1A 




donde t c es el tiempo de relajación dei material, que se discutió en el capítulo 7. 
(Repetiremos que es necesario tener mucho cuidado cuando esta condición se aplique 
a un metal, ya que g/t tiene una fuerte dependencia de cu.) 

Finalmente, siguiendo el proceso de la deducción de la ecuadón (16-31) de 
nuevo hasta Ias ecuaciones de Maxwell, notaremos que el segundo término, o sea: 
(' 2 E/dt z en la ecuación (16-29), se deduce de ia corriente de desplazamiento 
PD/rt en la ecuación (16-10). mientras que el tercer término, o sea: dE/dt en la ecua¬ 
ción (16-29), se deduce de la corriente de transporte .1 en la ecuación (16-10). 
Por tanto, la existência misma de la propagacíón de ondas electromagnéticas de¬ 
pende de la corriente de desplazamiento introducida por Maxwell. Sin ella, sólo 
ocurrirá el decaimiento exponencial de los campos. 


16.5 CONDICIONES EN LA FRONTERA 

Las condiciones que deben ser satisfechas por los campos eléctricos y magnéticos 
en una zona interfacial entre dos médios se deducen de las ecuaciones de Maxwell 
exactamente como en el caso estático. La condición en la frontera más evidente 
y universal se aplica a la inducción magnética B, que satisface la ecuación de Maxwell 

v • B = 0- (16-36) 

En cualquier zona interfacial entre dos médios se puede construir una superfície 
con forma de caja de píldoras, como se muestra en la figura 16.2. El teorema 



Fig. 16.2 Una superfície con forma de caja 
de píldoras en la zona interfacial entre dos médios 
puede utilizarse para obtener las condiciones 
en la frontera sobre los vectores de campo. 
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de la divergência puede aplicarse a la divergência de B sobre el volumen encerrado 
por esta superfície, para obtener 

I B ■ n da = f B • n x da + í B • n 2 da + f B • n 3 da = 0. (16-37) 

J S J s, J s 2 J s 3 

Si B está acotado, el que h tienda a cero hace que el último término se anule 

y S i tienda hacia S 2 geométricamente. Teniendo en cuenta los sentidos opuestos 

de Ui y n 2 , se concluye rápidamente que 


B ín — B 2n9 


(16-38) 


exactamente como en el caso estático. 

La componente tangencial dei campo eléctrico puede considerarse de modo 
igualmente sencillo. La ecuación básica es otra vez una de las ecuaciones de 
Maxwell, 


V 


^ ÕB 
,E + ^.°. 


(16-39) 


Integrando esta ecuación sobre la superfície limitada por un circuito rectangular, 
como el de la figura 16.3, da 

í V x E ■ n da = - í ^ - n da, (16-40) 

J S Vt 

y aplicando el teorema de Stokes al primer miembro se tiene 

^ír — lE 2t + h l E ín + h 2 E 2n — h í E\„ — h 2 E 2 „ = — í —- * ■ da. (16-41) 

^s dí 

Si el circuito se reduce ahora dejando qu4 hi y h 2 tiendan a cero, los últimos 
cuatro términos de la izquierda se anulan, así como el segundo miembro, siempre 
y cuando ôB/dt esté acotada. La ecuación resultante contiene a l como factor 
común; suprimiéndolo se tiene 

E u = E 2 ,. (16-42) 

Por tanto, la componente tangencial de E debe ser continua al atravesar la zona 
interfacial. 



Fig. 163 La trayectoria rectangular indicada 
sobre la zona interfacial entre dos médios puede 
utilizarse para obtener las condiciones 
en la frontera sobre los vectores de campo. 














376 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


La condición en la frontera sobre la componente normal dei desplazamiento 
eléctrico es más compleja; sin embargo, también se deduce de una de las ecua- 
ciones de Maxwell. La ecuación apropiada para este caso es 


V • D = p. (16-43) 

Si construimos un volumen con forma de caja de pildoras, como el de la figura 16.2, 
e integramos (16-43) sobre este volumen, obtenemos 

í V • D dv = í p dv. 

*v V 

Aplicando el teorema de la divergência y dejando que h tienda a cero, encon¬ 
tramos que 

(D ln - D 2n )A = aA, (16-44) 


donde a es la densidad de carga superficial en la zona interfacial. El hecho de 
que, en general, a no sea cero, introduce algüna complejidad en esta condición 
de frontera. Sin embargo, observando la conseryación de carga, es decir: 


V • J = 


õp 
dt ’ 


(16-45) 


se hacen posibles algunas simplificaciones. Si integramos esta ecuación como lo 
hicimos con (16-43) y reducimos la caja de pildoras en la misma forma, obtenemos 

(16-46) 

i 

Si se considera únicamente la radiación monocromática, la densidad de carga 
superficial debe variar como e~ imt \ por tanto, el segundo miembro de la ecuación 
(16-46) puede escribirse como ííog. Utilizando las relaciones constitutivas D = cE, 
J = gE, se pueden poner las ecuaciones (16-44) y (16-46) en la forma 

c x E ln - e 2 E 2n = ff, (16-47) 

9 iE ln - g 2 E 2n = icoa. (16-48) 


Pueden observarse vários casos de interés práctico. Si o es cero, entonces 

= ^2 

01 02 9 

lo que puede ser cierto para materiales elegidos apropiadamente o, en alternativa, 
si g x = g 2 = 0, o ao. El caso en que ambas conductividades son infinitas no es 
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de gran interés; sin embargo, el caso en que ambas se anulan tiene lugar aproxi¬ 
madamente en la frontera entre dos buenos dieléctricos. Si a no es cero, que es 
tal vez el caso más común, entonces puede eliminarse de las ecuaciones (16-47) y 
(16-48). El resultado de esta eliminación es 



(16-49) 


Un último caso de interés ocurre cuando una conductividad, digamos g 2 , es infinita. 
En este caso, E 2n debe anularse y E ln tiene que ser igual a a/e i para que (16-48) 
y (16-47) se satisfagan. 

La condición final sobre la frontera es la impuesta en la componente tan¬ 
gencial de la intensidad magnética H. Esta condición en la frontera se obtiene 
integrando la ecuación de Maxwell 



(16-50) 


sobre el área encerrada por un circuito tal como el que muestra la figura 16.3. 
Si se hace esto y el circuito se reduce como antes, la condición en la frontera 
resultante es 


(16-51) 


Hit ~~ Hit —Jit 


donde j L es la componente de la densidad superficial de corriente perpendicular 
al sentido de la componente de H que se está confrontando. La idea de una 
densidad superficial de corriente es análoga a la densidad de carga superficial: 
representa una corriente finita en una capa infinitesimal. La densidad de corriente 
superficial es cero a menos que la conductividad sea infinita; en consecuencia, 
para conductividad finita, * 


(16-52) 


H lt = H 2t 


Es decir: a menos que un medio tenga conductividad infinita, la componente tan¬ 
gencial de H es continua. Si la conductividad dei medio 2 es infinita, entonces, 
como ya se ha demostrado, E 2n = 0* Un resultado más general puede obtenerse 
considerando la ecuación de Maxwell (16-50) aplicada al medio 2: 



(16-53) 


Usando las relaciones constitutivas y suponiendo que E 2 varia con el tiempo 
como e ~ i<ot , se tiene 


1 


V x H 2 . 



(16-54) 
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Si se hace la suposición razonable de que H 2 sea tanto acotada como derivable, 
entonces la ecuación (16-54) implica que E 2 es cero en un medio de conductividad 
infinita. Con la misma suposición hecha anteriormente, 

< i6 - 55 > 

y la anulación de E 2 implica también la anulación de H 2 . Si H 2 se anula, en¬ 
tonces la condición en la frontera sobre la componente tangencial de H en una 
zona interfacial en que uno de los médios tiene una conductividad infinita es 


H u =j±- (16-56) 

Con esto, las condiciones en la frontera han sido obtenidas; para su conveniência, 
se dan en la tabla 16.1 para g = 0, g = oo, y g arbitraria. 


Tabla 16.1 Coodicioiies ea b frontera 


9 

E, 

D„ 

H, 


9i = 9i = 0 

Eu = E 2i 

_ Dln 

H u = H 2 , 

•®ln = B ; 

h> 

II 

8 

e 2 , = 0 

o 2 „ = 0 

H 2, = 0 

B 2 „ = 0 


Ei, = 0 

D,„ = a 

Hi,=h 

B ín = 0 

9 u 92 arb. f oo 

Ei, = E 2t 

(" +, S) £ - 

Hu = H 2i 

B in = B. 


_ ( í 2+< S) £2 " 

l 

16.6 LA ECUACIÓN DE ONDAS CON FUENTES 


En las secciones anteriores se mostro que las ecuaciones de Maxwell predicen 
la propagadon de ondas electromagnéticas a través de un medio lineal y también 
que los campos deben asociarse en una zona interfacial entre dos médios diferentes, 
de acuerdo con las condiciones en la frontera adecuadas. Se ba considerado que 
Ia densidad de carga p en el medio era cero y que la única densidad de corriente J 
surgia de la respuesta pasiva de un medio óhmico al campo eléctrico de la onda. 
No averiguaremos cómo eran producidas las ondas, pero encontraremos finaL 
mente que son campos producidos por fuentes de carga distantes que sufren un 
movimiento acelerado. 

El problema ahora es considerar las distribuciones de carga y de corriente 
prescritas, p (r, r) y J(r, t), y hallar los campos producidos por ellas. Hay diversas 
formas de enfocar el problema; la más rnictífera de ellas es el enfoque dei po¬ 
tencial, que se desarrolla en forma análoga a los procedimientos usados en electros- 
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tática y magnetostática. Como la inducción magnética tiene divergência cero, puede 
representarse siempre como el rotacional de un potencial vectorial; esto es 


B = V x A. 


(16-57) 


Utilizando esta expresión para B en la ecuación (16-11) se tiene 



(16-58) 


Suponiendo suficiente continuidad de los campos para intercambiar las derivaciones 
espacial y temporal, esto puede escribirse como 



(16-59) 


ôt 


El vector E + d A /ôt tiene, por tanto, un rotacional cero y puede escribirse como 
el gradiente de un escalar: 



(16-60) 


Las ecuaciones (16-57) y (16-60) dan los campos eléctrico y magnético en fun- 
ción de un potencial vectorial A y un potencial escalar q>. Estos potenciales 
satisfacen ecuaciones de onda que son muy semejantes a aquellas satisfechas 
por los campos. La ecuación de onda para A se deduce sustituyendo en la 
ecuación (16-10) las expresiones de B y E dadas en (16-57) y (16-60), con el 
resultado I 



(16-61) 


Escribiendo V V * - V 2 para VxVxy multiplicando por \i se tiene 



(16-62) 


Hasta ahora sólo se ha especificado el rotacional de A; la elección de la di¬ 
vergência de A es aún arbitraria. Es evidente a partir de la ecuación (16-62) que, 
imponiendo la llamada condición de Lorentz, 



(16-63) 
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sc ticne como resultado una simplificación considerable. Si se satisface esta con- 
dición, entonces A satisface la ecuación de onda 



(16-64) 


Además, sustituyendo la ecuación (16-60) en (16-12), se tiene 


— e V • + V • — = p. 


(16-65) 


Intercambiando el orden de la divergência y la derivada con respecto al tiempo 
que se aplica a A y utilizando la condición de Lorentz (16-63), se tiene 



(16-66) 


Por tanto, imponiendo la condición de Lorentz, tanto el potencial escalar como d 
vectorial están obligados a satisfacer ecuaciones de onda inhomogéneas de forma 
semejante. 

El problema de hallar la solución general de la ecuación de onda escalar 
inhomogénea es análogo al de hallar la solución general de la ecuación de 
Poisson. Recordemos que, en este último caso, la solución general consiste en una 
solución particular de la ecuación inhomogénea, más una solución general de la 
homogénea. La inclusión de las soluciones de la ecuación homogénea proporciona 
los médios para satisfacer las condiciones arbitrarias adecuadas en la frontera, 
mientras que la solución particular asegura que la función total satisfaga la ecua¬ 
ción inhomogénea. Exactamente las mismas consideraciones se aplican 4 la ecuación 
de onda inhomogénea: la solución general consiste en una solución particular 
más una solución general de la ecuación homogénea. Los métodos para encon¬ 
trar ciertas soluciones de la ecuación homogénea se tratarán en el capitulo 17. 
Estos métodos pueden extenderse y complementarse para dar soluciones a casi 
cualquier problema que pueda resolverse. Existen métodos aproximados para pro¬ 
blemas que no pueden resolverse con funciones conocidas. Resta, entonces, hallar 
la solución particular necesaria de la ecuación inhomogénea. La ecuación de 
onda escalar inhomogénea (16-66) se reduce en el caso estático, d<p/ôt = 0, a la 
ecuación de Poisson, de la que ya conocemos una solución particular a partir 
de la ecuación (3-1) (para el vacío): 



(16-67) 


La ecuación de onda vectorial (16-64) tiene una solución semejante en el caso 
estático (vacío), dada en la ecuación (8-61). Desgraciadamente, no podemos obtener 
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soluciones para el caso dependiente dei tiempo por simple sustitución de p(r',t) 
7 J(r'. f) en las soluciones estáticas, por razones que veremos a continuación. 

Escribiendo la ecuación (16-66) para el vacío, utilizando 1/y/qi = c/n , con el índice 
de refracción n = 1: 



(16-68) 


|uede resolverse más fácilmente hallando la solución para una carga puntual y 
hego sumando sobre todos los elementos de carga pAr en la distribución de 
carga adecuada. La localización más conveniente para la carga puntual es en el 
origen de coordenadas. Por tanto, la ecuación 



(16-69) 


debe satisfacerse en todo punto menos en el origen, mientras que en un pequeno 
volumen Au que rodea el origen, 



(16-70) 


debe satisfacerse. Se supone que la función q(t) representa una carga puntual de 
magnitud q que esté localizada en el origen al tiempo í; esto es simplemente 
un artificio matemático para resolver la ecuación sin tener nin giina conskieración 
acerca de como se conservo la carga puntual en tiempos anteriores o posteriores. 
(Esto no representa un movimiento físico de la carga puntual, y la solución 
resultante para q> no es el potencial correcto pára una carga puntual en movimiento. 
Esto último es más complicado y será tratado en el Cap. 21.) Es daro de la 
simetria de la distribución de carga que la dependencia espacial de q> debe ser 
sólo con respecto a r. Con esto como guia, puede hacerse un intento para 
resolver la ecuación (16-69). Como q> no depende ni dei ângulo azimutal ni de la 
colatitud, la ecuación (16-69) se convierte en 

na. 7 u 

r 2 õr Õr c 2 õt 2 ~ °‘ (16_71) 

Ahora, poniendo 



(16-72) 


la ecuación (16-71) se transforma en 


õh i õh = 

dr 2 c 2 dt 2 


(16-73) 
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Esta es la ecuación de onda unidimensional que se resuelve para cualquier fun- 
cfén de r — ct o de r + ct. Para verificar esto, sea 

u = r — ct 


y sea/(«) una función de u que pueda diferenciarse dos veces; entonces 


dl_d^êu 

ôr du õr 


d l 

du 


õr 2 


d 2 f du 
du 2 õr 


11 

du 2 


(16-74) 


õt 


d£õu 
du õt 




du 


õt 2 


= c 


d 2 / 

du 2 


(16-75) 


Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (16-74) y (16-75) en (16-73), se verifica 
que cualquier función de (r — cr) que sea diferenciable dos veces es una solución 
de la ecuación (16-73). Un cálculo semejante verifica que una función de (r + ct) es una 
solución. Por tanto, 


X =f(r ~ ct) + g(r + ct) 


(16-76) 


es una solución muy arbitraria de la ecuación (16-73). Se encontrará que g(r + ct) 
no existe en nuestras aplicaciones de la ecuación de onda. Por esta razón no se con¬ 
siderará, y sólo e! primer término de ta ecuación (16-76) se utilizará, puesto que 
este procedimiento simplifica las ecuaciones que resultan y no origina omisiones 
particulares. Puede observarse que f(r — cr) representa una onda que se propaga 
hacia afuera de la carga de fuente q que está en ei origen, mientras que g(r + cr) 
representa una onda que se propaga dei infinito hacia adentro de Ia<carga de 
fuente. Conservaremos la primera y dejamos de lado la última por prácticamente 
la misma razón por la.que conservaríamos la solución de ta ecuación de una onda de 
plano propagándose hacia la derecha si estuviéramos situados a la derecha de la 
fuente, despreciando la otra dirección de propagación. 

Una solución esféricamente simétrica de la ecuación (16-69), 




(16-77) 


está ahora disponible; además, esta solución contiene una función arbitraria que 
puede elegi rse de modo que la ecuación (16-70) también se satisfaga. La elección 
adecuada se obtíene observando que, para una carga estática, el potencial com- 
patible con las ecuaciones (16-69) y (16-70) es 


<P = 


Q 

4tt£ Q r' 


(16-78) 
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Las funciones (16-77) y (16-78) pueden hacerse concordar al escoger 

q(t - r/c) 


f(r-ct) = 


4ru r 


La solución a las ecuaciones (16-69) y (16-70) es entonces 

q(t - r/c) 


<p(r, f) = 


4ne 0 r 


(16-79) 


(16-80) 


Con este resultado, encontramos directamente que la ecuación (16-66) es satisfecha 


„(r,0 = -L| ffclí) 

4ne 0 Jy r — r 


dv\ 


(16-81) 


retlrdado~ 1 T '^ C Se Uama tÍempo retardad °: <P se llama potencial escalar 

La solucion de la ecuación (16-64) puede construirse exactamente de la misma 
orma Los vectores A y J se descomponen primero en sus componentes rec- 
tangulares. Las tres ecuaciones resultantes son bastante análogas a (16-66) siendo 
Ia ecuación en x, por ejemplo, 


V 2 A r - -4 


1 õ 2 A x 


õt 2 




(16-82) 


(1M3) 


d« 


Cada una de estas ecuaciones puede resolverse exactamente como (16-66) daaáa. 
por ejemplo, ' h 

Estas componentes se combinan entonces para dar 

A( r t \ - ^ f J ( r '> O J , 

'■''“st 

que es el potencial vectorial retardado. 

■ La !?! C o?f etaC1Ón flSÍca de los P° tenci ales retardados es interesante. La «m. 
ciones (16-81) y (16-84) indican que, en un punto dado r y en un íbsXm^ aa* - 

los potenciales se determinan por la carga y la corriente que existían en otrw -_T 

dei espacio r en los instantes anteriores t'. El tiempo adecuado para csè sa 
mente es anterior a t en una cantidad igual ai tiempo necesario paradenta—fc 
la fuente al punto r dei campo con velocidad c. Si, por ejemplo, una cam —- . 
situada en elorigen de coordenadas se cambiara repentinamente, w -j— 

de este cambio no se sentiria a una distancia r hasta que transcurrier» m -c 
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después de que el cambio se hubiera producido. El efecto dei cambio se propaga hacia 
«fuera aproximadamente como una fuente de onda esférica. (La situación real de una 
carga puntual es algo más complicada, porque la densidad de carga y la densidad 
de corriente están íntimamente relacionadas por V* J + dpjdt = 0.) 

Habiendo encontrado los potenciales escalar y vectorial, podemos determinar los 
campos aplicando el gradiente a <p, y la derivada con respecto al tiempo y el rotacio- 
nal a A. Estas operaciones son directas en principio; sin embargo, se verá que son 
relativamente complicadas en la práctica. 

En el procedimiento anterior fue esencial imponer la condición de Lorentz, 
ecuación (16-63), sobre los potenciales; de otro modo, no podría suceder que 
satisfacieran las ecuaciones de onda simple. Para verificar que siempre tenemos 
la libertad de imponer esta condición, supongamos que Ay <p son una elección 
particular de las funciones potenciales que dan los campos correctos E y B de 
acuerdo con las ecuaciones (16-57) y (16-60). Entonces, si elegimos nuevos po¬ 
tenciales, 


A' = A + V£, = 


(16-85) 


estos darán exactamente los mismos campos E y B cuando sean sustituidos en 
las ecuaciones (16-57) y (16-60), no importa el valor que usemos para la función 
que es completamente arbitrário. Este cambio a nuevos potenciales fisicamente equi¬ 
valentes se llama transformación de norma. Sustituyendo ahora A' y <p r en la 
ecuación (16-63), obtenemos, después de rearreglar términos, una ecuación de 
onda escalar para £, 



como la condición para que Asatisfaga la condición de Lorentz/Por tanto. 


si los potenciales originales satisfacen la condición de Lorentz, los nuevos también 
deberán hacerlo, siempre que £ satisfaga la ecuación de onda escalar homogénea. 
Si el A, (p original no la satisface, aún podemos encontrar nuevos potenciales que 
si lo harán, eligiendo £ como una solución de la ecuación de onda escalar in- 
homogénea con 


como el término de fuente. Acabamos de ver cómo se encuentra dicha solución. Tina 
elección de potenciales que satisfaga la condicion de Lorentz se llama norma 
de Lorentz. Otras elecciones de norma (es decir, otras elecciones de V • A) son 
útiles en otras circunstancias. 

Con el desarrollo de los potenciales retardados, el trabajo básico sobre li 
radiación está completo. Sólo queda aplicar este material a la solución de problemas 
prácticos. Este es el objetivo de los siguientes cinco capítulos. 
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16.7 RESUMEN 

Este capítulo contiene los fundamentos de la teoria electromagnética clâsica. Las 
ecuaciones de Maxwell son las ecuaciones diferenciales que determinan (junto con 
las condiciones en la frontera para una situación particular) los campos produ- 
ddos por fuentes de carga y comente: 


V • B = 0, 

v* E + - = °, 


V • D = p, 

VxH-y = J. 
dt 


Los campos E y B están operacionalmente definidos por la fuerza de Lorentz 

F = q( E + v x B), 

y los campos D y H están relacionados con los anteriores por las ecuaciones cons¬ 
titutivas dei medio, D = D(E), H = H(B). 

Las ecuaciones de Maxwell tienen las siguientes consecuencias importantes • 

1. La carga eléctrica se conserva, de acuerdo con la ecuación de continiúdad 

V • J + ^ = 0. 
ôt 

2• La energia se conserva, de acuerdo con 

v.s + £--j.e, 

donde la densidad de energia dei campo es (|n un medio lineal) 

u = \( E • D + B • H) 

y el flujo de energia por unidad de área es el vector de Poynting 

S = E x H. 

3- La propa gación de las ondas electromagnéticas puede ocurrir, con la velocidad 
c = 1/V É o/to en vacío, igual a la velocidad de la luz. 

4. Las condiciones en la frontera sobre los campos son determinadas en una 
zona interfacial entre dos médios; la más importante nos indica que las compo¬ 
nentes tangenciales de E y H son continuas. 

5. Los campos E y B son deducibles de las funciones potendales 

ÕA 


B= V x A, E = -\<p- 


dt 





386 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


6. Los potenciales satisfacen las ecuaciones de onda inhomogéneas 



si se impone la condición de Lorentz 


Estas determinarán la generación de ondas electromagnéticas por distribuciones de 
carga y corriente prescritas. Las soluciones particulares (en el vacío) son 




donde 



t' = t - 


c 


es el tiempo retardado. Estos son llamados los potenciales retardados. 


k 


PROBLEMAS 

16J Un condensador de placas paralelas, con placas en forma de discos circulares, tiene 
ta región entre placas llena de un dieléctrico de permitividad El dieléctrico es imperfecto, 
tenicndo una conductividad La capacitancia dei condensador es C. Et condensador se carga 
a una diferencia de potencial Ap y se aísla. (a) Halle la carga dei condensador en función dei 
tiempo. (b) Halle la comente de desplazamiento en et dieléctrico. (c) Halle el campo magnético 
en el dieléctrico. 

16.2 La Q de un medio dieléctrico se define como la razón entre la densidad de corriente 
de desplazamiento y la densidad de corriente de conduceíón. Para Ia propagacíón de ondas 
monocromáticas, esto se reduce a Q = ox/g. Determine Q para el cuarzo y para el azufre 
a las siguienles frecuendas: /= 1, 10 6 , 10 9 Hz. 

163 Dos placas circulares de radio a separadas por una distancia d forman un condensador 
ideal. Suponga que hay un dieléctrico en su interior que es un aislador perfecto con un campo 
uniforme D (es decir, que se desprecian los efectos de borde). El condensador comienza a 
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cargarse por una comente constante I. (a) Encuentre el campo H en un punto P sobre la 
superfície cilíndrica dei dieléctrico. (b) Encuentre la magnitud y la dirección dei vector de 
Poynting S en P. (c) Integre S * n sobre la superfície cilíndrica dei dieléctrico y demuestre 
que el resultado es igual a la razón de cambio con respecto al tiempo de la energia electrostática 
almacenada. 

16.4 Un alambre metálico recto, de conductividad g y área de sección transversal A, conduce 
una corriente uniforme de intensidad /. Determine la dirección y la magnitud dei vector de 
Poynting en la superfície dei alambre. Integre la componente normal dei vector de Poynting 
sobre la superfície dei alambre para un segmento de longitud L y compare el resultado con 
el calor de Joule producido en este segmento. 

16.5 Suponga que en una determinada región existe un campo electrostático y también un campo 
magnetostático. Demuestre que, aun cuando el vector de Poynting puede ser distinto de cero, 
la integral de superfície de S - n se anula sobre una superfície arbitraria cerrada en el interior 
de la región. 

16.6 Se da una ecuación de onda unidimensional 

d 2 E õ 2 E 
dS = £fi W’ 

donde E es la magnitud dei vector de campo eléctrico. Suponga que E tiene dirección cons¬ 
tante, digamos, la dirección y. Introduciendo el cambio de variables 

i = t +• sft\i z, 

r)=t- yfê{i z, 

demuestre que la ecuación de onda adquiere una forma que es fácil de integrar. Integre 
la ecuación para obtener 

E(z, í) = £ t (í) + £ 2 (rç), 
donde E t y E 2 son funciones arbitrarias. 

16.7 Se da la onda electromagnética ^ 

E = i£ 0 cos co(y/êp z — t) + j£ 0 sen u>{\ftv z — t), 

donde E 0 es una constante. Halle el correspondiente campo magnético B y el vector de 
Poynting. 

*16£ Empezando con una expresión para la fuerza por unidad de volumen sobre una región 
dei espado libre que contiene cargas y corrientes: 

F„ = pE + J x B, 

y empleando las ecuaciones de Maxwell y la identidad vectorial de la ecuación (14-24), 
demuestre que 

2 1 

F u = — £° ^ ( E x B ) + £° e V • E — - £° V (£ 2 ) + £o(E • V)E 

+ < B • V ) B - 
Vo *Vo Vo 
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(La cantidad e 0 E x B se llama a veces densidad de cantidad de movimiento o moment*. 
dei campo electromagnético.) 

16.9 Se da una onda plana caracterizada por una E„ propagándose B, en el sentido posnr- 

de z. 2n , v 

E = i£o sen (z — ct ). 

Dernuestre que es posible tomar el potencial escalar = 0 y baile un posible potencial «*- 
torial A para el cual se satisfaga la condicion de Lorentz. 

16.10 Dernuestre que „ el espado libre. co„ p- 0, J - 0, la. ecuadoues de Mar.ei - 
obtienen correctamente a partir de una sola funcion vectorial A que satisfaga 


V ■ A = 0, 


v 2 a-4^Í =°- 


La norma en la que V • A = 0 se llama norma de Coulomb. 

16.11 Dernuestre que en un medio conduetor lineal pu.de elegirse un, " 
tal modo que A y » satisfagan la ecuación de onda amortiguada (16-29). Suponga qu p 

1<Í 12 Se da un medio en que p = 0, J = 0, p = Mo, pero donde la polarización P es u 

Lnciôn dada de la posiciôn y dei tiempo: P = P(x, y, z, t). f"^iafzTel^ 
de Maxwell se obtienen correctamente a partir de una sola funcion vectorial Z ( 

de Hertz), donde Z satisface la ecuación 


V 2 Z--j 


i a 2 z 


E = V x V x Z 


c 2 õt 2 

ip, 

€ 0 


P 

£ 0 


i dz 

B = ^V x 


ôt 


1613 Se da un medio en que. p = 0, J = 0, t = é 0 , pero donde la magnetizacion M(x,y^- 
es una funcion dada. Dernuestre que las ecuaciones de Maxell se obtienen correc 
de una sola funcion vectorial Y, cuando Y satisface la ecuafeion 


y cuando 


, 1 S 2 \ .. 

V2Y -? 


B = V x V x Y, E = — V x 


õ\ 

ât ' 


16.14 Dernuestre que las ecuaciones de Maxwell para un medio isotrópico, homogei 
no conduetor y libre de carga pueden ser satisfechas tomando ya sea 

1. E = parte real de V x V x (Fa), 

õ 

B = parte real de c/i V x (Fa), 


2. B = parte real de V x V x (Fa), 


E = parte real de — x (Fa), 

donde a es un vector unitário constante y F satisface la ecuación escalar de onda.. 


P H 



PROPAGACION DE ONDAS 
ELECTROMAGNÉTICAS 


[389] 


Las ecuaciones de Maxwell tienen algunas soluciones espedales que describen ondas 
electromagnéticas, como vimos en la deducción de la ecuación de onda a partir de las 
ecuaciones de Maxwell. Consideraremos ahora estas soluciones en detalle. Comenza- 
rrmos por considerar la propagación de ondas a través de un medio lineal, que 
sfealizaremos como de extensión infinita. Dejaremos para capítulos posteriores la 
cuestión de cómo son generadas las ondas y cómo entran en el medio en primer 
ktgar. Los resultados se aplicarán a ondas de radio, microondas, radiación térmica, 
kz, rayos X, etc. (aunque los efectos de mecânica cuántica pueden ser también 
■iportantes a altas frecuencias). 


17.1 ONDAS PLANAS MONOCROMÁTICAS 
EN MÉDIOS NO CONDUCTORES 


Las soluciones más fácilmente manejables de la ecuación (16-31) son las soluciones 
se llaman ondas planas. Una onda plana se define como una onda que, en un 
kstante dado, presenta la misma fase para toãos los puntos de cada plano perpendi¬ 
cular a alguna dirección específica. Si, por ejemplo, la dirección específica es la 
k^cción z, entonces E debe tener la misma fase en todos los puntos que tienen el 
valor de z; esto es, en todos los puntos en un plano paralelo al plano xy. De 
u^pique la solución (16.34) que ya hemos discutido es una solución de onda plana, 
— KZ ) es tma constante para í y z dados, no importa cuáles sean los valores 
étxey. Las ondas planas que se desplazan en la dirección z son adecuadas para 
rr.iblemas en los cuales la elección de la dirección z es arbitraria; sin embargo, en 
ãaefaos problemas se escoge un sistema de ejes por otras razones, por ejemplo, 
kbido a las condiciones en la frontera. En tales casos es necesario construir ondas 
pianas con direcciones arbitrarias de propagación. Supongamos que se tiene que 
sonstruir una solución de onda plana con una dirección de propagación a, donde u es 
™ vector unitário. Entonces la representación de la variable z debe cambiarse por 
• * r, la proyecdón de r en la dirección de u. Por tanto, una onda plana con dirección 
áe propagación u se representa por 

liuit- K ■ • r) 
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Definiremos un vector, el vector de propagación, 

k = KU 

y escribiremos la exponencial dependiente dei espado y dei tiempo de la onda plana 
como 

k ■ r) 


Si u = k, el vector unitário en la dirección z, entonces u • r = z como en el caso 
especial; pero en todo caso, la longitud de onda X = 2 tc/k. 

La velocidad de propagación de una onda plana monocromática es predsamente 
la velocidad con la que se mueven los planos de fase constante. Obviamente, por fase 
constante queremos decir que 


k • r — cot = constante. 


(17-1) 


Si k • r se escribe como , siendo k la magnitud de k y £ la proyecdón de r en b 
dirección k entonces la ecuadón (17-1) se convierte en 

K^ — cot — constante. 

Diferenciando con respecto al tiempo, obtenemos 


dÇ ca c 
k n ’ 


(17-21 


p dt 

donde hemos usado el resultado de la ecuación (16-33a) k = noje. En el espado libir 

I 

1 


\f^õ 


Mo 


= 2.9979 X 10 8 m/s. 


Ahora, para obtener la solución detallada de onda plana para E y B, podríamos 
regresar a la ecuadón (16-31), pero es incluso mejor volver a las mismas ecuadom 
de Maxwell. No hay distribudones de carga ni corrientes en el medio y la conductnk 
dad es g = 0, de modo que las ecuadones son 


V • D = 0, 

(17-3| 

V • B = 0, 

(17-fc 

,, rB 

VxE =-¥’ 

(17-St 

VxH=y. 

ôt 

(174| 
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De nuestra discusión previa de la ecuación de onda ya sabemos qué dependencia 
espacial y temporal se debe esperar en una onda plana, de modo que supongamos 
que los campos tienen la forma 


E(r, t)= etc., 


(17-7) 


donde Ê es una amplitud vectorial constante compleja de la onda plana, y sustituya- 


mos las soluciones supuestas en las ecuaciones de Maxwell (17-3) a (17-6). Esta 
pnstitución impondrá condiciones sobre las constantes supuestas k, Ê, etc., que se 
tendrán que satisfacer para que las funciones de onda plana puedan ser soluciones 
de las ecuaciones de Maxwell. 

Al diferenciar una función de la forma Êe -Ícüí con respecto a t, se puede observar 
que el operador ôjdt es 


d 



para una función de esta forma particular. Igualmente, se encuentra (problema 17.1) 
que, para una función de la forma Êe ÍK ‘ r , el operador V es 


V = IK. 


For tanto, para ondas planas, las ecuaciones de Maxwell (después de cancelarse i y la 
oponencial) se transforman en 


k • D = 0, 


(17-8) 

(17-9) 

(17-10) 

(17-11) 


k • Ê = 0, 


k x Ê = coB, 


i 

K X H = — Cr)D. 


S suponemos que el medio es lineal, las ecuaciones constitutivas son 


D = £Ê, 


(17-12) 



(17-13) 


Consideraremos también que el medio es homogéneo e isotrópico, de modo que 
t y fi son escalares constantes. Todas nuestras aplicaciones serân en inedios no 
nagnéticos*, de modo que para simplicidad supondremos que /i = fi 0 . Recor- 


* Los únicos médios para los cuales p difiere apreciablemente de Mo a frecuencias bajas sou los 
ferromagnéticos, que, en todo caso, no son lineales. Para frecuencias ópticas, /i * Mo todos los 
■ateriales. No incluimos la consideración de resonancia paramagnética, que se puede observar bajo 
circunstancias es pedales a frecuencias de radio y de microondas. 
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dando que e = Ke 0 y e 0 fi 0 = l/c 2 , obtenemos las ecuaciones de Maxwell en la 
forma 


Kk-Ê = 0, 

(17-14) 

K ■ 6 = 0, 

(17-15) 

K X Ê = CU 6, 

(17-16) 

kx6=-“ kê. 

(17-17) 


Si tomamos co como una frecuencia dada y K como una constante dada dei material, 
debemos tratar de satisfacer este conjunto de ecuaciones vectoriales algebraicas por 
elecciones adecuadas de k, Ê y Ê. Primero, si suponemos que K =£ 0, veremos que 
k-Ê = 0;k-B = 0 siempre. Esto es, tanto E como B deben ser perpendiculares a k. 
Tal onda se llama onda transversal. (El caso K = 0 es realmente posible y no es tri¬ 
vial, pero dejaremos esta discusión para más adelante.) Además, ya que B es propor¬ 
cional a k x Ê, E y B son también perpendiculares, uno respecto al otro. Los vecto- 
res k, E y B (en este orden) forman un conjunto ortogonal de mano derecha. La 
magnitud relativa de Ê y de Ê está también determinada por la ecuación (17-16), 
B = (kIú))Ê. Finalmente, encontraremos la magnitud de k obteniendo el producto 
vectorial de k con la ecuación (17-16) y utilizando k x B de (17-17): 

kx(kxÊ) = ojkxB = — K(cú/c) 2 Ê. 

Con el vector identidad 


k x (k x Ê) = (k • Ê)k — k 2 Ê, 
ya que k • Ê = 0 para una onda transversal, 

— K(cü/c) 2 Ê = — k 2 Ê, 


o 


# 


k = yjKio/c. (17-18) 

Esta relación, llamada relación de dispersión transversal, determina la magnitud dei 
vector de onda k en términos de las co y K supuestas. 

Para recapitular : una onda monocromática transversal plana que se propaga en 
la dirección más u se describe por 

E(r, t) = te~ iiwt - K ' r \ 

B(r, f) = Be- ii<at -*- r \ 


(17-7) 
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k = fcu. La dirección de u y la frecuencia co son completamente arbitrarias. La 
ad Ê es arbitraria, excepto que debe ser perpendicular a u: 


u ■ E = 0. 


(17-19) 


magnitud de k se determina, para una frecuencia dada co, por el índice de 
tedòn dei material: 

k = nco/c , (17-20) 

de n está definida como 

n = JK. (17-21) 

Dnces B está completamente determinado en magnitud y dirección: 


B = - u x Ê. (17-22) 

c 

Observe que en el vacío {n = 1), cê = Ê en unidades mks*. La velocidad de fase de la 
Mda es c/w. Con estos resultados, es posible considerar algunos problemas ópticos 
^^ortantes y de gran interés. Sin embargo, pospondremos el estúdio de estos 
yobtemas hasta el próximo capítulo. 

Aunque las soluciones de ondas planas son solamente un tipo restringido de 
jvlndones de las ecuaciones de Maxwell, son muy importantes, ya que forman las 
tines de una clase más amplia de soluciones. Puesto que las ecuaciones son lineales, 
mi combinación lineal de soluciones (superposidón de ondas planas) es también 
Mi solución. Por tanto, podríamos formar otras soluciones hadendo las sumas de 
Mdas planas 

E(r, 0 = E Ê( K ;> ".) ex P [ — «(cu, í - K; • r)], (17-23) 

‘ i 

dtaode cada coeficiente Ê dependería de K f y co f . Esta superposidón de ondas planas 
time la forma de una serie (compleja) de Fourier y, por tanto, podría representar 
«alquier soludón que fuera periódica, pero no necesariamente sinusoidal. Cada 
término de la serie deberá satisfacer por separado las condiciones de las ecuadones 
(17-14) a (17-17). Para una solución que no es periódica par, la suma en (17-23) 
piede convertirse en una integral — la integral de Fourier— con Ê(k,<ü) como una 
fcmción continua de k y co. La función Ê(k, co) se llama transformada de Fourier de 
Um). En este caso deberemos considerar también la posibilidad de que n dependa 
tanto de k como de co, 

n = n(fc, co). 

Este último efecto, llamado dispersión , se discutirá en el capítulo 19. 

* En unidades gaussianas, de acuerdo con la discusión dei capítulo 8, reemplazaremos B por R/c, de 
■iodo que B = E. Es decir, que los campos E y B tienen magnitudes iguales para una onda plana en el 
vacío. 
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17 2 POLARIZACION 

Hay más que decir acerca de las amplitudes vectoriales complejas Ê y B. De hecho, 
aún no hemos establecido explícitamente qué queremos decir por un vector comple- 
jo. Hay dos significados obvios que se sugieren: una cantidad compleja cuyas partes 
real e imaginaria son vectores reales 


Ê = E r + iE 


o un vector cuyas componentes (con respecto a los vectores base reales) son escalares 
complejos, 


Ê = Ê p p + Êjs + Ê u u. 


Utilizaremos la notación circunfleja para cantidades que son complejas cuando sea 
necesario distinguirias; en la segunda forma, p, s, u son un conjunto ortogonal de 
mano derecha de vectores reales unitários. Escribiendo la primera forma en términos 
de sus componentes y la segunda en términos de sus partes real e imaginaria, se 
observa fácilmente que las dos fórmulas son equivalentes, siempre que 


E Pr = E, 



Para nuestro propósito actual resulta más conveniente la segunda forma. Toma¬ 
remos u como la dirección de propagación de la onda plana, de modo que Ê u = 0, 
de acuerdo con el resultado u-Ê = 0 de la ecuación (17-19), pero Ê p y Ê s son 
arbitrários. 


(17-24) 


E = E p p 4- E s s. 


El vector unitário p puede elegirse en cualquier dirección perpendicular a u; en 
el siguiente capítulo haremos una elección especial que tomará en consideración 
la notación particular introducida aqui. 

También es más conveniente expresar las componentes complejas en forma 
polar en vez de términos con partes real e imaginaria. Sea 



(17-25) 


Así, por ejemplo, 


£ Ha>t- k ■ r) _ /7 „ - i((úl ~ k • r- 4 > s ) . 



es decir que <t> s es la fase de la componente dei campo E en la dirección s. No 
es una restricción el escribir 


= 0 , <t>s = 0 , 
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ya que 0 S = 0 simplemente exige una elección adecuada dei origen de í. Con esta 
elección, 


Ê = E p é* p + E s s, 

E(r, í)= E p pe~ Uo *- + E s se~ iiat -*' r \ 


o la parte real es 

E(r, t) = E p p cos (cot - k ■ r - 0) + £,s cos (cot — k • r). (17-26) 

El campo E se divide en sus componentes en dos direcciones, con amplitudes rea- 
les E p y E s , que pueden tener cualquier valor. Además, las dos componentes pueden 
estar oscilando fuera de fase por 0. Es decir, en cualquier punto dado r, el máximo 
de E en la dirección p puede alcanzarse a un tiempo distinto dei máximo de E 
en la dirección s. 

Un panorama más detallado de la oscilación dei campo E en un cierto punto, 
digamos r = 0, se visualiza mejor considerando algunos casos especiales. Primero, 
supongamos que 0 = 0. Entonces 

E(0, t) = (E p p + E^) cos cot. 


El campo E varia alternativamente, disminuyendo de >/£p + E;. pasando por cero, 
hasta -sjE 2 p + El y regresando a su valor original, siempre apuntando a lo largo 
de la dirección E p p + E s s. Este caso se llama polarización lineal *. y se ilustra 
en la figura 17.1. Si E p = 0 o £ s = 0, también tenemos una polarización lineal; 
entonces <j> es indefinido. Para 0 = n, 

E(0, t) = ( — E p p j- E^) cos cjl 

nuevamente una polarización lineal, como se representa en la figura 17.1. Para 
0 = n/2, 


E(0, í) = E p p sen ojt + E$ cos cot. 

La punta dei vector E sigue una trayectoria elíptica en el sentido de las manecillas 
dei reloj, como se muestra. Este caso se llama polarización elíptica dextrógira o 
de mano derecha f. Para 0 = — rc/2, la trayectoria es la misma, pero en contra dei 
sentido de las manecillas dei reloj, y se llama polarización elíptica levógira o de 
mano izquierda. En el caso especial cuando 0 = ± n/2 y E p = E s , tenemos polariza¬ 
ción circular (de mano derecha o izquierda). Para otros valores de 0, tenemos una 


* El uso deteste término no tiene nada que ver con el introducido en el capítulo 4. Desgra- 
ciadamente, se suele usar la misma palabra, pero generalmente no hay confusión ya que en un sentido 
se aplica a una onda y en el otro, a un medio. 

t Es lamentable que la «regia de la mano derecha» no se aplique aqui, pero éste es el convênio. 
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polarizadón elíptica (aun si E p = E s ); la trayectoria seguida es una elipse inscrita en 
d rectángulo de la figura 17.1, pero los ejes mayor y menor de la elipse forman un 
ângulo con los ejes p y s. Con la polarizadón elíptica, la magnitud dei vector E nunca 
es cero, aun cuando lo sea cualquiera de sus componentes direccionales. 


s 



Fig. 17.1 Trayectoria seguida por la punta 
dei vector E en un punto dado dei espado 
como función dei tiempo. 

La dirección de propagación u está 
apuntando haria el lector. 

Las trayectorias para 0 = 0 y n están 
linealmente polarizadas. La trayectoria 
para ^ = 7t/2 está elípticamente polarizada 
en el sentido dextrógiro; y para — tc/ 2 
gira en el sentido opuesto (levógiro). 


La amplitud compleja dei vector B está dada por la ecuación (17-22) 

B = "nxÊ. (17-22) 

Tomando el producto punto de ésta con Ê, e intercambiándo punto y cruz, 
encontramos que 

B • É = 0. 

En general, la anulación dei producto punto de dos vectores complejos no significa 
que sus partes reales sean perpendiculares, pero en este caso lo son. De la 
ecuación (17-26), al escribir E(0, t) = E, tenemos para la parte real 

E = E p p cos (cot — <f>) + E s s cos cot. (17-27) 

De la parte real de B(0, t) = B = Be" 40 ' con la ecuación (17-22) 

B = (n/c)[E p s cos (cot E s p cos cot], (17-28) 

Ya que el producto punto de la ecuación (17-28) con (17-27) es cero, los vectores 
reales E y B son perpendiculares en cada instante. Además, Re Ê = E(0,0), Re B = 
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= B(0,0), de modo que las partes reales de Ê y 6 son perpendiculares. La tra- 
yectoria de la punta dei vector B es la misma de la figura 17.1 girada 90° en 
contra de las manecillas dei reloj. 

Puesto que los ejes p y s fueron elegidos arbitrariamente en el plano per¬ 
pendicular a u, se podría hacer cualquier otra elección. Una nueva elección giraria 
los ejes coordenados en la figura 17.1 e introduciría nuevos valores de E p , E s , y 0; 
pero las trayectorias dei vector E en la figura 17.1 representan una realidad física, 
y esto no podría ser cambiado simplemente con una transformación de coordenadas. 
En este punto, sin embargo, incluso el estado físico de la misma polarización 
es parte de la arbitrariedad introducida por nuestra solución de onda plana supuesta 
para un medio infinito. En el siguiente capítulo veremos cómo se puede producir 
y medir una polarización particular. 


17.3 DENSIDAD Y FLUJO DE ENERGIA 

Hemos utilizado libremente las expresiones complejas para los campos E y B, con 
el entendimiento de que las cantidades físicas actuales están dadas por las partes 
reales de la cantidad compleja. La justificación matemática de este procedimiento es 
que las ecuaciones de Maxwell son ecuaciones lineales , que se satisfacen sepa¬ 
radamente por las partes reales e imaginarias de una solución compleja. Sin 
embargo, las expresiones 


u = i(E • D + B • H), (17-29) 

S = E x H (17-30) 

para la densidad de energia y flujo de eneí*gia por unidad de área, no son linea¬ 
les en los campos. Por tanto, en estas expresiones es esencial tomar las partes 
reales de los campos antes de efectuar las multiplicadones (véase problema 17.6). 
Podemos nuevamente calcular los valores representativos para r = 0, ya que el 
origen es arbitrário. Elevando al cuadrado las ecuaciones (17-27) y (17-28) tenemos 

E 2 = El cos 2 (cor — 0) + £ 2 cos 2 cot , (17-31) 

B 2 = (i n/c) 2 E 2 = efi 0 E 2 . (17-32) 

Puesto que D = eE, B = /i 0 H, encontramos que los campos eléctrico y magnético 
tienen una contribución igual a la densidad de energia: 


B • H = D • E, 


u = eE 2 


1 

Bo 



E 2 . 


(17-33) 
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Además, E x H = EHu, de modo que el vector de Poynting apunta en la dirección 
de propagación con magnitud 

S = — - E 2 . (17-34) 

Po C 

Las expresiones para la densidad de energia y el flujo de energia por unidad de 
área han tomado una forma especialmente sencilla para ondas planas. Estas dos 
expresiones pueden combinarse para dar un resultado de interés, que es indepen- 
diente dei valor particular dei campo E : 


S = 


c 

n 


u. 


(17-35) 


Si denotamos la velocidad de fase de la onda plana como un vector en la dirección 
de propagación de magnitud 


v p 


c 

~» 

n 


entonces 

S = MVp. 


Esta ecuación es análoga a la relación 


J = pv, 

que define la densidad de corriente eléctrica convectiva. Esta analogia refuerza h 
interpretación de S como una densidad de corriente de energia, es decir, una 
densidad de energia u que se transporta con una velocidad de fase, v p de h 
onda plana. 

La dependencia dei tiempo de u y S está dada por E 2 de la ecuación (17-31| 
y depende de la polarización de la onda. Para una polarización circular (<t> — ±*/9 

E 2 = E 2 sen 2 cot + E 2 P cos 2 cot = El 

es constante en el tiempo; para una polarización lineal {$ = 0, te) 

E 2 — (El + £ 2 ) cos 2 cot 

varia entre cero y un máximo al doble de la frecuencia de la onda. Claro 
que en todo caso E 2 es siempre positiva. Sin embargo, a altas frecuencias, a 
dependencia dei tiempo no es medible, así que resulta ser de mayor interés s 
promedio temporal de E 2 . Ya que el promedio temporal de cos 2 (cot — (j>) sobm 
un período es para cualquier polarización 


(17-3fc 
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Este y otros resultados semejantes pueden obtenerse más rápidamente utilizando 
un teorema que fue introducido en el capítulo 13 pero que no se demostro; 
daremos ahora la demostración. 

Si / = /o e™ 1 y g = g 0 e m \ donde f 0 y g 0 pueden depender de otras variables pero 
no dei tiempo, entonces 

Re/Re g = $ Re f*g. (17-37) 


La barra indica el promedio temporal. Para demostrar esta relación, sea f 0 = u + iv 
y 9o = í + í*7- Entonces 

Re / Re g = (u cos cot — v sen cut)(£ cos cot — q sen <ot\ (17-38) 

mientras que 


Ref*g = uÇ + vri. 


(17-39) 


Las siguientes integrales son fácilmente verifícables 

1 ^ 

lím — sen 2 cot dt = 

T->ao L 

r 

1 'T 

lím — cos 2 cot dt = 

oo L 

1 r T 

lím — sen cot cos cot dt = 0. 

7-ao L 

Por medio de estas integrales, es fácil ver que el promedio temporal de la ecua- 
ción (17-38) es 

Re/Re g = + vrj). (17-40) 

Al comparar (17-40) con (17-39), queda demostrado el teorema de la ecuadón (17-37). 
El teorema se aplica al producto de dos cantidades complejas cualesquiera que 
dependan armónicamente de t con la misma frecuencia, sin que tengan necesaria- 
mente la misma fase. Si las cantidades son vectores, el producto puede ser o el 
producto cruz o el punto. Es fácil verificar que la expresión (17-36) se encuentra 
al sustituir el E complejo de (17-26) en 


E 2 = i Re (E* • E). 


17.4 ONDAS PLANAS MONOCROMÁTICAS 
EN MÉDIOS CONDUCTORES 

En un medio conductor podemos obtener soluciones de onda plana que son muy 
semejantes en su forma a aquellas de la sección 17.1, aunque fisicamente su com- 
portamiento es significativamente más complejo. Consideraremos aún que no hay 







400 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


dstribuciones de carga y corriente prescritas, pero ahora puede ser que exista una 
densidad de corriente en respuesta al campo E de la onda, J = gE. Nuestro punto 
de partida es el mismo que para los médios no conductores, con la única ex- 
cepción de que en lugar de la ecuación (17-6) tenemos 

VxH = ^+ gE. 
õt 

Haciendo las mismas consideraciones y sustituciones anteriores, llegamos a 

k x H — — coD — igÊ 

en vez de la ecuación (17-11). Tal como antes, esto se convierte en 



Para reducir este caso al caso anterior, dentro de lo posible, definimos una constante 
dielêctrica compleja 

K = K + i—, (17-41) 

e 0 w 

de modo que la ecuación (17-17) se convierta en 

kxB=-^KÊ. 

c 

Si de nuevo consideramos que K=£0yK'Ê = 0, resulta la relación de dispersión 
transversal, 

k = y/R co/c = hco/c , (17-42) 

donde definimos un índice de refracción complejo h como 

n 2 = K. (17-43) 

Para satisfacer la ecuación (17-42), tenemos que suponer que k o cu es una cantidad 
compleja en un medio conductor. En el anterior capítulo discutimos brevemente el 
caso de una cu compleja. Las soluciones que serán de mayor interés en los siguien- 
tes capítulos resultarán de considerar que cu es real y k es compleja, lo que escribiremos 
como K. Probaremos que estas últimas soluciones oscilan (no amortiguadamente) 
con el tiempo, atenuándose en el espacio. Todos los resultados de la sección 17.1 son 
válidos formalmente si X, n, k y u son sustituidos por K,n,k y ü. La única pregunta 
es: ^Qué significan fisicamente? Para interpretar soluciones con un vector de 
propagación complejo íc, es útil expresar éste como 


íc = K„ + ÍK: 


(17-44) 
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(en contraste con la representación adoptada para la amplitud dei vector complejo Ê). 
Introduciendo el vector complejo k en la solución (17.7), encontramos que 

E(r, f)= (Êe'**')<?" 

B(r, t) = (ík‘* r )e’ í( ^-*' r) . 

Esta es una onda plana que se propaga en la dirección K r , con longitud de 
onda X = 2n/ic r ; pero en vez de tener una amplitud constante, su amplitud decrece, 
con mayor rapidez en la dirección k,. Las superfícies de fases constantes son planos 
perpendiculares a la dirección de propagación K r . Hay también superfícies de am¬ 
plitud constante que son planos perpendiculares a k,. El escalar k que se usa 
en la relación de dispersión k = fkújc es 

K = ,Jk • K = y/x* — K? + 2ÍK, • Kj. 

Escribimos 


n = n + ik, (17-45) 

donde n y k se llaman constantes ópticas , para investigar la velocidad de fase 
y la longitud de atenuación de la onda. 

Supongamos para empezar que K r y k, tienen la misma dirección. (Esta es una 
suposición restrictiva, que falia en algunos casos importantes que discutiremos 
en el próximo capítulo; pero puede ser válida para el caso en que la onda 
penetra en el medio conductor desde el exterior con, incidência normal ri una 
frontera dei plano.) Entonces podemos escribir 

K = (fC r + iKty = fCU, 

donde u es el vector unitário real en la dirección común de ic r y ic ( -. Puesto que d es 
real, las ecuaciones 

u • Ê = 0 = u • B 

todavia signifícan que la onda tiene los vectores E y B perpendiculares a la dirección 
de propagación u. Sin embargo, la ecuación (17-22) se convierte en 

B = - u x Ê. (17-46) 

c 

El complejo h indica que E y B no están en fase entre sí. Esto también significa 
que los vectores reales E y B no son perpendiculares, excepto para la polarización 
lineal (problema 17.9). En términos dei índice de refracción complejo 


h = n + ik, 







402 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


tenemos 


K r = nco/c, Kj = koj/c. 


(17-47) 


Escribiendo u • r = £, obtenemos para el campo E en este caso especial 


E(r, í) = (Êe~ k ^ lc )e~ i0)U ~^ !c \ 


La onda se propaga con una velocidad de fase c/n y una constante de atenuación 
kco/c. Esta última cantidad determina con qué rapidez decae con la distancia la 
amplitud dei campo oscilante* Su recíproco 


Ò = c/koj , 


(17-48) 


llamado profundidad de penetración , mide la distancia dentro de la cual decae 
el campo a l/e de su valor respecto de un punto dado (digamos, la superfície 
donde la onda penetra en el medio). Para un medio no conductor (k — 0), esta 
distancia era infinita. Ya que la longitud de onda en el medio es k = Inc/nw 
(= l/n veces la longitud de onda en el vacío a la misma frecuencia), podemos 
escribir la profundidad de penetración como 


En un material donde k es comparable en magnitud con n , la «onda» decae casi 
en una longitud de onda; pero si k <| n, como en un dieléctrico imperfecto de 
conductividad pequena, la onda se propaga en muchas longitudes de onda sin 
pérdida apreciable. En este último caso el material es transparente. . 

Cuando K r y k ( tienen diferentes direcciones, el vector unitário u debe tomarse 
como complejo. Entonces el valor real de los campos E y B no tienen que ser 
perpendiculares a K r (ni a k ( ), aunque la onda aún se llama «transversal» ú 
K 0, ü ■ Ê = 0 = ü ■ B. La longitud de onda y la atenuación dependen todavia 
de las constantes dei material n y /c, pero de una forma mucho más complicada que la 
ecuación (17-47). Las relaciones de polarización y energia pueden generalizarse, con 
el debido cuidado para las cantidades complejas. Sin embargo, no necesitamos de 
estos resultados generales. 

Puesto que la propagación de onda está determinada por las constantes óp¬ 
ticas n y k, es importante conocer sus relaciones con las cantidades K y g, a través 
de las cuales las propiedades dei material fueron expresadas originalmente. Las 
definiciones 


h = n + i/c. 


(17-45i 



(17-41| 
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estàn relacionadas por 


K = h 2 . (17-43) 

Esta relación resulta enganosa a simple vista; cuando se expresa en términos de 

las cantidades reales, n, k y K, g, llega a complicarse bastante. Escribiremos* 

K = K r + iK h 

donde 

K r = K, K ( = g/e 0 ü). (17-50) 

Elevando al cuadrado (n + i/c) e igualando las partes reales e imaginarias de 
la ecuación (17-43), se obtienen 

K r = n 2 — k 2 , 

Kj = 2nk. (17-51) 

Estas ecuaciones se pueden resolver para n y k: 

« = + y/KfTKfl 

k = ^[-K, + ^k? + K?]. (17-52) 

Se escogen las raíces cuadradas positivas, de modo que tanto n como k siempre 
sean reales y positivas, como su significado requiere. Debería observarse que 
K; = glc 0 (o es inherentemente positiva, puesto que g es positiva: la disipodón de 
energia J -E = gE 2 en un medio pasivo debe ser positiva: siempre representa 

una pérdida de energia. Por qtro lado, K r = f K podría ser, y en verdad puede ser, 
positiva o negativa. Para un medio no conductor y campos estáticos, es positiva 
y mayor que 1, pero para campos altemantes en metales, puede ser menor que 1, 
cero, o negativa. Ejemplos específicos pueden encontrarse en d capítulo 19 ; por 
ahora, simplemente tomaremos K y g como están dados, reconodendo que en 
cualquier material dependerán de la frecuenda cu. 

Las ecuaciones anteriores son exactas pero complicadas; por tanto, es con¬ 
veniente conocer ciertas aproximaciones. Con mucha frecuenda, una u otra de las 
siguientes aproximaciones es válida: 

1. Kj 4: |K r |, /C r >o|tü>| 

n^JY r , k = Kj/2n4n. (17-53) 


* Las Dotaciones más comunes son K = Ki + iK 2 o K = K' + iK ", pero queremos reservar los 
sabindices y las primas para otros propósitos en el siguiente capítulo. 
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2 . |/C r |,K r <0 

k=s/^K r , n = KJ2k k. (17-54) 

3. 

n^k^^/KJÍ. (17-55) 

Por ejemplo, (1) es válida para un buen aislador hasta frecuencias muy bajas, 
esencialmente c. d. (estrictamente sólo c. d. para un aislador perfecto con g = 0), 
y da n = ^[k como para un medio no conductor. La aproximación (2) es 
válida para metales en la parte infrarroja superior dei espectro de frecuencias, 
mientras que (3) es válida para metales a frecuencia de microondas y más bajas. 
La frecuencia que divide los dos últimos casos es cu ^ 1 /t, donde r es el tiempo 
entre colisiones de los electrones libres. Para metales puros a temperatura ambiente, 
1/t & 10 14 s _1 . 

En problemas eléctricos donde la profundidad de penetración resulta de im¬ 
portância, se aplica generalmente el caso (3). La ecuación (17-49) muestra que 
la «onda» es muy fuertemente atenuada en términos de la longitud de onda. 
En términos de la distancia absoluta, la ecuación (17-48) resulta ser para este caso 



Mientras co se aproxima a cero, ô se hace infinita, consistentemente con nuestros 
primeros resultados acerca de que el campo E y la densidad de corriente son 
uniformes en un conductor (no un superconductor*) para c. d. y también esen¬ 
cialmente para corriente de 60 Hz. Sin embargo, a altas frecuencias, ô se hace 
muy pequena en el intervalo de validez de la ecuación (17-56). 

La plata refinada, por ejemplo, tiene una conductividad 



g = 3 x 10 7 S/mt 

a frecuencias de microondas. A una frecuencia de IO 10 Hz, que está en una región 
común de microondas, la profundidad de penetración es 


ô = 


(2n x 10 lo )(3 x 10 7 )(4 tt x IO" 7 ) 9-2 * 10 ’ 


cm. 


* Esta profundidad de penetración no tiene relación con la profundidad de penetración que se 
discutió en el capítulo 15. 

T Un Siemens (S) es el recíproco de un ohm; es una unidad de conductancia o resistência recí¬ 
proca (véase Cap. 7). El Siemens se llamaba antiguamente mho. 
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Por tanto, a frecuencias de microonda la profundidad de penetración en la plata 
es muy pequena y, en consecuencia, podría esperarse que la diferencia de resultados 
entre un elemento de plata pura y otro de latón plateado fuera despreciable. Este es 


realmente el caso, y la técnica de plateado se utiliza para reducir el costo de material 


de alta calidad en elementos de guia de ondas. 

Como segundo ejemplo, calcularemos la frecuencia a la que la profundidad de 
penetración en agua de mar es de un metro. Para el agua de mar, /i = Mo y 9 ^ 4.3 
S/m. La expresión para la frecuencia correspondiente a una profundidad de penetra¬ 
ción dada es 


3.70 x 10 5 


2 


2 


-1 


4.3 x 4 tc x 10 7 õ 2 S 



que da 


/= 58.6 x 10 3 Hz, 


o sea, una frecuencia de 60 kHz para una profundidad de penetración de un 
metro. Si un submarino está equipado con un receptor de muy alta sensibilidad 
y si se utiliza un transmisor de mucha potência, es posible comunicarse con un 
submarino sumergido. Sin embargo, debe utilizarse una radiofrecuencia muy baja, 
y aun entonces se produce una fuerte atenuación de la senal. A cinco profundidades 
de penetración (5 m en el caso calculado anteriormente), solo queda el 1 por 100 dei 
campo eléctrico inicial y sólo el 0.01 por dento de la potência incidente. 

El caso anómalo K = 0, que hasta ahora hemos excluído, permite la existência 
de una onda longitudinal como el caso opuesto de una transversal (problema 17.14). 
En dicha onda V • E =/= 0 (por más que V • D = 0), de modo que la densidad de 
carga de polarización no se anula, como en el caso de la onda transversal; única¬ 
mente una densidad de carga puede originar un campo longitudinal. Tales ondas 
son de alguna importância en plasmas; la^ oscilación electrostática discutida en 
la sección 14.6 es un ejemplo. 


*17.5 ONDAS ESFERICAS 


Como ejemplo de un problema ondulatorio más difícil, donde de hecho no es fácil 


hallar ni siquiera las ondas elementales, consideremos la ecuación de onda en coor¬ 
denadas esféricas. La ecuación de onda para el campo eléctrico en el vacío es 


Para ondas monocromáticas, la ecuación para la parte espacial se convierte en 



(17-58) 
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La dificultad de utilizar coordenadas esféricas es que nos gustaria expresar el 
vector E(r) en función de las componentes radial, azimutal y meridional, expresada 
cada una como función dei radio, azimut y colatitud. Si se hace esto, entonces 
no es suficiente usar la expresión para el laplaciano en coordenadas esféricas en 
la ecuación (17-58); en lugar de esto, es necesario definir el laplaciano de un 
vector por 


V 2 E = -V x V x E + VV*E 


(17-59) 


La divergência de E es aún cero; sin embargo, la componente radial de V x V x E 
no sólo contiene a la componente radial de E, sino también a sus componentes 
azimutal y meridional. Las componentes 8 y <f> son similarmente complicadas 
y el resultado final es de tres ecuaciones diferenciales parciales simultâneas en 
las que intervienen las tres componentes de E. La separación que sucede en 
la ecuación vectorial de Laplace en coordenadas rectangulares no sucede en coor¬ 
denadas esféricas; de hecho, es peculiar de las coordenadas rectangulares. Sin 
embargo, debe senalarse que se pueden utilizar las componentes rectangulares de E; 
en este caso, se escribirían: EJr, 8 , </>), E^r, 8 , <£), E z (r, 0, </>). 

Un procedimiento sencillo evita la dificultad expuesta antes. Consideremos 
la ecuación escalar de Helmholtz: 



(17-60) 


cuyas soluciones son fáciles de encontrar, como veremos en seguida. Supongamos 
que ^ es cualquiera de las soluciones; entonces E = rx satisface la ecuación 
vectorial de Helmholtz, ecuación (17-58): 



(17-61) 


Para verificar esto, obsérvese la identidad 


E = rxVi|/=-Vx (n/f), 

que se desprende de la identidad vectorial 


(17-62) 


V x (F<p) = x F — F x V<p 


(17-63) 


y 


V x r = 0. 


(17-64) 


Ya que la divergência de cualquier rotacional es cero, sólo es necesario con¬ 
siderar el término rotacional de la ecuación (17-61). El rotacional de E puede 
encontrarse utilizando la identidad vectorial 


V x (F x G) = F V • G - G V • F + (G • V)F - (F • V)G (17-65) 
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para obtener 

V x (r x Vi j/) = rVV - V 1 / 1 V ■ t + (\ip ■ V)r - (r • V)Vi/i. (17-66) 

Como se demostro en el problema 1.13, (A*V)r = A para cualquier vector A; 
además, la divergência de r es tres (3). El primer término de la ecuación (17-66) 
puede reducirse utilizando el hecho de que ^ satisface la ecuación escalar de 
Helmholtz, quedando así solo el último término como posible fuente de complejidad. 
La identidad vectorial 

V(F • G) = (F ■ V)G + (G • V)F iFxVxG + GxVxF, (17-67) 
con F = r y G = \i// 9 dá 

V(r • Vtfr) = (r • V)V^ + (V^ • V)r (17-68) 

Los dos últimos términos de la ecuación (17-67) se anulan, porque el rotacional de 
cualquier gradiente es cero, como lo es el rotacional de r U tilizan do estas relaciones 
en la ecuación (17-66) se obtiene 

V X (r X Vi/0 = - np - 3Vi/í + - V(r • V^) + (17-69) 

Finalmente, tomando el rotacional de la ecuación (17-69) obtenemos 

V X V x (r X Vi/0 = - I" j v x rip = J rxVf (17-70) 

que es exactamente la ecuación vectorial de Helmholtz. No se ha utilizado explí¬ 
citamente el sistema de coordenadas esféricas; sin embargo, como r es normal 
a una superfície de radio constante en coordenadas esféricas, podría esperarse 
que la solución r x Vf fuese particularmente útil en este sistema. De hecho, no 
es muy útil en otros sistemas coordenados. 

Habiendo encontrado que r x es una solución de la ecuación vectorial 
de Helmholtz, siendo \j/ una solución de la ecuación escalar de Helmholtz, es 
pertinente averiguar cómo pueden utilizarse dichas soluciones para construir ondas 
electromagnéticas. El procedimiento es muy sencillo. La variación espacial dei 
campo eléctrico se toma en la forma 

E = r x Vi/r. (17-62) 

El campo magnético debe elegirse de modo que, junto con E, satisfaga las ecua- 
ciones de Maxwell. Para esto, expresamos la ecuación (17-5) como 


V x E = ico B, 


(17-71) 
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donde se ha supuesto la dependencia estándar dei tiempo e~ ia)t . La ecuación (17-69) 
da explícitamente el rotacional de E o, en una forma más abreviada, 

B = -i ^ V x (r x Vi//). (17-72) 

Como la divergência de cualquier rotacional se anula, la ecuación (17-4) se satis- 
face. El que la ecuación (17-6) se satisfaga es evidente dei hecho de que E y B 
son ambas soluciones de la ecuación de onda, que a su vez representa una 
combinación de las ecuaciones (17-5) y (17-6). 

La solución representada por las ecuaciones (17-62) y (17-72) no es la más 
general que puede deducirse de una i p dada. Otra solución se obtiene sustituyendo 


B' = - r x S\p 
c 

y obteniendo el campo eléctrico de la ecuación (17-6), 

E' = - V x (r x Vi p). 
io 


(17-73) 


(17-74) 


Las consideraciones anteriormente detalladas ponen de manifiesto que E', B' for- 
man una solución a las ecuaciones de Maxwell, al igual que lo hacen e' B. Las 
soluciones difieren en que E en cualquier punto es tangente a una superfície es¬ 
férica que pasa por ese punto y tiene su centro en el origen de coordenadas; 
por otra parte, B' tiene la misma propiedad. Estos hechos conducen a la solución 
E, B que se llama a veces transversal eléctrica (TE), y E', B' transversal mag¬ 
nética (TM); lo que indica «transversal» es «perpendicular a la dirección ra¬ 
dial». 

En los apartados anteriores, el problema de resolver la ecuación vectorial de 
Helmholtz se ha reducido al de resolver la ecuación escalar de Helmholtz. En 
coordenadas esféricas, esto se logra por la técnica de separación de variables ya 
familiar de los problemas de potencial (Cap. 3). En función de las coordenadas 
esféricas, la ecuación escalar de Helmholtz es 


d 2 ip 
1 sen 2 9 õ(j) 


2 n ÍT2 + * V = 0, 


(17-75) 


1 õ I 2 dip \ 1 õ I di// \ 1 

r 2 dr\ dr/r 2 sen 9 d9 y 86 ” d9 ) + r 2 sen 

donde k 2 = (co/c) 2 y se supone que ip tiene la forma 

<A = R(r)Q(9p((p). (17-76) 

Sustituyendo esta forma supuesta de ip en (17-75) y dividiendo por ip se tiene 

d _ d& 1 


2 „ d 2 dR 1 ^ „ uv ^ 

sen 9 — r 2 — + — sen 9 — sen 9 — + 


dr dr ©' 


d9 


d9 <D dcp 


+ K 2 r 2 sen 2 9=0, 


(17-77) 
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después de multiplicar por r 2 sen 2 9. El tercer término depende sólo de </> y éste 


es el único término que depende de </>. En consecuencia, este término debe ser 
una constante, que se elige como — m 2 . En otras palabras, 



(17-78) 


donde el subíndice m sirve para indicar que • depende de m. Volviendo a es- 
cribir la ecuación (17-77) utilizando (17-78), se tiene 


Los dos primeros términos dependen sólo de r, mientras que los dos últimos 
dependen sólo de 0. Por tanto, la suma de los dos últimos deben ser una constante, 
que se elige como —/(/ + 1). La suma de los dos primeros términos debe ser, por 
supuesto, 1(1 + 1). Por tanto, resultan dos ecuaciones: 



(17-80) 


y 



(17-81) 


Las soluciones de la ecuación (17-78) son bien conocidas: 



(17-82) 


Las soluciones de (17-80) son menos conocidas, pero ya se han encontrado algunas 
en el capítulo 3, donde se discutieron las soluciones para m = 0. Estas soluciones* 
son los polinomios de Legendre P t ( cos0). Las soluciones de (17-80) para m ^ l 
arbitraria se llaman polinomios asociados de Legendre. Pueden definirse por 


P7( U )=(i-u 2 r i2 ~PH 


(17-83) 


siendo u = cos 9 . Es evidente que P,°(u) = P,(u), el polinomio comente de Legendre. 
Para m ^ 0 las funciones se dan en la tabla 17.1. 


* En el capítulo 3 estas funciones se escribieron como P/(0). Sin embargo, como los polinomios 
de Legendre son polinomios en cos 0, es más común escribir P,(cos 0); seguiremos esta regia en el pre- 
mte capítulo, así como en los siguientes. 
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Finalmente, debe considerarse la ecuación (17-81). El cambio de variable de r 
por< = Kr se realiza fácilmente; la ecuación resultante es: 


dç aç 


(17-84) 


Tabla 17.1 Polinomios asociados de Legendre, 
PT(u), siendo u = cos 0 


Función 


Designación 


Po(u) 

PA») 

Pi(«) 

P2(») 

PM«) 

pU») 

p 3 (») 

PA») 

PU») 

p](») 


u = cos 0 


(1 — u 2 ) 112 = sen0 
4(3 u 2 - 1) = i(3 cos 20 + 1) 
3u(l - u 2 ) 1 ' 2 =\ sen 20 
3(1 - u 2 ) = Kl - cos 70) 
4(5 u 3 - 3 u) 

4(1 - u 2 ) I/2 (5u 2 - 1) 
lSu(l - u 2 ) 

15(1 - u 2 ) 3 ' 2 


La sustitución R t = 1/2 2, transforma esta ecuación en 



(17-85) 


Esta ecuación, que es muy familiar a los físicos matemáticos, se llama ecuación 
de Bessel. Las soluciones de la ecuación también son bien conocidas, y han sido 
extensamente investigadas y hasta tabuladas. Las soluciones comunes se representan 
por J,+ ll 2 (Kr) y N )+ i/ 2 (Kr) y se conocen, respectivamente, como la función de 
Bessel y la función de Neumann, de orden l + 4- Para propósitos de la ecuación 
de onda, es extremadamente conveniente definir las funciones esféricas de Bessel por 


j,{} cr) = y/nJÍKrJ, + 1 /2 (kt), nfar) = ^/n/licr N l+ll2 (Kr)-, (17-86) 


y de éstas, a su vez, obtenemos 


h\ u (Kr) = j,(Kr) + in,(Kr), h\ 2) = j,{Kr) - in,(icr). (17-87) 


Las funciones jfocr), n,(icr), h\ l) (icr) y h\ 2) (Kr) son todas soluciones de la ecuación 
radial (17-81). Estas funciones están tabuladas para / = 0, 1 y 2 en la tabla 17.2. 
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El gradiente de \j/ 1 0 es 



La porción espacial dei campo eléctrico es 


E = r x Vi/^o = -a^£ 0 ^ Kr 


1 i n 

-h -y-y sen 0, 

Kr Kr 


(17-91) 


donde E 0 se ha introducido para hacer que la ecuación sea dimensionalmente 
correcta. Las superfícies de fase constante, Kr = constante, son esferas. (Sin embargo, 
las de amplitud constante no lo son.) La dependencia espacial de la inducción 
magnética está dada por 


B= -i - V x E 



(17-92) 


Como se verá posteriormente, éstos son justamente los campos (TE) producidos 
por un dipolo magnético que irradia. Es interesante observar que solo las partes de 
E y B que son proporcionales a l/r contribuyen a la radiación neta. Todos los de- 
más términos dan términos en el vector de Poynting que caen mucho más rápida- 
mente que l/r 2 y, en consecuencia, tienen integrales que se anulan sobre super¬ 
fícies esféricas a medida que los rádios de estas superfícies esféricas tienden hacia 
infinito. Las soluciones de la onda esférica son particularmente importantes al 
considerar la radiación procedente de fuentes acotadas, que se tratará desde otro 
punto de vista en el capítulo 20. 

17.6 RESUMEN 

Las soluciones de onda transversal de las ecuaciones de Maxwell se expresan 
en forma sencilla en términos de ondas planas, 


E(r, t) = Êe~ i(oyt ~ K ' T \ 
B(r, t) = 


Estas soluciones existen para cualquier frecuencia co y amplitud Ê, siempre que 
k - Ê = 0. La magnitud de k está determinada por la relación de dispersión 
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transversal, aun cuando esta dirección es arbitraria. El vector k (parte real) espe¬ 
cifica la dirección de propagación y la longitud de onda (A = 2i z/k). El campo B 
de la onda está determinado por otras cantidades. 

1- En el vacío, la relación de dispersión es 

K = CO/C, 

donde c = c 0 , /i 0 es la velocidad de la luz. Los vectores k, E, B forman un 

conjunto ortogonal de mano derecha. La magnitud de B es 


B = E/c 


en cualquier instante. Si las dos componentes de E (en el plano perpendicular 
a k) están en fase, la polarización es lineal; si están fuera de fase, es elíptica. 
La magnitud dei vector de Poynting y la densidad de energia están relacionadas por 

S = cu , 

y la dirección de S está a lo largo de k, 

2. Todos los resultados anteriores son válidos para médios dieléctricos lineales 
(no conductores, no magnéticos), aun si se reemplaza c por c/n, donde el índice 
de refracción n está relacionado con la constante dieléctrica K por 

n = y/K- 

(En un medio magnético lineal, n = yjKK m , pero esta generalización tiene escasa 
utilidad.) 

X En un medio conductor, los mismos resultados formales son válidos si la 
constante dieléctrica compleja 


K = K + ig/c 0 co = K r + iK t 


m utiliza en lugar de K. Esto tiene como consecuencia que el índice de refracción 


h = n + ik 


j d vector de propagación 


K = K r + (K,- 

lon también complejos. La onda es atenuada: 

E(r, t) = (Êe-* r )c- í(wf -* * r) . 
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En el más sencillo de los casos, /c r = nco/c, K , = kaj/c; pero, en general todas 
las relaciones físicas en (1) son más complicadas. 

4. En general 

K = n 2 . 

U relación entre las constantes ópticas reales y las constantes dieléctricas es: 

K r = n 2 - k 2 , Ki = 2n/c, 

P T de " SCr invertidas ex Plícitamente. El resultado es complicado, a menos 
que se aphquen ciertos casos extremos, como generalmente sucede. 

5. Para conductores, la longitud de atenuación- 


<5 = c/ojk = - 

k2n’ 

tambien llamada profundidad de penetración, es importante. Para conductores al 

;“r meme bue ” os - debaj ° dei i 

n^k^J g /2e 0 (ü 

puede aplicarse, de modo que 

à = y/2/p 0 wg. 

Aqui, g puede tomarse como la conductividad de c. d. 

fcAparte <fe kS ° nd f S Pknas ’ el con j unto más interesante de soluciones de ondas 
vectonales iransversales e s el de las onda» esféricas. Son mucho másTmnlica^ 
pero aplicables en problemas de radiación. P | 

PROBLEMAS 

17.1 Demuestre que si F(r) = Ae“ ■donde A es constante, 

v • F = /K • F, 

V x F = jk x F. 

17.2 Demuestre que para una onda plana en el vacío 


E 

H 


li *o 
*0 


= 377 Q. 


Esta resistenda se llama impedancia de espacio libre . 
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IT3 Dos ondas planas tienen las mismas co, k y amplitud E, pero unas polarizaciones circu¬ 
lares opuestas (es decir, izquierda y derecha). Demuestre que la superposición de las dos 
«idas está linealmente polarizada, con una amplitud 2E. 

11A Bosqueje una figura como la 17.1 para E s = 2£^ con <f> = 30° y con <f> = 60°. 

17.5 La Tierra recibe aproximadamente 1300 W/m 2 de energia radiante procedente dei Sol. 
Suponiendo que la energia está en la forma de una onda plana monocromática polarizada 
1 que incide en forma normal, calcule la magnitud de los vectores de campo eléctrico y 
magnético en la luz solar. 

17.6 Suponga que A y B son vectores complejos. Calcule Re A-Re B y compárelo con 
Re (A ■ B). Demuestre que A • B = 0 no implica que Re A • Re B = 0. 

17.7 Considere dos ondas planas en el vacío con las mismas cu, k y dirección de polarización p, 
fero con distintas amplitudes y fases: E u 0 y £ 2 , <j>. Calcule el promedio temporal dei vector 
ée Poynting S de la superposición de las dos*ondas. Observe el efecto de interferencia de¬ 
tido a la diferencia de fases (p , que no podría ocurrir si las dos ondas tuvieran direcciones 
perpendiculares de polarización. 

17 ^ Considere una onda estacionaria en el vacío que es la superposición de dos ondas 
jdanas de la misma frecuencia, amplitud y polarización lineal, pero con k opuestas. Calcule 
d vector de Poynting S(r, í)_de las ondas superpuestas. (Observe que el origen no es arbi- 
tiario.) i,Cuál es el valor de S? 

17.9 Para una onda plana en un medio conductor 

B = - u x E. 
c 

Suponga que E está elípticamente polarizado, con Ê = E^p + E, s. Demuestre que en cada 
instante de tiempo 

Re E ■ Re B = —^ £ p £ s sen <p. 

17.10 Para metales en la región infrarroja dei espectro, sucede que X, = -X n a una fre¬ 
cuencia de o = g/(—e) » 10 14 s -1 . Calcule las constantes ópticas n y k en fundón de X,- 
para este caso. 

17.11 Para un dieléctrico que llega a ser de interés a altas frecuencias, o para un semicon- 
ductor, sucede que X f = X r . Calcule n y k para este caso, en función de X r Encuentre <5/A, 
la razón entre la longitud de atenuación y la longitud de onda. 

17.12 Demuestre que en un medio casi transparente, de índice de refracción n, la longitud 
de atenuación $ está relacionada con la conductividad g por 

f _ 2 " 
gJno/<-o ’ 

donde = 377 íi. 

17.13 Un vector de Poynting proporcional a E 2 decae como donde a. = 2/<5 se llama 
coeficiente de absorción. La perdida de potência es frecuentemente expresada en dedbelios por 








416 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


metro (dB/m), donde un decibel se define como diez veces el logaritmo de la razón dei flujo 
inicial al flujo final de la energia por unidad de área. 

(a) Demuestre que 


pérdida de potência = 4.34 a dB/m. 

(b) Del resultado dei problema 17.12, calcule la conductividad (óptica, no la de c. d.) que debe 
tener un medio para comunicaciones por ondas luminosas para lograr una pérdida tan baja 
como 1 dB/km, suponiendo que tiene un índice de refracción de n = 1.5. 

17.14 Suponga que la constante dieléctrica K = 0. Demuestre que las ecuaciones de Maxwell, 
sin densidades de carga ni carga exterior tienen una solución longitudinal en la cual H = 0 
y k x E = 0, pero k • E =£ 0. Demuestre que existe una densidad de carga de polarización 
p P = íkc 0 E. (La ecuación K(k,q>) = 0 se llama relación de dispersión longitudinal.) 
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ONDAS 

EN REGIONES LIMITADAS 


las soluciones de las ecuaciones de Maxwell que se encontraron en los capítulos 
precedentes se utüizarán ahora para resolver problemas de interés práctico. Se con- 
■derarán dos tipos de problemas: los problemas con valores en la frontera y los 
de radiación de distribuciones de carga y corriente prescritas. En los problemas 
dd primer tipo, las soluciones de la ecuación de onda homogénea se combinan 
pua satisfacer las condiciones apropiadas en la frontera. En los dei segundo tipo, 
* necesita de las soluciones de la ecuación de onda inhomogénea con fuentes 
^Kdficadas y las condiciones en la frontera son en gran parte dejadas de lado, 
ocepto para la insistência sobre ondas salientes y sobre el hecho de que los 
campos decaen como l/r a grandes distancias. Los problemas dei primer tipo son 
d tema de este capítulo. 


■LI REFLEXION Y REFRACCION EN LA FRONTERA 

DE DOS MÉDIOS NO CONDUCTORES. INCIDÊNCIA NORMAL 

Las ondas electromagnéticas que se propagan en materiales generalmente entran 
a el material a través de una frontera entre éste y otro medio, quizá aire o el 
aado. El tratamiento de este problema requiere de la aplicadón de las condiciones 
a la frontera deducidas en el capítulo 16. Comenzaremos con el caso más sen- 
cRIo: una onda plana que incide perpendicularmente sobre una zona interfacial 
flana de un dieléctrico. La experiencia nos dice que la onda incidente será acom- 
puíada por una onda reflejada y una transmitida; veremos que las condiciones 
a la frontera pueden satisfacerse solo si éstas están presentes. Cada una de las 
toes ondas está obligada a satisfacer las relaciones entre k, E y B desarrolladas 
a la sección 17.1. La situación se ilustra en la figura 18.1. 

En esta figura, E x y H x describen la onda incidente que se desplaza en el sentido 
positivo de z, Ei, Hi describen la onda reflejada que se desplaza en el senti¬ 
do negativo de z y E 2 , H 2 describen la onda transmitida. Se considera qué zona 
mfeerfacial coincide con el plano xy en z = 0, con el medio 1 a la izquierda y el medio 
2 a la derecha. Los campos eléctricos, que primero consideraremos como linealmente 
polarizados en la dirección de x, están descritos por 


Ej =i E^é^ 12 - 03 ^ 


= -i E f íx e' iÍKlz + (a, \ 


E 2 = iE 2x e i{K2Z -< ot \ 


(18-1) 
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4 

2 


t 


Fig. 18.1 Reflexión y transmisión 
con incidência normal. 


donde 


y *2 = n i 


( 18-3 


c 


c 


De la ecuación (17-22), 


B = 


n 


u x Ê, 


c 


donde en este caso u = k para las ondas incidente y transmitida y u = — k pssm 
la onda reflejada, los campos magnéticos asociados con los campos eléctricos m 
las ecuaciones (18-1) están dados por 


cB, =jn i E lx e‘ 
cB', =j niE' lx e 
cB 2 = jn 2 E 2x e‘ 


d* 


Claramente, las ondas reflejadas y transmitidas deben tener la misma frecuena* 
que la incidente si las condiciones en la frontera en z = 0 se satisfacen para ioda 
Puesto que las componentes normales de los campos se anulan, sola mente 
necesario considerar las condiciones en la frontera sobre las componentes a 
genciales. El campo E debe ser continuo en la frontera, de tal modo que de i 
ecuación (18-1) en z = 0 



El campo H también debe ser continuo, y para médios no magnéticos 
= fi 2 = /x 0 ) 1° debe ser el campo B\ 


"i(£i*+ E\ x ) = n 2 E 2x , 


Las ecuaciones (18-4) y (18-5) pueden resolverse simultáneamente para las 
plitudes E' lx y E^ en términos de la amplitud dada E íx de la onda incidente: 
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Las razones de las amplitudes de las ondas reflejadas y transmitidas a la amplitud 
de a onda incidente se determinan completamente por los índices de refracción 
de los dos médios. Estas amplitudes determinan a su vez las amplitudes de los 
campos magnéticos a través de la ecuación (18-3). 

Como sólo son determinadas las razones, es conveniente introducir una nota- 
aon especial para ellas, 



(18-6) 


fi 2 y-íi ? se llaman los coeficientes de Fresnel para reflexión y transmisión de 
mcidencia normal, respectivamente. Los subíndices indican que la onda incide dei 
medio 1 al medio 2. Por tanto, la solución está dada como 


Lo generalmente medible no son los campos £ reflejado y transmitido, sino los 
flujos de energia promedio por unidad de área reflejado y transmitido. Estos 
últimos estan dados por el vector de Poynting y se llaman intensidades de las 
ondas. De acuerdo con Ias ecuaciones (17-34) y (17-36), en cada medio 



(18-8) 


Donde hemos elegido E p — E x , E s = 0. Definiremos la reflectancia R* y la 
mitancia T n para la incidência normal nnr Inc ra7nnAe Antm lor 




(18-9) 


Entonces, de las ecuaciones (18-8) y (18-6), 



(18-10) 



(18-11) 



^ v uvj/ui uvivii. 

Hasta aqui hemos considerado solamente radiación polarizada linealmente. Si la 


onda incidente está polarizada elípticamente, debemos considerar las componentes 

* 
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perpendiculares Ê y = Ê s en cada medio, además de las componentes en x. Elias tam- 
bién satisfacen ecuaciones como (18-6), con los mismos coeficientes de Fresnel. Las 
tres componentes en y están en fase una con otra, aun cuando estén fuera de 
fase con las tres componentes en x. De la ecuación (18-8) observamos que las 
intensidades asociadas con las componentes x(p) e y(s) simplemente se suman 

S = S p + S s , (18-12) 

independientemente de la diferencia de fase entre las componentes p y s; es decir, 
independientemente dei grado de polarización elíptica. De aqui que las ecuaciones 
(18-9) a (18-11) sean válidas por separado para cada componente de polarización y 
también para las intensidades totales. 

Para una zona interfacial típica de aire y vidrio, donde n 2 = 1.5 y = 1 , 
los coeficientes de reflexión y transmisión son 

R n = 0.04 y T n = 0.96. 

Por tanto, como es de esperarse de la ecuación (18-11), toda la energia incidente 
es reflejada o transmitida; no hay lugar para almacenar energia en la zona inter¬ 
facial. Un hecho de mayor interés se obtiene al examinar la ecuación (18-6); esto 
si n 2 es mayor que n u la primera razón es positiva. Esta es precisamente la 
manifestación familiar de la óptica en la que hay un cambio de fase de n radianes 
en la reflexión desde un medio «más denso», pero no hay cambio de fase en la 
reflexión desde un medio «menos denso». 

Como segundo ejemplo, tenemos que en el agua n 2 = 1.33 para la luz visibk; 
de modo que R n = 0.02. Sin embargo, por debajo de w ^ 10 11 s~\ K 2 = 81. Paia 
frecuencias de radio, el agua pura se aproxima a un no conductor (caso 1 en la 
sección 17.4) y, por tanto, n 2 = >Jk^ = 9, 

R n = 0.64. 

Para el agua de mar, un conductor mejor, la reflectancia es mucho más grande 
aún, como encontraremos en la sección 18.4. 


18.2 REFLEXIÓN Y REFRACCION EN LA FRONTERA 

DE DOS MÉDIOS NO CONDUCTORES. INCIDÊNCIA OBLICUA 

Un caso más general que el discutido en la sección anterior es el de la reflexióo 
de una onda plana que incide oblicuamente por el plano de una zona interfacial 
de un dieléctrico. La consideración de este caso nos lleva a tres leyes ópticas 
bien conocidas: la ley de Snell, la ley de reflexión y la ley de Brewster que rigo 
la polarización por reflexión. 

La situación es descrita por la figura 18.2, si los vectores de propagación k,, 
k i y k 2 son coplanares y permanecen en el plano xz, los vectores de campo 
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1 %. 18.2 Reflexión y refracción: 
■ádencia oblicua. El plano xz 
cs el plano de incidência. Los vectores 
■i. HlyH 2 están dirigidos hacia 
rfbera dei papel. 



2 


=sctrico E], E; y E 2 también permanecen en este plano*. Los campos eléctricos 
4c las ondas incidente, reflejada y transmitida están dados por 


Ej = Ê lp e i{Kir ~ m, \ 
Ei = Ê' lp e i(K, ' r ~‘° , \ 
E 2 = Ê 2p e í(K2 ' r_ “ ,) , 


(18-13) 



■» = K 1 U 1 . etc -> y el normal unitário en la frontera es n = k, El plano definido 
por Kj y n se llama plano de incidência y su normal está en la dirección de 
«! x n. La componente de polarización p se ha elegido paralela al plano de 
•ciaencia (p de «paralela»). En general, existe también una componente de la am- 


pfctud s (que no se muestra en la Fig. 18.2) para cada onda, Ê tl = £ ljSl , t\, = 

^ = Ê 2s s 2 . Para cada una de las tres ondas s = uxpyp = sxa,de modo que 


S 1 S 1 — S 2 — j- 


(18-14) 


Las componentes s son perpendiculares al plano de incidência (s por la palabra 
afcmana senkrecht, que significa «perpendicular»), 

Con incidência oblicua, es claro de la ecuación (18-13) que no sólo las ondas 
RUejada y transmitida deben tener la misma frecuencia que la onda incidente, 
sino también que las fases deben ser las mismas en cualquier parte de la frontera: 


K i ’ r — K i • r — k 2 • r sobre la frontera. 


(18-15) 


• Se demostrará que los vectores de propagación son siempre coplanares. El campo vectorial eléc- 

. n TTIQ C aro 1 nna/la - r 



trioo más general puede resolverse en una componente en el plano 
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Esta condición tiene tres conseçuencias interesantes, que ahora deduciremos algebrai- 
camente. Necesitamos una expresión algebraica dei hecho de que la ecuación (18-15) 
es válida solo en la frontera z = 0on*r = 0. Consideremos la identidad vectorial 

n x (n x r)= (n • r)n — r. 

En cualquier parte de la frontera, n • r = 0, 

r = — n x (n x r), 

y, por tanto, sustituimos esto en la ecuación (18-15) 

k 1 • r = —Kj • n x (n x r) = — (kj x n) • (n x r) 

y así en forma semejante para los otros miembros de la ecuación (18-15). Como 
r es un vector arbitrário sobre la frontera, la ecuación (18-15) puede aplicarse 
si y sólo si 

K| x n = Kj x n = k 2 x n. (18-16) 

Esto implica primeramente que permanece en el plano de incidência, ya que la 
normal al plano que definen k\ y n es paralela a la normal dei plano de in¬ 
cidência; así mismo k 2 está en el plano de incidência. Es decir, n, k 19 k'j y k 2 son 
todos coplanares. La ecuación (18-14) está justificada y s = j es el valor unitário 
normal dei plano de incidência. Ahora, el ângulo de incidência 0j está dado por 

Kj • n = Kj COS 0j, 

y también 

Kj • n = —Kj COS 0J, 

k 2 ■ n = k 2 cos 0 2 . (18-17) 

Por tanto, 


I *i x n | = k, sen 0 U | k', x n | = k\ sen 0\, 

|k 2 x n | = k 2 sen 0 2 , 

y la ecuación (18-16) implica que 

k\ sen 0j = Kj sen0j = k 2 sen 0 2 . 

la magnitud de k[ de la onda reflejada es igual a la de Kj de la onda incidente 
ya que ambas se propagan con la misma frecuencia en el mismo medio. Entoncei 


0j = 0j, 




(18-18) 
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el ângulo de reflexión es igual al ângulo de incidência. De las relaciones de dis¬ 
persión, ecuaciones (18-2), la segunda igualdad nos da 

n l sen 0 X = n 2 sen 0 2 * (18-19) 

Esta es la ley de Snell. Observe que ninguna de estas tres consecuencias depende 
de las condiciones en la frontera para los campos eléctricos y magnéticos deduddos de 
las ecuaciones de Maxwell. Las dos primeras deben aplicarse a cualquier tipo 
de onda; la tercera, la ley de Snell, depende de la reladón de dispersión particular 
para las ondas. 

Para deducir los coeficientes de Fresnel que nos darán las razones entre las 
amplitudes de los campos para la incidência oblicua, necesitaremos las condiciones 
en la frontera sobre las componentes tangenciales de los campos. (Las condiciones 
sobre las componentes normales resultan ser satisfechas automática mente.) Para 
expresar la componente tangencial de la amplitud dei campo E en forma vectorial 
consideremos la identidad vectorial 

n x (n x Ê) = (n • Ê)n — Ê, 


Ê = (n ■ Ê)n - nx(nxÊ) 

Como (n * Ê)n es justamente la componente normal de Ê, ei resto tiene que ser 
la componente tangencial, — n x (n x Ê), para cualquier vector Ê. Entonces la 
condición en la frontera sobre el campo E se convierte en 

n x (Êj + Êi) = n x Ê 2 (18-20) 

después de cancelar las exponenciales (por la ecuadón 18-15) y ■ x. Como he¬ 
mos supuesto que el medio no es magnético, también se requiere la cantinuidad 
dei campo B tangencial, 


n x (Bi + B'i) = n x Ô 2 . (18-21) 

Las ecuaciones rotacionales de Maxwell relacionan Ê y ô entre si en cada medio. 
Con las relaciones de dispersión, ecuaciones (18-2), estos toman la forma de la 
ecuación (17-22): 


a n - 

Ê = - u x E 

c 


(18-22) 


o su equivalente 


Ê = —- u x B. 
n 


(18-23) 
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Si, por ejemplo, sustituimos la ecuación (18-22) en la ecuación (18-21), esta se 
transforma en 

n x n x (ux x Ê x + u\ x Êj) = n 2 n x (u 2 x Ê 2 ). (18-24) 

Las ecuaciones (18-20) y (18-24) son un par de ecuaciones vectoriales, que se 
deben resolver para Êj y Ê 2 en términos de Ê 1( Podemos desarrollar el triple 
producto vectorial: 

n x (uj x Êx) = (n • Ê x )ui - (n • Ux)Êi 

y similarmente para los otros. Para la componente s, Êj s , para la cual n • Ê is = 0, 
esta expresión se simplifica considerablemente: 

n x (ui x Ê ls )= -cos 0!Ê ls , 

ya que n-Uj = cos 8 U de la ecuación (18-17). Por tanto, para la componente s 
de la ecuación (18-24) se tiene 

n i(cos e i Ê u - cos e\ Ê'J = n 2 cos 0 2 Ê 2s , 


y como 0i = 0 U 


”i cos 0 i( Ê i s “ É 'u) = n 2 cos 9 2 É 2s . (18-25) 

Tomando el producto cruz de la ecuación (18-20) con n se obtiene para la com- 
ponente s 

Ê ls + Ê' ls = Ê 2s . (18-26) 

Dicha simplificación no sucede para la componente p y, por tanto, no hay olra 
salida que considerar las dos componentes de polarización separadamente. Ha- 
remos la simplificación correspondiente para el caso polarizado p y sustituyendo la 
ecuación (18-23) en la ecuación (18-20), 

1. Polarización s. Las ecuaciones (18-25) y(18-26)se resuelven fácil mente en forma 
simultânea. Obtenemos 


r 12s 


ti ?c - 


12 S Ê ls , 


(18-27) 

cos 

— «2^ cos $2 


«i cos 0 t 

+ n 2 cos 0 Z ’ 

(18-28) 

2 th 

cos 0i 


cos 

+ n 2 cos 9 Z 

(18-29) 


donde 
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LI T l6 ' P : C “ and ° t0d ° S 108 vectores £ P errna necen en el plano de in 
adenaa, la ecuacon (18-22) nos muestra que los vectores B correspoEtes per 

Se herh 1*?° í 3 dirección s ' La elecc ‘dn de los vectores E en Ia figura 18 2 
fue hecha de tal modo que todos los vectores B correspondientes apunfen en la 
^ireccjon -fj Esta vez susmuinjos la ecuadón (18-23) en ia ecuación (18-20). Como 
ls n "íjf n * ® 2 i> e l resultado se simplifica 


cos — B| S ) = ~ cos 0 2 Ê 2x . 

Además, la ecuación (18-21) se reduce a 


«2 


(18-30) 


Bj, + B' u - Ô 2s . (18-31) 

Podemos escribir las soluciones de las ecuaciones (18-30) y (18-31) como 


®Í. = »-12,Ô 1 .. B 2s = — Í,2„B 


donde 


2 ji®!.. (18-32) 

(18-33) 
(18-34) 

e r adÓn (18 ‘ 32) en esta forma ^ modo que cuando calculemos las 
agmtudes de los vectores E de la ecuación (18-23) obtengamos 


r = n 2 cos 0 Í — cos 0 2 
12p n 2 cos 9, -f íiTcõs^ ’ 

t 2 n 1 cos 9, 

l l2p -- — --- 

n 2 cos 0! + „ cos 0 2 


È\ P = r l 


2pElp> 


&2 p — t! 


2pÊip. 


(18-35) 


De aqui que las ebuacmnlU«§aJ a (1 * £ 

pa a la incidência normal. La ecuación (18-29) llega a ser idêntica a Ia Í18 341 
pero de la ecuación (18-28) encontramos tme r = _, „ , * " f. 18 ' 34 ^ 

rresuUadò a f nCÍdenCÍa n ° rmai ’ d P ' an ° de «2 ^definido y ^'"tamo" 

el resultado fistco tiene que ser independiente de la polarizacion. L dtferS 

«oVàt 'Srrí, * p°**«*».«—*«. 

este término. ^ P a 8 aci ón* Nosotros evitaremos por completo 
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apaiecen solamente porque E Ip y E' tp apuntan en direcciones opuestas en la fi¬ 
gura 18.2 cuando tiende a cero, mientras que E ls y E' ls apuntan en la mísma 
dirección. Para la polarización s, los coeficientes de Fresnel son relaciones entre 
los vectores £, ecuación (18-27); para la polarización p son relaciones sólo entre 
sus magnitudes, ecuación (18-35), ya que todos los vectores E apuntan en diferentes 
direcciones con incidência oblicua. Utilizando la ley de Snell podríamos escribir 

cos e 2 = V 1 - (niWsen 2 0„ 

y con esto expresamos los coeficientes de Fresnel completamente en términos de 
los parâmetros dei material n u n 2 y el ângulo de incidência dado d 2 . 

Las relaciones entre las intensidades pueden obtenerse nuevamente de los coe¬ 
ficientes de Fresnel, tratando por separado cada una de las componentes de pola¬ 
rización. Definiremos la reflectancia y la transmitancia como las componentes de 
los promedios temporales de los vectores de Poynting que son perpendiculares 
a la frontera, con respecto a la componente normal dei vector de Poynting 
incidente*, 


n 

s "nS ls ’ 

T n-S 2s 
s "n-S ls ’ 

(18-36) 

n _ n ’ 5'ip 
P_ n-S lp ’ 

T n ‘ S * P 
P “n-S,/ 

(18-37) 

En términos de los coeficientes de Fresnel, tenemos 


Rs = ri 2 „ T s 

n 2 cos 0 2 2 

— o íiis» 

n l cos di 

(18-38) 

R P = r 2 i2 P , Tp 

n 2 cos 0 2 2 

COS 0J íl2p 

(18-39) 

Las identidades 



Rs + T s = 1, 

R P +T P = 1, 

(18-40) 


son válidas para la incidência oblicua en un no conductor. 


* En el medio 1, S = (. E x + Ei) x (1^ + H\). Es posible demostrar que en un medio no conductor 
(el único caso que consideraremos) 


n • (Ei x Hi + Ei xH t ) = 0 

de modo que n-S = n*(S t + Si) y es significativo separar los vectores de Poynting. 

t En ocasiones, la reflectancia y la transmitancia se defínen como las razones entre Las magnitudes 
de los vectores de Poynting en vez de las componentes normalcs. Esto no produce câmbios en K, 
pero quita el factor (cos 0 2 /c° s ^ 1 ) a T. 
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Para ciertos propósitos, es más conveniente tener los coeficientes de Fresnel 
en la siguiente forma: 

__ sen {0 2 — f?j) 

ri3,- sen(0 3 + 0 1 )' < 18 ' 41 ) 

2 cos 0 j sen 9 2 

l,2s ~ sen J0^+ 9 j ’ (18-42) 

r _ tg (Bj -e 2 ) 

i2p tg(9 t + e 2 y (18 ‘ 43 > 

_ 2 cos 0 1 sen 0 2 

12p sen (0 X + 0 2 ) cos — 0 2 ) (18-44) 

Es fácil ver que son equivalentes a las formas anteriores utilizando identidades 
trigonométricas y la ley de Snell. 


18.3 ANGULO DE BREWSTER. ANGULO CRITICO 

Consideraremos en seguida la dependencia de R y T con respecto al ângulo de 
incidência para el caso de dos médios no conductores, utilizando los coeficientes 
de Fresnel deducidos en la sección anterior. En todo caso, T = 1 — R, de modo 
que discutiremos solamente R. Como ya hemos visto, en el caso de incidência 
normal 6,= 0: La polarización no importa, y R es mayor cuando la razòn n 2 n, 
difiere más de la unidad. Para una incidência rasante, 0, = jt/2, cos 0, = 0 y 
= 1 = R p , como puede verse muy fácil mente de las ecuaciones (18-28) y (18-33). 
Cerca de la incidência rasante, la reflectancia es grande; esta alta reflectancia 
es la causa de que un lago tranquilo se asemeje a un espejo. Para ângulos 
intermédios de incidência, existen dos ângulos de interés particular. 

Puede existir 'un caso de reflectancia cero? Las ecuaciones (18-41) v (18-43) 
muestran que lo puede haber. Si 0 ( = 0 2 , entonces tg(0, — 0,) = 0 = sen (0, — 0 ) y 
no hay onda reflejada. Desgraciadamente, esto puede ocurrir solamente st n 1 
es decir, si los dos médios son óptícamente indistinguibles. Si. por otra parte! 
( ', + ° 2 7 entonces £ 8 (^i + 6 2 ) es infinito y la amplitud de la onda refiejada de 
polarizacion p es cero nuevamente. En este caso los médios son ópticamente distin- 
guibles. Puesto que la polarización s, E perpendicular al plano de incidência es 
parcialmente reflejada, la luz no polarizada incidente en un ângulo que satisfàga 
0 l + 0 2 = zr/2, será polarizada por la reflexión. La ley de Snell 

n 2 sen 0 l = n 2 sen 0 2 , 

nos da la forma para determinar el valor de 0 2 . Utilizando 0 2 = n/2 - 0, en la 
ley de Snell se tiene 

sen 0 B = n 2 sen|| - 0 B I = n 2 cos 0 B , 
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O 


bien por 



(18-45) 


La cantidad 0b se llama ângulo de Brewster; la relación entre éste y los índices 


de refracción, dada en la ecuación (18-45), es conocida como la ley de Brewster. 
La polarización en el ângulo de Brewster es un medio práctico para producir 
radiación polarizada, aun cuando no es uno de los más comunes. En la figura 18.3 
los valores de R s y R p se dan gráficamente para todos los valores de 0 U con 

= 1, n 2 = 1.5, como para una zona interfacial de aire y vidrio. En este caso 
el ângulo de Brewster es 0b = 56°. Generalmente, la reflectancia más baja para 
la luz polarizada p es la causa de la utilidad de los lentes polãroid. Como la 
mayor parte de las superfícies reflejantes son horizontales, el plano de incidência 
para la luz reflejada que más brilla y que llega a los ojos es vertical. Bajo la 
suposición de que la cabeza de uno está por lo general erguida, los lentes polarizantes 
son orientados al paso de luz con el vector E en el plano vertical y eliminan 
los reflejos más intensos de la componente s. 

Hay otro caso acerca de la incidência rasante en la que R s = R p = 1. De las 
ecuaciones (18-28) y (18-33) observamos que la reflexión perfecta ocurre para 
02 = n/2, así como para 0 t = tt/ 2. El ângulo de incidência para el cual 0 2 = n/2 
se llama ângulo crítico , 0 X = 0 C . De la ley de Snell 


sen 0 C = — 


(18-46) 


R 


0 


n x 

n 2 



Fig. 183 Reflectancia para 
polarización s y p en una zona 
interfacial de aire y vidrio. 

El ângulo de Brewster 
es & B = 56°. 
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El ângulo crítico es un ângulo real sólo si n 2 < n i, pero par; cualquier par de 
materiales transparentes esto será válido para la incidência sobre uno u otro lado 
de la zona interfacial que los separa. De las ecuaciones (18-45) y (18-46) 

tg Qg = sen 0 C . 

Como tg 0 no está restringido en su valor, siempre existe un ângulo de Brewster 
real; además, ya que tg0 > sen 0, 0 B < 0 c . El caso de una zona interfacial de 
aire y vidrio con n t = 1.5, n 2 = 1 se construye en la gráfica de la figura 18.4. Para 
una incidência dei lado dei vidrio, 0 B = 34° y 0 C = 42°. Para un ângulo de 
incidência mayor que el ângulo crítico, 0, > 0„ la ley de Snell nos da 

sen 0 2 = — sen 0, > — sen 0„. 
n 2 n 2 


Ya que sen 0 C = n 2 /n u esto requiere que 

sen 0 2 > 1. (18-47) 

No hay tal ângulo real, pero esta complicación no es grave y se resolverá en la 
siguiente sección. El resultado es que R s = R p = 1 para todo 6 X > 0 C . Esta reflexión 
perfecta se llama reflexión total interna. Es fácil de observar al mirar a través 
de un prisma o un acuario o cuando se nada debajo dei agua. Esto tiene una 
aplicación práctica importante en la fibra óptica, una fina fibra de vidrio a través 


% 


Fig. 18.4 Reflectancia para 
polarización sypen una 
zona interfacial de aire y vidrio. 
El ângulo de Brewster 
cs 0 B = 34° y el ângulo crítico 
es 6 C = 42°. 







43C FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


de la cual se transmite un haz luminoso, como una guia de ondas para micro- 
ondas. (Véase problema 18.4.) 

Nuestros ejemplos en esta sección han tenido que ver con frecuencias en el 
intervalo de la luz visible y materiales transparentes para los que n = ^/k. Para 
materiales no polares se cumplen las mismas relaciones en todas las frecuencias 
bajas (pero no en el ultravioleta e intervalos de frecuencia más altos). No se 
cumplen en todas las frecuencias bajas para materiales polares ópticamente trans¬ 
parentes compuestos de moléculas polares (como el agua) o iones (como la sal 
gema), ya que K es dependiente de la frecuencia. 


18.4 COEFICIENTES COMPLEJOS DE FRESNEL. 

REFLEXION DE UN PLANO CONDUCTOR 

Las complicaciones que aparecen en la sección anterior para los ângulos de in¬ 
cidência más grandes que el ângulo crítico, esto es sen0 2 > 1, nos conducen a 
considerar los coeficientes complejos de Fresnel. Puesto que cos 6 = yr — sen 2 6 , 
un valor real de sen 8 mayor que 1 implica un valor imaginário puro de cos 8, de 
modo que cos 8 2 en los coeficientes de Fresnel es imaginário y ellos son complejos. 
También podrían ser complejos si el medio 2 fuera conductor, ya que en este 
caso h 2 es complejo. La ley de Snell 


u, sen0, = h 2 scnd 2 

nos demuestra que, entonces, sen § 2 también tiene que ser complejo. Por tanto, 
debemos averiguar si nuestra deducción de la sección 18.2 es válida para ângulos 
complejos e índices de refracción. No bay forma de dibujar la figura 18.2 con 
un ângulo complejo d 2 , así que tenemos que ser cuidadososiacerca dei significado 
geométrico de nuestras conclusiones. No obstante, la deducción no necesita de la 
geometria de la figura. Era completamente algebraica y, ya que todas las relaciones 
algebraicas vectoriales son válidas tanto para cantidades complejas como para 
reales, los resultados son formalmente correctos. Nos relacionaremos únicamente 
con casos en los que uno de los dos médios es transparente, y consideraremos 
que es el medio 1. De esta forma, la ecuación (18-16) se convierte en 

K, x n = k 2 X n, (18-48) 

de tal modo que el plano de incidência tiene una normal unitaria real j y el 
vector de propagación complejo íc 2 no tiene componente en la dirección j: 

K 2 • i = 0- (18-49) 

Esta es una suposición restrictiva, pero la única que es válida en los casos prácticos. 
El ângulo complejo 6 2 está definido algebraicamente por 

k 2 • n = k 2 cos d 2 . 


(18-50) 
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Entonces la ley de Snell se convierte en 

Mj sen#! = h 2 sen0 2 , (18-51) 

donde 

sen 9 2 = y/l - cos 2 Õ 2 . (18-52) 

Todas las manipulaciones algebraicas con las condiciones en la frontera sobre los 
campos E y B son válidas y, por tanto, los coeficientes complejos de Fresnel 
están aún dados por las ecuaciones (18-28), (18-29), (18-33) y (18-34), con h 2 y 
cos 0 2 complejos. Si son expresados en la forma polar 

r l2s = \ri 2 S \e‘*\ r l2p = |r 12p |e ij ', 

y utilizados en las ecuaciones (18-27) y (18-35), 

Ê' ls = |r 12s |<? ils Ê ls , Ê\ p = \r l2p \e iI 'Ê lp , (18-53) 

cs claro que los campos E reflejado y transmitido están fuera de con respecto 

al campo E incidente. Las reflectancias reales para la intensidad HffiniHa» por las 

ecuaciones (18-36) y (18-37) resultan ser 

* 


K = |r 12s | 2 , R p = |ri 2 p| 2 , (18-54) 

puesto que las fases no afectan a los vectores de Poynting dados por la ecua- 
dón (18-8). Es necesario tener mucho cuidado para obtener las transmitandas 
correctas a partir de las cantidades complejas, aunque nosotros no las utilizaremos, 
ya que en la mayoría de los casos no son medibles en médios conductores. En 
lugar de R + T = 1, las identidades 


^12 — — ^2b 
^12 + ^ 12^21 = 1 


(18-55) 

(18-56) 


son útiles cuando un medio es conductor. Estas son válidas para polarizaciones 
sy p. 

Para la incidência normal desde el aire sobre un medio conductor, con n x = 1, 
*2 = n + ik, la reflectancia es 


(n - l) 2 + k l 
(’it+ 1 ) 2 H-fc 2 ' 


(18-57) 


Como toda la energia transmitida es finalmente absorbida en un medio conductor 
semi-infinito, definiremos la absorbancia como 


A = 1 - R. 


( 18 - 58 ) 
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Para incidência normal 


A.= 


4 n 


(n + l) 2 + k 


2 ■ 


(18-59) 


La absorbancia es pequena (alta reflectancia) si«<lon>loik^l. Cuando 
» = k > 1 (caso 3 en la sección 17.4 con = gle 0 a> 1), 



En este caso k ^ jKJl = Jgl2t Q a>, de modo que 


A„ =2y/2ê^õjfg. 


(18-60) 


(18-61) 


Esta se llama relación Hagen-Rubens ; debería ser válida para conductores mode¬ 
radamente buenos en la región de microondas y más bajas y para metales en el 
intervalo infrarrojo, con g la conductividad c. d. Con los mismos valores utilizados 
en el cálculo de la profundidad de penetración de la ecuación (17-56), encontramos 
que para la plata a/= IO 10 s _1 (longitud de onda 3 cm) 


A n = 2^/2(8.854 x 10-“)(2 tt x 10 lü )/3 x 10 7 = 3.9 x 10“ 4 , 
R a = 0.9996. 


Para el agua de mar a / = 6 x 10 4 s _1 , 


A„ = 25 x 10“ 4 , 


R„ = 0.9975. 


Esta alta reflectancia causa otro problema más en la comunicación con submarinos. 
La absorbancia es pequena en estos casos, ya que la profundidad de penetración es 
relativamente pequena; de las ecuaciones (17-48) y (18-60) 

A -~ 4 ’Í’ 

donde /i es la longitud de onda en el aire. En el intervalo de frecuencias de la 
luz visible, para la plata, n = 0.05, k = 3. Para estos valores, la ecuación (18-60) 
no es válida, pero la ecuación (18-59) nos da R„ s 0.98. Valores metálicos más 
típicos son quizá n s 2, k ^ 3 para el níquel, lo que nos da R„ 3 = 0.56. Dichos 
metales parecen completamente brillantes, ya que, aproximadamente, el ojo se 
comporta como un detector logarítmico. Los valores correspondientes para la plata 
y el níquel aparecen en la gráfiça como función dei ângulo de incidência en la 
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figura 18.5. No hay ângulo de Brewster donde R p se anule, pero R p aún tiene 
un mínimo y ésíe es siempre menor que R s . Todavia hay alguna polarización 
por refiexión. La ecuación (18-53) muestra que Ê\ s y Ê\ p tíenen una diferencia 
de fase relativa - « p . Por tanto, aunque la onda incidente sea fínealmente pola¬ 
rizada, la onda reflejada para incidência oblicua puede llegar a ser elípticamente 
polarizada. 

La onda transmitida es importante en problemas tales como los que veremos 
en la siguiente sección, aunque no pueda observarse directamente. Su amplitud 
y su fase están dadas por t 12s y t 12p , y sus vectores de propagación por la k 2 , 
que satisface las ecuaciones (18-48) a (18-52). Este último valor definirá los planos 
de fase constante y la velocidad de fase, así como los planos de amplitud constante 
y la constante de atenuación. Estos resultados se obtienen comparando las dos 
expresiones equivalentes para k 2 : 


K = K r + ÍK(, 

ic = íc sen 0i + k cos 0k. 


(18-62) 

(18-63) 


(En esta discusión dejaremos de lado el subíndice 2.) La segunda expresión se 
justifica por la restricción de la ecuación (18-49). La misma restricción nos dice 
que íc x n es real y, de la ecuación (18-62), 


K r x n = Kj x n, 

k, x n = 0. 


(18-64) 

■18-65) 



Fig. 18.5 Reflectancia para 
polarización s y p en una 
zona interfacial de aire 
y metal. Los valores 
representativos para la luz 
visible son n = 0.05, 
k = 3 (plata), 
y n = 2, /o = 3 (niquel). 
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La ecuación (18-65) muestra que k, es paralelo a n = k, y la ecuación (18-64) es 

K r sen © = k x sen B u (18-66) 

donde © es el ângulo real entre Kjn (véase Fig. 18.6). Este podría llamarse ângulo 
real de refracción, en el sentido de que es el ângulo formado por los planos de fase 
constante y la superfície de la frontera. Por otro lado, los planos de amplitud 
constante son paralelos a la superfície de la frontera, de modo que la onda se atenua 
más rápidamente en el conductor. Podemos volver a escribir la ecuación (18-62) 

k = k f sen© i + K r cos © k + /Vc f -k 
= k x sen 9 X i + (/c r cos © + i#c £ )k. 



Fig. 18.6 Refracción 
en un conductor. Los planos 
de fase constante son 
perpendiculares a la dirección 
de propagación y forman 
un ângulo 0 con la frontera, 
pero los planos de amplitud 
constante son paralelos 
a la frontera. 


Comparando las componentes de ésta con las de la ecuación (18-63), vemos que 

Kj sen 9 X = k sen0, (18-67) 

K r cos © + ÍK { = k cos 9. (18-68) 

La primera es simplemente la ley de Snell, pero la segunda, junto con la ecuación 
(18-Ç6), nos da la relación de k„ y 0 con n, k y que buscamos. Tomemos 
la abreviatura 

k cos 9 = — (p + iql 
c 
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de modo que 


h cos ô = p + iq. (18-69) 

Entonces, de la ecuación (18-68), K r cos © = (co/c)p y con la ecuación (18-66) 

A'r = ^ y/p 2 + «í sen 2 0,; (18-70) 

a> 

Kt = -q. (18-71) 

Sólo queda encontrar los valores de p y q, que se obtienen imnediatamente 
elevando al cuadrado la ecuación (18-69): 


p 2 - q 2 + 2ipq = n 2 ( 1 - sen 2 Ô) = (n + ik) 2 - nj sen 2 0 l 
= n 2 — k 2 — n\ sen 2 8 X + link, 

donde hemos utilizado nuevamente la ley de Snell h sen õ= n x sen 8 1 . En términos 
de la constante dieléctrica K = n 2 , 

p 2 — q 2 + lipq = K r — sen 2 + iKj. 

I 

Igualando las partes reales e imaginarias, obtenemos 

K r — K l sen 2 0 l = p 2 — q 2 , 

Ki = 2 pq % 

ecuaciones que son casi las mismas que las ecuaciones (17-51) para n y k. Las 
soluciones 


P = y4[(K r - Kn sen 2 0,) + ^(K r - K l sen 2 0,) 2 + Kf], 
q = y/i[~(K r - Ki sen 2 0 ,) + y/(K r - K, sen 2 0 J 2 + Kf], (18-72) 


son las mismas que las ecuaciones (17-52) para n y fc, excepto que K, está reem- 
piazada por ( K r — sen 2 De esta forma, p y q desempenan el papel de ver- 
siones generalizadas de n y k que dependen dei ângulo de incidência Cuando 
~ 0, p ~ n y q = k. La longitud de atenuación está dada directamente por q se- 
gún la ecuación (18-71). La ecuación (18-70) puede escribitse como 



(18-73) 
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que define un índice de refracción real N(() { ). 

N = vV + «í sen 2 d[, (18-74) 

y da la velocidad de fase c/N. De la ecuación (18-66), N satisface una versión 
real de la ley de Snell, 

N sen © = n x sen 0 X ; (18-75) 

N cos 0 = p. (18-76) 

Cualquiera de estas puede utilizarse para encontrar el ângulo real ©. Aun cuando N 
no sea la parte real de h , ni © la parte real de 6 , N cos © es la parte real de 
h cos 0. Con esto hemos completado la solución para el caso complejo. Los resul¬ 
tados son simplemente una bella generalización dei caso real, y su aplicación 
a cualquier problema particular es directa. Sin embargo, las ecuaciones (18-72) 
son tan complicadas que en general no se puede decir mucho más acerca de la pro- 
pagación en un medio conductor para incidência oblicua, excepto en los casos 
extremos. Por ejemplo, cuando K( es muy grande, el caso que nos lleva a la 
fórmula de Hagen-Rubens, 

p = n = q = k 1. 

De la ecuación (18-74) 

JV§> 1 

y de la ecuación (18-75) 

0^0. 

La dirección de propagación es casi directamente al medio para cualquier ângulo 
de incidência, aun cuando la atenuación sea muy intensa; la velocidad y la longi- 
lud de onda resultan mucho más reducidas. La profundidad de penetración que se 
definió para incidência normal es válida aproximadamente para cualquier ângulo 
de incidência. 

Volviendo al caso de la reflexión total interna, podemos aplicar iambién los 
resultados para completar la solución de este problema. Aqui, n 2 = % /jc 2m K 2í = 0, 
pero cos Ô 2 es imaginário cuando 6 X > 6 C . (Restituiremos ahora el subindice 2.) 

cos Ô 2 = y/l - sen 2 0 2 = y/Y^JnJn/f sên 2 ^, 

cos Ô 2 = iy/JsênffJsênÕJ^ - 1, (18-77) 


puesto que 


sen 9 C = n 2 /n x . 
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Combinando las ecuaciones (18-77) y (18-69), encontramos 



p = 0, q = « 2 \/(se n ^i/sen 8 C ) 2 — 1. 


(18-78) 


ÍLos mismos resultados están dados por la ecuación 18-72). Con la ecuación 
<18-78), el coeficiente de Fresnel para la reflexión polarizada s, ecuación (18-28), 

■csulta ser 


n x cos Oi — iq 


n í cos 0 l + iq 


B numerador es el complejo conjugado dei denominador para cualquier 0! > 0 C , 
de modo que r 12s tiene la forma 



Por tanto, 



Àdemás, es claro de la ecuación (18-33) que R p = 1 para todo G x > 0<_ No calcu-^ 
taremos T para el caso complejo, pero la conservación de energia requiere que 
T = 0 cuando R = 1. Por otro lado, los coeficientes de transmisión de Fresnel 
i l2 no son cero; existen campos E y B no nulos en el medio 2. Esta aparente 
paradoja es más fácilmente resuelta encontrando k 2 . Con p = 0 en la ecuación 


(18-74), 


N = n x sen 0! = n 2 (sen0 1 /sen0 c ). 


(18-79) 


El índice de refracción real N dei medio 2 varia entre n 2 y n x mientras 0 j 
se incrementa de 6 C a 7i/2, 


(18-80) 


n 2 < N < n x . 


A partir de la ecuación (18-76) con p = 0, N ^ 0, 


cos 0 = 0, 


(18-81) 


para cualquier ângulo de incidência 9 X ^ 0 C . Es decir, que k 2f siempre es paralelo 
a la frontera y, como consecuencia, no hay flujo de energia perpendicular a la 
frontera en el medio 2. Ya sabemos que k 2í es perpendicular a la frontera. 
Existe una atenuación de la amplitud de onda en esta dirección de acuerdo con 
la ecuación (18-71), ya que q ^ 0. La longitud de atenuación es ô = 1 /k 2í . 


1 


c oq n 2 a> 


v /(sen0 1 /sen0 c ) 2 — 1 ’ 


(18-82) 
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de las ecuaciones (18-71) y (18-78). Sustituyendo n 2 con N de la ecuación (18-79) 
e introduciendo la longitud de onda k 2 /2n = c/Nco, obtenemos 

^ __^2_ 

2iiy/'í - (sen^/sen^i) 2 

La longitud de atenuación tiende hacia infinito cuando 6 l tiende hacia 9 C (pero 
es claro que entonces nuestra suposición de una geometria semi-infinita llega a ser 
irreal). Cuando 9 1 tiende hacia ti 2. ô tiende hacia À 2 /2ncos9 c , que para vidrio 
y aire es á 2 /4.68. De aqui que el comportamiento para 9 t > 9 C es una extensión 
razonable dei comportamiento para 6 l <. 9 C : Mientras 0! tienda hacia 9 C , R se incre¬ 
menta y 0 2 se incrementa; en 9 C ,R = 1 y 9 2 = n/2. Mientras 9 1 se'incremente 
más allá de 9 C , R permanece en 1 y el ângulo real de refracción 0 permanece 
en n/2, pero la penetración infinita dei medio 2 es gradualmente reducida a una 
fracción de la longitud de onda. Al mismo tiempo, la velocidad de fase y la 
longitud de onda en el medio 2 decrecen de su valor característico en el medio 2 
al dei medio 1. Otros dos hechos de interés son el que una onda incidente polarizada 
linealmente llega a ser una onda polarizada elípticamente en la reflexión, debido a los 
complejos (pero diferentes) f 12s y f 12p ; y el que la onda en el medio 2 no es 
transversal: Ê 2p tiene una componente longitudinal. 


18.5 REFLEXIÓN Y TRANSMISION 

POR UNA CAPA DELGADA. INTERFERENCIA 

Como un problema de valores en la frontera más realista y más complicado, 
consideraremos en seguida una discontinuidad de dos superfícies planas paralelas é 
infinitas. Esto representa una placa de material limitada en cualquiera de sus 
lados por médios semi-infmitos, que pueden tener diferentes propiedades uno de 
otro. A la izquierda dei plano z = 0, supondremos el medio 1; a la derecha 
dei plano z = d, el medio 3, y entre estos, el medio 2. Una aplicación directa 
de las condiciones en la frontera para cada uno de los dos planos de disconti¬ 
nuidad, ejemplificado anteriormente en los cálculos de la sección 18.2, nos conduce 
a los resultados para los campos E y B en cada una de las tres regiones. 
(Véase problema 18.11.) Una aproximación alternativa, que nos lleva a la misma 
respuesta, se basa en los resultados que se obtuvieron en la sección 18.2, y este 
enfoque es más informativo en ciertos aspectos. La idea es considerar una onda 
incidente en el medio 1, que es parcialmente reflejada y parcialmente transmitida 
en la primera zona interfacial; la onda transmitida es parcialmente reflejada y 
parcialmente transmitida en la segunda zona interfacial; esta onda reflejada re- 
gresa a la primera zona interfacial, donde es parcialmente reflejada y parcialmente 
transmitida; y así sucesivamente. Como los coeficientes de Fresnel que ya dedujimos 
proporcionan las fracciones reflejadas y transmitidas en cada zona interfacial, sólo 
tenemos que sumar todas las contribuciones diferentes a la onda neta reflejada hacia 
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el medio 1 y a la onda neta transmitida hacia el medio 3. Aun cuando este pro- 
cedimiento parece indudablemente infinito, es de hecho bastante sencillo. 

El único problema nuevo que se encuentra antes de sumar las ondas es que 
las amplitudes diferentes deben ser sumadas con sus propias diferencias de fase*. 
Cada vez que las ondas pasan a través de la capa, sufren un defasamiento de- 
bido al cambio en k 2 t en el exponente. La situadón se muestra en la figura 18.7. 
Dos rayos incidentes perpendiculares al frente de ondas planas en el medio 1 
chocan con el frente de la superfície dei medio 2. Uno de ellos es parcialmente 


Fig. 18.7 El rayo que entra 
en el medio 2 en O se refleja 
desde la superfície posterior 
y vuelve a salir para combinarse 
con el rayo que se refleja en X . 



reflejado en X; el otro es parcialmente refractado en O, parcialmente reflejado 
en la superfície posterior en Z y parcialmente refractado en X al volver a emerger 
al medio 1 combinándose así con el primer rayo. Debido a que la fase es la misma 
en los dos puntos dei frente de la onda, O y O', debemos calcular la diferencia 
de fases entre las dos trayectorias 0'Xy OZX. Este cálculo no es más difícil 
cuando el medio 2 es un conductor y, por tanto, dejaremos que el ângulo de 


* Consideraremos que la capa es lo sufícientemente delgada y lo sufícientemente suave para que 
las diferencias de fase coherentes entre todas las ondas múltiples sean significativas. Una de las 
ventajas dei presente enfoque es que si esta suposición no es válida y las diferencias de fase son 
más o menos aleatórias, el procedimiento de desarrollar la suma es aún aplicable, mientras se aplique 
a las intensidades de las ondas en vez de a las amplitudes. 


â 















440 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


refracción sea 0, el ângulo real encontrado en la última sección; para un no 
conductor © = 0 2 . La diferencia de fase es 

P= 2k 2 • r 2 - Ki • iv 

Descompongamos r 2 en sus componentes 

r 2 = xi + ák, 


y ri en 


Tj = 2x\ — WPj, 

donde 

Pi = S X Ui = j X ÜJ 

es perpendicular a = KjUj. Entonces 

$ = 2x(k 2 • i — Kj • i) + 2dK 2 * k. 

Ahora 

k 2 • i — Kj * i = k 2 sen@ 2 — k x sen = 0 
de acuerdo con la ley de Snell, y k 2 • k = k 2 cos 0 2 , de modo que 

O) 


De la ecuación (18-69) 


P = 2dk 2 cos 0 2 = 2d — h 2 cos Ô 2 . 

c 


P = 2d — (p -f iq). 
c 


(18-83) 


(18-84) 


En un medio no conductor p = n 2 cos 0 2 y q = 0 para todos los ângulos de inci¬ 
dência. En un medio conductor a incidência normal, p = n y q — k. La parte real 
de P da el defasamiento real y la parte imaginaria de p da la atenuación debida 
a las dos componentes transversales de placa. 

Para sumar todas las contribuciones a la amplitud neta dei coeficiente de 
reflexión r, utilizaremos los coeficientes de Fresnel en cada una de las fronteras 
y el defasamiento j 3. Los coeficientes de Fresnel son diferentes para las polari- 
zaciones s y p, pero omitiremos los subíndices s y p por ahora, teniendo en cuenta 
que las dos polarizaciones tienen que ser tratadas separadamente. De la figura 
18.8 vemos que 

” r = + ?i2r 2 3t 2 ie ifi + t 12 r 23 r 2í r 23 t 2l e 2i t + ■■■ 

= ^12 + r i2^23 f 21^[l + ^21^23 e ‘^ + (^2l^23 e ^) 2 + * ' *]• 
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Como 


1 + z + z 2 + ■■• = 


l-z' 


r = r i 2 + 


?23 e ‘ 


ifi 




1 — ^21 ?23 e '' 

_ ^12 + ^2 3( ^12^21 ~ ^12^2 1^^ 

1 - r 2l r 23 e i0 

Usando las identidades de las ecuaciones (18-55) y (18-56) obtenemos 


r = 


+ **23* 


1 + *12*2*# 


rtf * 


(18-85) 


Fig. 18.8 Reflexiones 
y transmisiones múltiples 
de un rayo incidente 
de amplitud unitaria. 

Cada amplitud es especificada 
por los coeficientes de Fresnel 
y el retardo de la fase /?. 



h\ r 2Z r 2\ r 2^\^ 2ifi 


r 2S r n r 2^l2 e2ui 


/23 r 2l r 23 f lí c 






^ 21 r 23^12®^ 


r 23 íi^M 
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Un cálculo semejante da la amplitud neta transmitida en el medio 3: 


t 


f f A l/2)i/) 
r 12 r 23 e 

1 + r 12 f 2i e if ' 


(18-86) 


Observe que los numeradores dan el efecto de las superfícies frontal y posterior, 
cada una actuando sola, y el denominador tiene en cuenta todas las reflexiones 
múltiples que se llevan a cabo. 

Como el medio 1 y el 3 se han supuesto no conductores, podemos calcular la 
intensidad neta de reflectancia y transmitancia: 


R = ff*. 


r _ "3 COS ffl 
n, cos 0! ■ 


(18-87) 


Estas son diferentes para las polarizaciones s y p. Para una placa no conductoi» 


pero para un conductor 


R+T= 1, 


R+T+A = 1, 


(1M* 


ya que la energia puede ser absorbida en el conductor por calentamiento de Joulc. 

Para un conductor, las ecuaciones (18-87) llegan a ser sumamente complicada 
al expresarlas en términos de n y k, aun para incidência normal. Sin embarga 
resultan importantes, porque las mediciones de R y T para lâminas delgadai 
de metal proporcionan un método para determinar experimentalmente las consta»- 
tes ópticas. Se necesitan cálculos con computador para resolver las ecuaciones paras 
y k en términos de los valores experimentales de R y T. La transmitancia T cs 
proporcional a tí*, y ít* es proporcional a# 


e (U2)i0 e -(U2)i0* _ e (lf2)i(0-$*) 
— e ~2d((ojc)q 


Para incidência normal, q = k, de modo que T contiene al factor 

e -2dM 

donde õ = c/luo es la profundidad de penetración. Si el medio 1 es aire, co/c = 
= 2n/X t , de manera que 

e -2d/ó _ e -*nkd/X, 

Para metales (k w 2) y luz visible (Á l w 5000 Â), d debe ser menor que 1000 Â pai* 
una transmisión apreciable de luz. Cuando este factor exponencial es pequeno, 
el denominador en las ecuaciones (18-85) y (18-86) es aproximadamente 1. 
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Fig. 18.9 Efecto 
de la interferencia sobre 
la reflectancia desde una zona 
interfacial de aire y vidrio 
recubierta con un material 
de espesor d con n 2 = 1.3. 



nos efectos de mterés. Para /? y los coeficientes de Fresnel todos reSS, ^ 


R _ _ r i 2 + r 23 + 2 r i2 r 23 cos /? 

1 + í ‘i 2 da + 2r i2 r 23 cos /?' ( 18 - 89 ) 

Para incidência normal 


, "l ~ «2 
12 + n 2 ’ 


_ n 2 - n 3 

«2 + «3 ’ 


P = 2 d-n 
c 


2* 


Supongamos que el medio 1 
una capa delgada de material 


es aire con n l = 1, 3 es vidrio 
con n 2 = 1.3. Entonces 


con n 3 = 1.5 y 2 es 


g __ 0.0221 + 0.0186 cos /? 

ÍÕÕÕ^+ãoT86^s7 , 

/? = 47rn 2 (d/;i 1 ) = 16.3(d/A,). 


I*™ integrales 

El^hecho ^e de 

pro un cálculo “““ ** 
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rf 2 = 0.017, la reflectancia dei frente de fase solo; esta clase de efecto puede su¬ 
ceder solamente a causa de la interferencia destructiva. La variación de R está 
entre ri 3 = 0.040, el valor sin ninguna capa protectora, hasta algo menor que r \ 3 = 
= 0.005, el valor proveniente de la superfície posterior sola. De hecho, el mínimo 
valo r de R puede hacerse cero si puede encontrarse un material tal que n 2 = 
— V n i n 3- (Problema 18.10.) El efecto se aprovecha para producir lentes no refle- 
jantes. Los lentes de las câmaras son frecuentemente recubiertos con una capa 
para que tèngan una reflectancia cercana a cero cerca de la mitad dei espectro 
visible; sin embargo, la condición para un mínimo no es válida a los extremos 
rojo y azul dei espectro, de modo que los lentes tienen un tono violeta 
cuando se observa su luz reflejada. Los colores también dependen dei ângulo 
de visión, ya que para incidência oblicua /? = Ann 2 cos 9 2 {d/X x ). Si n 2 es mayor 
que «i y n 3 , R varia entre un mínimo de rf 3 y un máximo que es más grande 
que r\ 2 y r\ 3 . La longitud de onda a la que ocurre el mínimo o el máximo 
depende dei espesor de la capa d ; si éste varia de punto a punto sobre la película, 
se verán reflejadas las longitudes de onda predominantes. Tal variación es la causa 
de los colores que se ven en las burbujas de jabón y las capas de aceite flotando 
en agua. 

Otro efecto de interés ocurre en capas no conductoras si n 2 es menor que n v . 
Este es el caso que lleva a la reflexión total interna cuando hay solamente una 
frontera. Uno podría prjmero llegar a la conjetura de que si toda la energia es 
reflejada, la presencia de una segunda frontera no produciría diferencia. Sin embargo, 
esta conjetura es equivocada; el campo siempre penetra en el medio 2, hasta una 
profundidad media de <5. Una segunda frontera deteriora la reflectancia perfecta y hay 
una onda transmitida con T = 1 — R. Este efecto se llama reflexión total frustrada. 
Aun cuando n u n 2 y n 3 son reales, 0 2 es complejo cuando 9 Y > 9 C , haciendo com- 
plejos a los coeficientes de Fresnel. Encontramos que para la polarización s 


donde 


n x cos 6 X — iq 
n t cos 9 t + iq 1 


(18-90) 


q= n 2 x/(sen 9 X /sen - 1 (18-91) 

— ^/(n i sen " n \ 


a partir de la ecuación (18-78) (para cualquiera de las dos polarizaciones), con 
sen0 e = n 2 /n x . Escribiendo f í2 en forma polar, f 12 = (? 12 |e Í0t , encontramos que 
|r I2 | = 1. Eor tanto, 


donde 


tg 


lm (r, a ) 
^ (r I2 ) 


— 2fi, cos 9 t q 
(n í cos 9 X ) 2 — q 1 ' 


(18-92) 
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Por el mismo argumento |r 23 | = 1. Por simplicidad supongamos que el medio 3 
es igual al medio 1 (por ejemplo, ?>tro prisma de vidrio doble con una capa de 
aire en medio). Entonces f 23 = r 2 i y, como idénticamente r 21 = — f 12 , 


^23 = -r i 2 = -é*. (18-93) 

De la ecuación (18-84) 

fi = 2d™(p + iq\ 

y en la ecuación (18-78) encontraremos que p = 0, de tal forma que fi = £2 dq(wjc) 
es puramente imaginário. Por tanto, escribimos 

= e~ y , 

y = 2dq{co/c) = 2 - ( 18 - 94 ) 

o 


ya que q(a>lc ) = l/õ de la ecuación (18-82). Ahora, sustituyendo esto en la ecua¬ 
ción (18-85), obtenemos 

, e u (l -e~ y ) 

1 - e 2l *e~ y 

Finalmente, 


1 + e 2y — 2e y cos 2a ’ 


T=l-R= 


2(1 — cos 2a )e 7 
1 + e~ 2y — 2e~ y cos 2a' 


(18-95) 


Observe que para n t y n 2 dados, a depende unicamente dei ângulo de incidên¬ 
cia 0 X ; varía desde 0 hasta n mientras que crece desde 9 C hasta a/2. H ex¬ 
ponente y depende dei espesor d (así como de 6 U a través de 5). Si j no es muy 
pequeno, 

T^2(l — cos 2u)e~ 2d!ò , (18-96) 


Observe también que ô es proporcional a 2, de modo que la reflexión total frus¬ 
trada puede observarse con microondas a una escala más grande. 


18.6 PROPAGACION ENTRE PLACAS 
CONDUCTORAS PARALELAS 

Las ondas guiadas son otro problema que puede tratarse al considerar la inter¬ 
ferência entre una onda incidente y otra reflejada, o alternativamente el comenzar 
con un nuevo problema de valores en la frontera que tiene que ver con satisfa- 
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ccr ãmultâneamente las condiciones en frontems múltiples. Comenzaremos nueva- 
mcntc con el primer enfoque. Ahora estamos interesados en la propagación de ondas 
en un medio dieléctrico, digamos de aire, que está limitado por superfícies conduc- 
toras. Las guias de ondas para microondas son una aplicación de este problema. 
Como una simplificación, haremos la suposición ideal de que la conductividad 
dei metal es infinita. El que g sea infinita para el metal significa que K t es infinita, 
lo que a su vez dice que h 2 es infinita en las ecuaciones (18-28) y (18-33). Por 
tanto, r 12s = -1, f í2p = +1, para una reflexión desde un plano perfectamente con- 
ductor a cualquier ângulo de incidência. De hecho, encontramos que R = 0.9996 
para la plata a una longitud de onda de 3 cm, de tal forma que puede esperarse que la 
aproximación sea útil. Además, se supone que el medio dieléctrico es el vacío. 

Como un estúdio preliminar de las guias de onda, consideraremos ahora la 
propagación de ondas electromagnéticas en la región entre dos placas paralelas 
perfectamente conductoras. La región en la cual va a tratar la propagación 
de ondas es la de la figura 18.10. Como las direcciones x y z son fisicamente 
indistinguibles, no se pierde la generalidad al considerar sólo ondas con vectores 
de onda en el plano yz , en particular, aquellas que forman un ângulo 9 con el 
eje y en el plano de incidência. Dichas ondas chocarán sobre la superfície per¬ 
fectamente conductora en y = a y serán reflejadas como ondas cuyos vectores de 
propagación forman un ângulo 0 con la parte negativa dei eje y. Cuando estas 
ondas sean reflejadas una segunda vez, por la superfície en y = 0, se convertirán 
nuevamente en ondas dei primer tipo. Por tanto, se ve que la propagación entre 
dos planos conductores paralelos puede describirse con los factores exponenciales 


çi[ic(y cos 0 + z sen tf) - col] 


y 


(18-97) 


^í[k( — y cos 0 + 2 sen 0)- wí] 


Para tales ondas hay dos polarizaciones posibles, que pueden describirse diciendo 
para la polarización s que E es paralelo al eje x y para la polarización p que H 


2 



Fig. 18.10 Propagación de ondas 

entre dos planos paralelos perfectamente 

conductores. 
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es paralelo al eje x. Estas se conocen respectivamente como ondas TE, transver- 
sales eléctricas, y ondas TM, transversales magnéticas, en la terminologia de guias 
de ondas. Sólo se considerarán aqui las ondas TE. El tratamiento de las ondas TM 
se dejará como ejercicio. 

El campo eléctrico en la región que está entre dos planos conductores en 
el caso TE está dado por 


E _ i|£ J £*l K (y COS 0 + Z SM] 0) - tol] _|_ J cos 0 + 2 SCD0)— 


(18-98) 


Este campo eléctrico debe anularse en y = 0, puesto que E t se anula en la frontera 
de un conductor perfecto. Esta condición se satisface claramente para toda z y para 
toda t si Ei = —E'i = E, como está dado por r s = — 1 . Entonces E está dado por 


E = i£(e iK>cos0 


€ ~ixy cos0^i<»cz 


9-at) 


(18-99) 


Además, E debe anularse en y = a para toda z y toda r. Este requisito impone 
la condición 

Ka cos 9 = nn. (18-100) 

Por tanto, para una frecuencia o dada, k = (ú/c y el ângulo que fonnan las ondas 
con el eje y queda fijo por la ecuación (18-100). Fijado este ângulo, la velocidad 
aparente en la dirección z es v p = c/sen 9 , que es siempre mayor que la veloci¬ 
dad de la luz en el espado libre. Esta aparente contradicdón de la teoria especial 
de la relatividad se discutirá con mayor detalle posteriormente. 

Es conveniente expresar la variación dei campo eléctrico en las direcdones 
y y z en función de las longitudes de onda. Estas longitudes de onda son 




2n 

k sen0 


sen0 


para la dirección z y 


^c = 


2n 

K COS 9 



^ 0 

cos 9 



(18-101) 


(18-102) 


para la dirección y. En función de estas longitudes de onda, el campo eléctrico, 
ecuación (18-98), es* 

E = i E 0 sen é> , ' [(2 ’ IzM «)““' 1 , (18-103) 

Á c 

mientras que la ecuación (18-100) toma la forma 

a n 

T* V ( 18 ' 104 ) 


* Se ha escrito E 0 por 2iE. 
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De hs ecuaciones (18-101) y (18-102) se desprende de inmediato que 


-L J__ JL 

A 2 Aq 


(18-105) 


Si se considera el valor A c = 2a, correspondiente a w = 1 en la ecuación (18-104), 
entonces a medida que A 0 aumenta, esto es, a medida que cu disminuye, se alcanza 
un punto en el que 1/A 2 debe ser negativo para que satisfaga la ecuación (18-105). 
En este caso el coeficiente de z en la ecuación (18-103) es imaginário y la expo¬ 
nencial, en lugar de oscilar en z, se vuelve una exponencial decreciente. Para 
decir esto de otra forma: si A 0 > 2a, la onda electromagnética será exponencial- 
mente amortiguada en z, en lugar de propagarse. Si se considera que n es 2, en¬ 
tonces A c = 2a/2 = a y la mayor longitud de onda propagada es a. La razón 
por la que se emplea el subíndice c es ahora clara; significa «corte». La longitud 
de corte es la longitud de onda más larga que pueda propagarse para un modo 
dado (valor de n ). 

La velocidad v p , que se encontro anteriormente, excede siempre a la de la luz 
y, de hecho, se vuelve infinita cuando la longitud de onda en *el espacio libre 
es igual a A c , esto es, cuando 0 = 0. Esta velocidad es la velocidad de fase, con 
la cual se quiere indicar la velocidad de un punto de fase constante de la onda. 
Sin tener en cuenta los aspectos relativistas de la cuestión, esto representa una 
aparente contradicción dei postulado de que no puede propagarse ninguna serial 
con una velocidad mayor que la de la luz. La resolución de esta dificultad apa¬ 
rente es que la energia se propaga por la guia con una velocidad de fase más 
pequena que la de la luz; es decir, con la llamada velocidad de grupo. Las senales 
son transmitidas con la velocidad de grupo, y no con la de fase. 

Para determinar la velocidad de la propagación de energia, calcularemos la 
densidad de energia. Esta densidad de energia multiplicada por la velocidad de 
grupo da el flujo de energia, o vector de Poynting. Por tanto, dividiendo el vector 
de Poynting por la densidad de energia, se puede obtener la velocidad de la 
propagación de energia. Este resultado es una generalización de la ecuación (17-35). 

La inducción magnética en la guia se obtiene directamente de 



(18-106) 


Utilizando la ecuación (18-103) para E, y suponiendo que B(r, t) = B(r)e~ mt , vemos 
rápidamente que 



La densidad de energia es 


(18-107) 


« = i(E • D + B • H), 


(18-108) 
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mientras que el vector de Poynting es 


S = E x H. 


(18-109) 


Se ha usado la notación compleja para E y B, con la suposición tácita de que 
se debe tomar la parte real de cada expresión. Entonces, al calcular u y S, 
deberán tomarse y multiplicarse las partes reales. Sin embargo, como las canti- 
dades que deben usarse para calcular la velocidad de grupo son los promedios 
temporales de las ecuaciones (18-108) y (18-109), puede utilizarse la ecuación (17-37) 
para evitar el tomar las partes reales. 


Lá densidad de energia promediada sobre el tiempo es 



u = j Re [E* • D + B* • H] = 5 Re e„ E%E 0 sen 2 




(18-110) 


Integrando en la dirección y a lo ancho de la guia, se sustituye efectivamente 
cada sen 2 (2 ny/k c ) y cos 2 {2ny/l c ) por a/2. Por tanto, 



= iE$E 0 e 0 a. 


(18-111) 


El promedio temporal de la componente z dei vector de Poynting es 


S z = i Re E*H y 






\a potência media 
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La vdoddad de la propagación de energia es el cociente de la ecuación (18-113) 
dividida por (18-111). Por tanto, 


2n 




2nc 2 X 0 



(18-114) 


De la ecuación (18-101), vemos que À g es mayor que X 0 y, en consecuencia, coÀ g /2n 
es mayor que c, lo que aclara el hecho de que v g sea menor que c. 

Nuestra comprensión de la diferencia entre la velocidad de grupo, t?, y la velo- 
cidad de fase, v p , puede mejorarse observando que de la ecuación (18-101) X g = ^/sen 0. 
Usando este resultado en la ecuación (18-114), se halla 


y hemos visto ya que 


Se concluye de inmediato que 


v g = c sen 0 , 

(18-115) 

c 

Vp sen 6 

(18-116) 

v g v p = c 2 , 

(18-117) 


que generalmente es cierto para la propagación en una guia de onda. (Observe 
que la ecuación 18-117 no se aplica necesariamente a otras clases de propa¬ 
gación de ondas; en particular, no se aplica a ondas planas en médios no disper¬ 
sivos donde las velocidades de fase y de grupo son idênticas.) Recordando que 0 
es el ângulo entre la dirección de la propagación de una de las ondas componentes 
y el eje y, se hace más sencillo dibujar la figura 18.11, que representa una sección 
dei plano yz de la región entre los planos conductores. La intersección dei frente 
de onda con el eje z se desplaza con la velocidad v p = c/sen 9; sin embargo, 
la componente de c sobre el eje z es c sen 9 = v r 



Fig. 18.11 Movimiento detallado 
de los frentes de onda durante 
la propagación de ondas 
entre planos conductores. 
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Muchos de los resultados obtenidos para la guia de onda sencilla de placas 
paralelas persisten para casos más complejos. En particular, la guia de onda 
rectangular común tiene propiedades muy semejantes. En la siguiente sección ve¬ 
remos algunos aspectos generales de otras guias de onda, con particular referencia 
a las guias rectangulares. 


18.7 GUIAS DE ONDA 

En la sección 16.4 se demostro que E y H satisfacen la ecuación de onda en el 
espacio libre, esto es, 

V 2 E- e of i o ~ = 0, = 0. (18-118) 

Para ondas monocromáticas, es decir, ondas de la forma E(r, r) = E(r)e-i««, estas 
ecuaciones se convierten en 

V 2 E + ^-E = 0, V 2 H + ^H = 0. (18-119) 

c c 

Ademàs de estas ecuaciones de onda, deben satisfacerse las ecuaciones de Maxwell. 
Para el caso (TE) transversal eléctrica que se propaga en la dirección z, E z = 0; 
además, las ondas que se propagan en la dirección z tienen las cinco cantidades 
de campo restantes proporcionales a e^!K. Las ecuaciones dei rotacional de 
Maxwell, en este caso, son 


V x E — in 0 (oH = 0: 


ÔE V ÕE X 

te - -°- 


_ U 0 (OÁ g 
Ex ~ + Hy ' 


(a) 

(b) 


Ey =-^ Hx . (c) 


V x H + íê 0 £üE = 0: 


dH z 2 ni „ „ A 

-^- — H y + ie o oiE x = 0, (a) 


2ni Tr ÕH Z 

~Y H x - — + ie 0 (oE y = 0, (b) 




(18-120) 


(18-121) 
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Es daro que (a) de la ecuación *(18-121) y (b) de la (18-120) implican 



2ni . e 0 n 0 (o 2 À 


Ag 1 2n 



(18-122) 


y, por tanto, que H y pueda hallarse si se conoce H z . Similarmente, con (c) de (18-120) 
y (b) de (18-121), se puede hallar H x a partir de H z . Finalmente, E x y E y se relacionan 
simplemente con H y y H x por (b) y (c) de (18-120). Por tanto, si se encuentra H z , las 
otras cinco cantidades pueden encontrarse por diferenciación y H z misma debe 
satisfacer la ecuación (18-118); por consiguiente, teniendo conocimiento de la 
dependencia de z de e l2nz ^\ escribimos 



(18-123) 


Sólo queda determinar las condiciones en la frontera que deben imponerse a las 
soluciones de la ecuación (18-123). 

Si se Considera una guia cilíndrica general con paredes perfectamente conduc- 
toras, como la de la figura 18.12, entonces las condiciones en la frontera adecuadas 
son que la componente tangencial de E y la componente normal de B se anulen 
en S. La componente tangencial de H y la componente normal de D son ar¬ 
bitrarias. Imponer estas condiciones da lugar a una relación que conecta co 
y las dimensiones de la guia, exactamente como la ecuación (18-105) lo hace 
para el caso de planos paralelos. 


z 


11 

[li Fig. 18.12 Propagación de ondas 
™ ,IL J en el interior de un cilindro conductor. 

Para comprender mejor el procedimiento, considérese la guia de onda rectan- 
gular que muestra la figura 18.13. La ecuación (18-123) puede resolverse por el 
método usual de separación de variables. La solución general consiste en una 
sumji de términos de la forma 

H z (x, y, z) = (A cos k x x cos K y y + B cos k x x sen K y y 


+ C sen k x x cos K y y + D sen k x x sen K y y)e 2 * izl \ (18-124) 
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Fig. 18.13 Una guia de onda rectangular. 



con 


- (k\ + k)) + [w 2 /c 2 - (4tt 2 /A|)] = 0. (18-125) 

De esta H z , obtenemos E x : 

2n \ Ag 2n I cy 

La derivada parcial cambia cada cos K y y a una sen K y y, y recíprocamente. Sin em¬ 
bargo, como E x debe anularse en y = 0 y en y = b, sólo sobreviven en E x los tér¬ 
minos en que interviene sen K y y y estos términos deben tener K y = mc jb. Por tanto, 
sólo los términos cosK^y sobreviven en la ecuación (18-124). Un argumento se- 
mejante muestra que sólo los términos con cos k x x pueden sobrevivir, y que éstos 
deben tener k x = mn/a . Las soluciones permitidas para H r , esto es, aqudlas que 
dán componentes tangenciales de E que se anulan en la frontera, tienen la forma 


H z = A cos 


mnx 

a 


cos e lrixzlx% 
b 


(18-127) 


Cada posible par de valores de m y n se denomina modo. La notación TE.* se 
usa para modos de la forma (18-127); TE significa transversal eléctrica, n y m 
cuentan el número de medias ondas en las dimensiones más angostas (n) y más 
anchas (m). 

Volviendo ahora a la ecuación (18-125) y utilizando k x = mn/a y K y = nn/b 9 
obtenemos 
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que indica claramente que para A 0 fija la longitud de onda de la guia y, en con- 
secuenc^a, la velocidad de la guia v g = cA 0 /A 9 , dependen dei modo. También 
vemos que hay longitudes de onda máximas para la propagadón de vários modos. 
Claramente, si A 0 es suficientemente grande {2n/À 0 ) 2 será menor que (nn/b) 2 + 
+ (irm/a) 2 . En este caso, el segundo miembro de la ecuación (18-128) se hace negativo 
y, en consecuencia, el valor de À g es imaginário. Esto conduce a una atenuación más 
bien que a una propagadón. 

Las guias rectangulares se usan extensamente para la transmisión de potência 
de microondas. Es usual elegir un tamano de guia de onda en tal forma que 
sólo el modo TE 10 , a una frecuencia deseada, se propague en la guia. Un tamano 
común de la guia de onda es 0.4 pulg x 0.9 pulg, dimensiones internas. La lon¬ 
gitud de onda máxima que se propagará en el modo TE 10 se encuentra poniendo 
m = 1, n = 0, a = 0.9 pulg = 2.28 cm y b = 0.4 pulg = 1.01 cm en la ecuación 
(18-128). El resultado: A 0 ^ = 4.57 cm se obtiene poniendo X g = co; longitudes 
de onda mayores que éstás no se propagarán, pero longitudes de onda menores si. 
El modo con la siguiente longitud de onda de corte menor es TE 12 o TE 2 q, 
dependiendo de las dimensiones de la guia. Si b < a/fí, la longitud de onda de 
corte TE 20 es mayor que la de TE n . El cálculo de la longitud de onda TE 20 
es muy sencillo; es exactamente la mitad de la longitud de onda de corte TE 10 , 
o 2.28 cm. Las imperfecciones en las guias de onda fabricadas y las altas per¬ 
didas en la proximidad de la longitud de onda de corte TE 10 hacen necesario 
restringir la banda TE 10 de las guias de onda comerciales a los limites prácticos 
de 2.42 a 4.35 cm. 


18.8 RESONADORES DE CAVIDAD 

Otro tipo de dispositivo estrechamente relacionado con las guias de onda y de 
considerable importância práctica es el resonador de cavidad. Los resonadores 
de cavidad manifiestan las propiedades típicas de los circuitos resonantes en 
cuanto a que pueden almacenar energia en campos eléctricos y magnéticos osci¬ 
lantes; además, los resonadores de cavidad prácticos disipan una fracción de la 
energia almacenada en cada ciclo de oscilación. Sin embargo, con respecto a lo 
último, los resonadores de cavidad son generalmente superiores a los circuitos 
convencionales L-C por un factor de aproximadamente veinte; esto es, la fracción 
de energia almacenada que se disipa por ciclo en un resonador de cavidad es 
aproximadamente 1/20 de la fracción que se disipa por ciclo en un circuito L-C. 
Una ventaja adicional es que los resonadores de cavidad de tamano práctico 
tienen frecuencias resonantes que varían por encima de unos cuantos cientos de 
megaciclos, exactamente la región en que casi es imposible construir circuitos L-C 
ordinários. 

El resonador de cavidad más sencillo es un paralelepípedo rectangular con 
paredes perfectamente conductoras. Para dicha cavidad, las condiciones en la fron- 
tera apropiadas son la anulación de la componente tangencial de E y la com¬ 
ponente normal de B en la frontera. La componente tangencial de H y la compo- 
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nente normal de D son arbitrarias. Los campos eléctrico y magnético deben 
satisfacer las ecuaciones de onda (18-118); por tanto, E x debe satisfacer 


d 2 E x õ 2 E x 

-- A -- 4- 

dx 2 dy 2 


ô 2 Er oj 2 

+ ^£ x = 0. 
c 


õz 2 


(18-129) 


Si la cavidad consiste en una región limitada por los seis planos x = 0, x = a; 
y = 0, y = b; z — 0, z = d; entonces E x debe tener la forma 

E x = E l f 1 (x) sen K y y sen k x z e _MDf , (18-130) 

con K y = mn/b y k z = nn/d , para que E x se anule eny = 0,enz = 0, eny = b 
y en z = d. Además, E x sola no puede ser una soluàón, a menos que fi(x) sea 
una constante, puesto que V * £ debe anularse para satisfacer una de las ecua¬ 
ciones de Maxwell. Para E y y E z , la situación es semejante y las soluciones toman 
las formas 

E y = E 2 sen k x x f 2 (y) sen k z z e 

E z = £ 3 sen k x x scnK y y f 3 (z) e~ tai J (18-131) 


con K y y k z como en la ecuación (18-130), y k x = In/cL Si la dmifcnda de E 
debe anularse, entonces la ecuación 


/ dU r df 2 

£1 — sen íc v y sen k z z + E 2 sen k x x — sen k z z 
\dx dy 

+ £3 sen k x x senK,y ^ = ® (18-132) 

debe satisfacerse. Esto se logra si f x = cos k^x, f 2 = cos k / 3 = cos kj y 


k x E x -(- K y E 2 + k z E 3 = 0, 


(18-133) 


que es justamente la condición para que k sea perpendicular a E. Volviendo a la 
ecuación de onda, es evidente que las frecuencias resonantes de la cavidad están 
dadas por 


K x + K y + K Z 



(18-134) 


o 



(18-135) 


Una cavidad típica construída de una guia de onda con dimensiones de 0.4 pulg x 
x 0.9 pulg se caracteriza por / = 1, m = 0, n = 2 (la llamada cavidad TE 10 2 )- La 
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frecuenciã resonante de dicha cavidad se determina claramente por la dimensión d 
ca la dirección z. Muchos otros aspectos dei problema dei resonador de cavidad 
iangular pueden tratarse con detalle; algunos de éstos se dejan como ejercicios. 
Pueden construirse otras formas de resonadores de cavidad; sin embargo, sólo 
el cilindro circular recto y el paralelepípedo rectangular se fabrican fácilmente 
y se prestan a un tratamiento matemático exacto. El tratamiento dei cilindro 
circular recto condene funciones que son más complicadas que los senos y co- 
senos, específicamente las funciones Bessel. Para satisfacer las condiciones en la 
frontera se requiere hallar los ceros de estas funciones de la misma forma en que 
los ceros de los senos entraron en el problema rectangular. En lugar de entrar 
en la discusión con más detalle, sugerimos al lector interesado que consulte 
Technique of Microwave Measurements, por C. G. Montgomery (Nueva York, 
McGraw-Hill, 1947), págs. 297 y sgs., donde se da un tratamiento breve, pero 
muy útil, dei resonador de cavidad cilíndrica. 


18.9 RESUMEN 

Los problemas prácticos de propagación de ondas generalmente involucran fronteras 
entre diferentes médios, en donde la constante dieléctrica compleja K cambia dis- 
continuamente. Las condiciones en la frontera de un sólo plano son expresadas 
por la ley de Snell y los coeficientes de Fresnel, que dependen de h = Jlt y 
dei ângulo de incidência. Los problemas en que intervienen fronteras de planos 
múltiples se pueden resolver por superposición de soluciones para una sola frontera 
y muestran efectos de interferencia. Los médios no conductores son un caso especial 
de los médios conductores en los que la parte imaginaria de K y h se anulan. 

1. Las condiciones en la frontera sobre las amplitudes no pueden satisfacerse 
a menos que la frecuencia de la onda sea la misma en cualquiera de los lados 
de la frontera y las fases coincidan en cualquier parte de la frontera. Por tanto, 
los vectores de propagación de ondas incidentes, reflejadas y transmitidas son todos 
coplanares con la normal a la frontera, y el ângulo de reflexión es igual al ângulo de 
incidência, 0\ = 0 V La relación de dispersión da la ley de Snell 

n t sen 6 X = n 2 sen 0 2 . 

2. La continuidad de las componentes tangenciales de los campos £ y H se , ex- 
presa por los coeficientes de Fresnel, las razones entre las amplitudes dei campo E 
reflejado y transmitido y la amplitud incidente. Estos son diferentes para polariza- 
ciones 5 y P (el vector E perpendicular y paralelo al plano de incidência res¬ 
pectivamente). Para reflexión 

_ n ! cos 0 X — n 2 cos 0 2 
12s n, cos 0 t + n 2 cos 0 2 ’ 

_n 2 cos d t - n x cos 0 2 
i2p n 2 cos -(- «, cos 0 2 ' 
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3. Las intensidades reflejada y transmitida se calculan en términos de los coeficien¬ 
tes de Fresnel a partir de la componente normal de los vectores de Poynting. 
La reflectancia es 

R = r 12 r* 2 i 

Para médios no conductores, la transmitancia es 

T = 1 — R, 

y para el medio 2 conductor, la absorbancia es 

A = 1 — R y 

como resultado de la conservación de energia. Estas ecuaciones son adecuadas 
para no conductores o para la incidência normal. Predicen la polarización por 
reflexión en el ângulo de Brewster, la reflexión total interna en el ângulo crítico 
y la fórmula de Hagen-Rubens para reflectancia r-f de un conductor. 

4. Para incidência oblicua sobre un conductor, la propagadón y la atenuación 
están descritas por K r = Nco/c , = qcojc , con los planos de fase constante formando 
un ângulo 0 con respecto a la frontera y los planos de amplitud constante 
paralelos a la frontera 

JV = y/p 2 + n 2 sen 3 & l3 
sen 0 = n t sen d l /N. 

Las cantidades p y q son generalizaciones de n y k con las cuales se relacionan 
(K r — K x sen 2 0 X ) y K { exactamente como n y k lo hacen con = 0. Elias tam- 
bién explican la reflexión total para ângulos mayores que el crítico. 

5. Para dos fronteras planas y paralelas, se da la amplitud reflejada relativa como 


donde 


ri2 + r_2^ 

1 + ri2 r 23 e ^ 


P = 2d — n 2 cos Q 2 = 2d — (p + iq) 
c c 

es el defasamiento (y atenuación) sobre dos ondas transversales de la capa. La 
reflectancia neta es 


R = rr*. 

1 - R = T + A 
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^kmde A = 0 si la capa es no conductora. A través de 0, R muestra efectos de 
interferencia que dependen de (d/ky). Con conducción o reflexión total frustrada, 


si d £ <5, donde ô es la longitud de atenuación. 

6. Las ondas guiadas se propagan sin atenuación (suponiendo fronteras perfec- 
tamente conductoras) si la longitud de onda en el vacío k 0 = 2nc/o> es más corta 
que la longitud de corte A c , que depende de las dimensiones de la guia de ondas. 


1 1 1 



donde k g es la longitud de onda de la onda guiada. La velocidad de grupo (de la 
propagación de energia) es v g donde 



Para una guia rectangular en el modo TE mn , 



donde a > b. Generalmente se restringe k 0 de modo que solamente se propague TE 10 . 

7. Para ondas planas que son atenuadas o guiadas (y también para ondas esfé¬ 
ricas), la amplitud no es constante sobre una superfície de fase constante. Tales 
ondas son llamadas inhomogéneas. El vector de Poynting es más complejo que para 
una onda plana homogénea propagándose en un medio dieléctrico. 


PROBLEMAS 

18.1 Calcule el coeficiente de reflexión de Fresnel para una onda con polarización 5 que 
incide desde el aire sobre un dieléctrico con el ângulo de Brewster, 6y = Qb* Encuentre la 
reflectancia si n = 1.5. 

18.2 Una onda con polarización p incide desde el aire sobre una superfície dieléctrica con 

una incidência casi rasante, - ô. Encuentre la pendiente de la curva Rjkdy) cuando ô 

tiende hacia cero, en función de la constante dieléctrica K. 

183 Una onda con polarización p incide desde un medio transparente de constante dieléc¬ 
trica K sobre una frontera de aire con un ângulo ligeramente menor que el ângulo crítico, 
= 0 C — S. Haga un^ aproximación de R p en términos de Ô cuando ô tiende hacia ceio 
y demuestre que la pendiente de la curva RJlPi) es infinita en 9 C . 
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18.4 Suponga que una fibra óptica tiene un índice de refracción n = 1.55. Calcule el mayor 
angulo que formarán el eje de Ia fibra y un rayo de luz que se propague a lo largo de la 
fibra, si la fibra está rodeada de aire. Calcule el ângulo, si la fibra está rodeada de un material 
de revestimiento metálico con un indice de 1.53. 

18.5 Una onda luminosa con polarización p en el aire es reflejada por una superfície metálica 

Calcule R p bajo la suposición de que cos 0 2 ~ 1, como es a menudo el caso. Encuentre el 
valor de 0 2 para el cual R p es un mínimo. Evalúe este 0j y su correspondiente R si 
n = 1, k = 6 (lo correspondiente a alumínio). ” 

18.6 Una onda plana incide normalmente desde el aire sobre la frontera plana de un metal 
Suponga que la frecuencia está en el intervalo donde nZ k > 1. A partir de los coeficientes 
de transmisión de Fresnel encuentre |E,| 2 justamente en el interior de la superfície metálica. 
Calcule la disipación de energia por unidad de volumen en la proximidad de la superfície 
y obtenga su valor si la amplitud incidente es E, = 10 V/cm y Ia frecuencia es/= IO 10 Hz. 

18.7 Una onda en el aire incide oblicuamente sobre una superfície conductora con un ân¬ 
gulo 0 U en el intervalo de frecuencias donde se aplica la relación de Hagm-Rubens. Demuestre 
que la ecuación (18-60) es reemplazada por 

__ 2 cos 0 t 2 

k ’ k cos Oi ' 

18* 8 Una onda en el aire es reflejada con incidência normal desde una superficie conductora. 
A partir de r 12s , demuestre que el defasamiento dei vector E es 


tg 


2 k 


n 2 + k 2 — 1 


Compruebe que este resultado tiende hacia ot s = n para una conductividad infinita 

18.9 Suponga que una onda de radio de co = 10 7 s _1 es reflejada desde la superficie de la 
Tierra con incidência normal. Calcule el defasamiento en la reflexión a partir dd resultado 
dei problema 18.8, considerando que K = 9, g = 10“ 4 (fim)" 1 para este terreno. 

18.10 Un medio dieléctnco con índice de refracción n 3 está recubíerto con una capa de 
índice n 2 , y una onda incide desde un medio dieléctnco con n t . E)emuestre que r 12 = r,, 
para n 2 — V w i n 3 y> P or tanto, R = 0 para cos = — 1 para incidência normal. 

18 11 Un haz de luz monocromática (frecuencia co) en el aire incide normaimente sobre una 
película dielectnca con índice de refracción n. El espesor de la pdicula es d. Calcule los 
coeficientes de reflexión y transmisión en función de d y n, satisfadendo las condiciones en 
la Irontera de ambas caras. Considere que existen ondas desplazàndose hacia la derecha y 
hacia la tzquierda en el interior de la película, E 2 y y que se suman a las ondas 
incidente E u reflejada E t y transmitida £ 3 . 

18.12 Considere la ecuación matricial 


fe) 


donde 


(C„) 


-rH 

L m,m + 1 \ r m,i 


e Ul/2)pm 




■+ie 
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04 Verifique que los resultados para una sola zona interfacial entre dos dieléctricos están 
dados por 

con Pi = 0. 

(b) Compruebe que los resultados para dos zonas interfaciales están dados por 

£:H c 'X«(o). 

con p 2 = 2d 2 (co/c)n 2 cos 0 2 . Este enfoque es conveniente para generalizar a un sistema de 
capas múltiples separadas por fronteras planas. 

18.13 Una superfície metálica está recubierta con una capa de dieléctrico. Calcule la reflec- 
tancia resultante R , suponiendo que el metal es un conductor perfecto (g = oo). 

18.14 Una radiación incide normalmente sobre una lâmina metálica suspendida sin soporte 
en aire. Suponga que la lâmina es lo suficientemente densa para que las reflexiones múltiples 
sean despreciables. Calcule la transmitancia T en función de la n y la k dei metal. 

18.15 Considere una placa dieléctrica que es demasiado densa para que los haces reflejados 
en forma múltiple interfieran coherentemente. Sume todas las intensidades para encontrar la 
reflectancia neta en términos de las reflectancias R l2 y R 23 de las fronteras individuales. 
Especifique el resultado para el caso de médios idênticos en cada lado de la placa. 

18.16 Encuentre la densidad de carga superficial y la corriente por unidad de anchura sobre 
la superfície de un conductor perfecto sobre la cual inciden ondas electromagnéticas planas, 
cuando el vector eléctrico es (1) perpendicular al plano de incidência, y (2) paralelo al plano 
de incidência. 

18.17 Determine E y B para ondas TM propagándose en el plano yz entre dos planos 
paralelos de placas perfectamente conductoras, en y = 0 y en y = a. 

18.18 Considere una onda TM en una guia de ondas rectangulares ( H z = 0) propagándose 
en la dirección z con longitud de onda k g . Demuestre que 

r . mnx nny , . 

E z = A sen - sen —~ e 2m2ÍÀ * 

a b 

satisface la ecuación de onda (18-123) y las condiciones en la frontera. ^Cuál es la frecuencia 
de corte dei modo TM U ? ^Por qué no hay modo TM 10 ? 

18.19 Determine los valores limites dei ancho de una guia de ondas de sección cuadrada 
que transmitirá una onda de longitud Ã en el modo TE 10 , pero no en los modos TE lt ni 
TM n . 

18^0 Escriba los campos E y H para el modo TE 101 de una cavidad cúbica de lado a. 
Describa la naturaleza de las distribuciones de campo a través dei cubo. 
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DISPERSION ÓPTICA 
EN LOS MATERIALES 


La manera en que una onda electromagnética se propaga en un medio material 
lineal está completamente determinada por las constantes ópticas n y k. Estas 
dependen únicamente de la constante dieléctrica K y de la conductividad g dei ma¬ 
terial. Hasta ahora los valores de estos últimos parâmetros se han considerado 
como dados, pero se ha senalado que los valores pueden depender (de hecho 
siempre dependen) de la frecuencia de la onda, variando ampliamente en un intervalo 
que va desde c. d. hasta rayos X. Para tener un critério de la aplicación de los 
resultados de la teoria de la radiación electromagnética, se debe conocer algo sobre 
los principios que hay detrás de esta variación, llamada dispersión. Presentaremos 
ahora un modelo microscópico de los materiales que predice ese comportamiento. 
Este es una extensión a la c. d. de los modelos que se trataron brevemente en los 
capítulos 5 y 7 para c. d. Se llama teoria de Drude-Lorentz y se fundamenta en tratar a 
las partículas cargadas que forman el material como osciladores armónicos clásicos o 
como partículas libres. 


19.1 MODELO DEL OSCILADOR ARMONICO 
DE DRUDE-LORENTZ 

Toda la matéria corriente está compuesta de electrones negativos y núcleos positivos. 
Si, para nuestros propósitos, algunos de los electrones (más o menos que los que 
forman una carga Z, la carga nuclear) pueden considerarse como fuertemente 
ligados al núcleo y desplazándose con éste, la entidad formada es un ion cargado. 
Los electrones o iones serán tratados como osciladores armónicos, esto es, par¬ 
tículas ligadas a una posición de equilíbrio por una fuerza lineal restauradora. 
Para generalizar, la consideraremos como un oscilador armónico amortiguado, 
incluyéndose una fuerza amortiguadora lineal proporcional a la velocidad. En 
presencia de una onda electromagnética, el oscilador es impulsado por el campo 
eléctrico de la onda*. La respuesta dei medio se obtiene sumando los movimientos 
de las partículas; como las fuerzas son lineales, la K y la g que resultan dei 


La fuerza de Lorentz es F — ^(E + v x B), pero para una onda B = ( n/c)E . La fuerza magnética 
es más pequena en n(v/c) y será despreciada. En cualquier caso, la fuerza magnética no actúa sobre 
la partícula, ya que es perpendicular a v. 
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modelo serán constantes (es decir, son independientes de E, aunque son depen- 
dfemtes de la frecuencia). Aplicado a los electrones, el modelo describe los elec- 
trones ligados en los átomos, pero se puede incluir electrones libres como un caso 
especial simplemente al suponer que la constante de fuerza restauradora dei oscila- 
dor es igual a cero. 

La ecuación clásica dei movimiento* para la fuerza unidimensional dei oscilador 
amortiguado es 


d 2 x dx 

m —y + G — + Cx = eE„ 
dt 2 dt 


(19-1) 


o 


d 2 x 

lê + y 


dx - 
- + m 0 x = 


eE„ 


(19-2) 


donde e y m son la carga y ia masa de la partícula, y E m es el «campo mo- 
lecular» discutido en el capitulo 5. La constante de amortiguanuento y ^ Gjtn tiene 
dimensiones de frecuencia. La frecuencia natural dei oscilador no amortiguado 
es ct) 0 y está relacionada con ia constante de fuerza C mediante mcol — C. En el 
capítulo 5, la constante de fuerza fue expresada para los electrones ligados de la 
capa externa en términos dei «radio» dei átomo R 0 . En el caso estático, x es 
independiente de í, de modo que la ecuación (19-2) llega a ser idêntica a la ecua¬ 
ción (5-12), con 


ÜJ ° 47Tf n mkn 


(19-3) 


Para electrones libres, tomaremos co 0 = 0 en la ecuación (19-2), que se hace 
idêntica a la ecuación (7-31), con 


y = - (19-4) 

T 

donde t es el tiempo medio entre colisiones. Los valores apropiados de <y 0 y y 
para otros casos serán discutidos posteriormente. Para tener en cuenta las interac- 
ciones mutuas entre partículas, se supone que el campo impulsor E m depende 
dei campo E de la onda E de acuerdo con 


E m = E + — P, (19-5) 

e o 

donde P es la polanzación dei medio. Se mostró en la ecuación (5-7) que para 
un dieléctrico no polar e isotrópico v = i Para un metal, v = 0. No es nuestro 

* Naturalmente debería utiüzarse la mecânica cuántica para los electrones. La solución clásica es útfl 
por ser la misma que la cuántica, con una adecuada interpretadón de la frecuencia natural co 0 . 
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propósito principal tratar el difícil problema de la corrección apropiada dei campo 
local y, por tanto, la dejaremos como v y en lo sucesivo trataremos de eliminaria 
de consideración. Supongamos que E m y P, como E, dependen de la posición y dei 
tiempo sinusoidalmente, o en forma compleja 


E m = Ê„ 


- í(gjí- k • r) 


En nuestras aplicaciones, la longitud de onda k = 2tt/íc será mucho mayor que el ta- 
mano de la región en la cual se desplaza la partícula. Por ejemplo. en la ecua- 
ción (19-3) R 0 es 1 o 2 Â, y para la luz visible X ^ 5000 A. Por tanto, la variación 
espacial de E m es despreciable sobre las posiciones de la partícula: en otras palabras, 
podemos suponer que 


y el campo uniforme 


k = 0 , 


(19-6) 


E m = E m e~ 


(19-7) 


Con la ecuación (19-7), las soluciones de estado estacionário de la ecuación (19-2) 
se obtienen por el bien conocido método de sustituir 


x(t) = xe~ iait 


(19-8) 


y determinar la amplitud desconocida x de tal modo que se satisfaga la ecuación 
para la frecuencia dada co. El resultado es 


eEJm 

o)q — co 2 — iyco 


(19-9) 


La amplitud dei movimiento de la partícula es proporcional al campo impulsor E m 
y, como una función de la frecuencia impulsora, es especialmente grande para 
co = co 0 (resonancia). En ausência de amortiguamiento, la amplitud de resonancia 
seria infinita y por esto un modelo realista requiere de algún amortiguamiento*. 
En el problema dei oscilador mecânico (y también en los problemas de circuitos 
RLC, que son matematicamente iguales) se expresa generalmente el resultado com- 
plejo en forma polar con objeto de destacar la amplitud y la fase reales, pero 
aqui lo dejaremos como está ahora. 

La relación entre el desplazamiento mecânico x de las partículas cargadas 
microscópicas que forman el material y la respuesta eléctrica macroscópica dei 
medio se dan mediante el cálculo de la densidad de poíarizaciòn P. El momento 
dipolar debido al desplazamiento de la carga e es ex (suponiendo que la carga 
de neutralización - e permanece en reposo). Entonces 


P = Nex, 


(19-10) 


* Del mismo modo, una solución de estado estacionário nunca podría alcanzarse sin amortigua¬ 
miento, ya que la solución transitória nunca se acabaria. 
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donde N es el número de cargas por unidad de volumen. Ahora se supone 
que el campo aplicado E (de la onda) y la respuesta P son proporcionales, 


P = XE, 


(19-11) 


donde 


£ = e 0 + X, 
K=l + x/e 0 


(19-12) 


De las ecuaciones (19-9) a (19-11), 


Ne 2 /m 



y de (19-5) y (19-11) 


E m = {1 + VX/ío )E. 


Por tanto, 


X Ne 2 /m 


1 + v/J( 0 o)q o) 2 iyco 


De (19-12) 


X = c 0 (K - 1), 


de modo que las dimensiones de la constante dieléctrica están dadas por 


K — 1 Ne 2 /e 0 m 


1 + v(K — 1) (Oq — (o 2 — iyco 


Es conveniente hacer la abreviatura 


Ma 2 



(19-13) 


en términos de lo cual 


K-í 


(19-14) 


! + v(K — 1) («o — (o 2 — iyco 


Esto da la relación que se busca entre la constante dieléctrica macroscópica K y las 
propiedades microscópicas de ias partículas cargadas que constituyen el medio. 
Deben notarse de este resultado dos hechos importantes: Primero, K es complejo y, 
segundo, es dependiente de la frecuencia. Por tanto, el modelo más sencillo que 
podríamos establecer automáticamente implica que se tiene un medio conductor y 
dispersivo. 
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Antes de discutir las consecuencias dei modelo, sugeriremos una generalización 
sencilla, que extiende su aplicabilidad a la mayoría de los materiales reales. Raras 
veces todas las partículas cargadas de un material tienen las mismas propiedades. 
Por ejemplo, pueden dividirse en electrones e iones, o en electrones de diferentes 
órbitas interiores y exteriores de un átomo, etc. Si hay N t partículas de carga e ( , masa 
Wj, frecuencia resonante natural cu OÍ , y frecuencia de amortiguamiento •/„ entonces, 
siguiendo la misma deducción de antes, se concluye que 

K-l ^ (o 2 Bi 

Si todas las partículas tienen la misma carga y masa (por ejemplo, todas son 
electrones en diferentes órbitas), esta ecuación se puede escribir como 


K - 1 


1 + v{K - 1) 




fi 


a>oi - a 2 — r/ito' 


(19-16) 


donde fi = NJN es la fracción de osciladores de tipo i. Como £ N t = N, 


£/ = !■ (19-1 

(En la interpretación de la mecânica cuántica de este resultado, /, se Ha ma inteviu*.. 
dei oscilador y la ecuación (19-17) se llama regia de la suma de las f.) Limitarmos 
nuestra discusión a aquellos casos que no dependen de las sutilezas de la corre xión 
dei campo local v. Si es válido el campo local de Lorentz r - la ecuación (i9-16) 
se convierte en 


K — 1 
K + 2 


-Kl 


/ 

ü>Q ( — Cü 2 — ifiü) 


(19-18) 


Ya que co 2 es proporcional a N , esta es una generalización de la ecuación de 
Clausius-MossottL Es fácil resolver las ecuaciones (19-15) o (19-18) para K , y para 
algunoS propósitos el resultado es útil, pero no aclara la dependencia de K con 
respecto a la frecuencia, que es el tema principal de este capítulo. Sin embargo, si 
v = 0, la ecuación (19-15) se simplifica a 


K- 1 = 1 


oj: 


coqí “ <ü 2 — iy t w 


(19-19) 


Esta ecuación es también válida para cualquier v a frecuencias en que K no es muy 
distinta de 1. Además, a frecuencias en que uno de los picos resonantes de la 
ecuación (19-15) domina a los otros, podemos dejar de tomar en cuenta v : 


(K - - (O 2 - iyco) = [1 + v(K - l)]w 2 . 
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de modo que 


K — 1 = 




(coq — vcOp) — co 2 — iyco * 


(19-20) 


Esto equivale a un solo pico resonante con corrección dei campo local cero y 
frecuencia resonante efecíiva Jml - vojp . Por tanto, podemos limitar nuestra dis- 
cusión detallada de la dependencia de K con respecto a la frecuencia al caso 
sencillo dei pico de resonancia 


K- 1 = 




(üq — w 2 — iyco ’ 


(19-21) 


y todavia podemos aplicar los resultados a muchos problemas prácticos. En 
función de las partes real e imaginaria, la ecuación (19-21) es 


K = 1 +_cüp( a»o - co 2 ) 

' + K - Cü 2 ) 2 + ( 7 £0) 2 ’ 

K = PfoP 

‘ (<üq — a > 2 ) 2 + { ya >) 2 

Entonces estas cantidades podrían sustituirse en las ecuaciones (17-52), 

»= + sjv + a :, 2 ], 

fc = v4T- (19-24) 

para tener expresiones explícitas de la dispersión de n y k en función de la 
frecuencia. Sin embargo, los resultados serían demasiado complicados como para 
manifestar características generales de la dispersión. En las secciones siguientes 
consideraremos vários casos de interés práctico en los que pueden hacerse supo- 
siciones simplificadoras. 

Antes de proseguir con estos ejemplos, debemos comentar la otra característica 
significativa dei resultado de la ecuación (19-21): el que K sea compjejo. Aunque 
el modelo se basó en cargas ligadas, el resultado complejo K es característico de 
un medio conductor. Existe una g = K^w distinta de cero, sin la introducción 
intencional de una densidad de corriente de conducción J. Además, con a> 0 = 0 
para cargas libres, hay aún una K r = K característica de un medio dieléctrico. El 
modelo incorpora automáticamente ambas partes, real e imaginaria, de K y corres¬ 
ponde tanto a la corriente de desplazamiento dD/ôt como a la corriente de con¬ 
ducción J en la ecuación dei rotacional de H de Maxwell. En nuestro modelo, 
podríamos haber calculado 


(19-22) 

(19-23) 


dx 

J = Ne — = — icoNex 
dt 
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en vez de P = Nex y obtener a partir de esto una expresión para la conduc- 
tividad g. Claramente, encontraríamos que 



y 


(19-25) 


Tenemos que calcular Po J pero no ambas, ya que son expresiones equivalentes 
dei hecho de que et desplazamiento de las partículas tiene una componente en 
fase con el campo E y también una componente desfasada en 90”, o de que la 
velocidad de la partícula tiene una componente fuera de fase y también una 
componente en fase. Para campos estáticos, las cargas ligadas tienen un despla¬ 
zamiento proporcional al campo (en fase) y las cargas libres tienen una velocidad 
proporcional (en fase); pero a altas frecuencias, tanto las cargas ligadas como las 
libres pueden tener componentes de desplazamiento y de velocidad en fase y fuera 
de fase. Toda la discusión siguiente podría formularse en términos de la conductividad 
compleja, de acuerdo con la ecuación (19-25) y, en ciertos contextos, es más usual 
hacerlo así. Las relaciones con la constante dieléctrica compleja son 


g = —ie 0 ü}(K - 1), 
g r = e 0 a>Ki, g t = -e 0 a)(K r - 1). 


(19-26) 


Como era de esperarse, g r — g es la conductividad real actual y g t está relacionada 
con la constante dieléctrica real. 


19.2 ABSORCION DE RESONANCIA 
POR CARGAS LIGADAS 

Como primer ejemplo consideraremos las aplicaciones de las ecuaciones (19-22) a 
(19-24) a cargas ligadas, es decir, a materiales que no son conductores para c. d. Para 
estimar el valor esperado de los parâmetros en las ecuaciones (19-22) y (19-23) para 
los electrones de valência, tomemos R 0 = 2Â en la ecuación (19-3): 



(1.6 x 10~ 19 ) 2 ' 


0)0 V 4w(8.854 x 10 -12 )(0.91 x 10" 3O )(2 x IO -10 ) 3 “ 5,6 X 1015 S *■ 

Esta frecuencia resonante electrónica corresponde a una longitud de onda en el 
ürc de 3350 Ã (335 nm), que está en la región ultravioleta exactamente por 
«bajo dei espectro visible. Una R 0 más grande o más pequefia daria una longitud 
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de onda más Ingi o más corta. Combinando la ecuación (19-3) con la (19-13), 
que define a p encontramos que 


°^=4nRlN = 3NV a , 


(19-27) 


donde V a es el volumen de nuestro «átomo». Por tanto, si los átomos están empa- 
quetados muy estrechamente, como cuando estén condensados en un líquido o 
en un sólido, 



(19-28) 


Cuando están menos densamente agregados, como en un gas (o una solución), 
esta razón es correspondientemente menor, ya que N es más pequena, pero ge¬ 
neralmente coq no es fuertemente afectado por el estado de agregación. La razón 
es también mucho menor que 1 para los electrones más fuertemente ligados 
de las capas electrónicas interiores, que tienen órbitas más pequenas. Valores 
razonables de Ia frecuencia de amortiguamiento y son más dificiles de estimar. 
Para tener idea de lo que esto significa, regresemos a la ecuación de movimiento 
(19-2) y consideremos el caso dei oscilador libre con E m = 0. La solución de 
esta ecuación es también muy conocida: 



(19-29) 


donde 


^í» = M ~ (y/ 2 ? 


es casi igual a m 0 si y es pequena. La amplitud de la oscilación decae como 
e-yt/2 y la energia de oscilación, que es proporcional al cuadrado de la amplitud, 
decae como e yt . Por tanto, podemos escribir 


(19-30) 


donde z es el tiempo medio de decaimiento para la energia dei oscilador. El sig¬ 
nificado de t en esta ecuación no es el mismo que en la ecuación (19-4) para elec¬ 
trones libres, pero es análogo; en ambos casos, z es el tiempo medio de pérdida 
de energia (energia de osciladores armónicos libres o energia de espacio recorrido 
libre, respectivamente). La partícula oscilante irradia necesariamente energia electro¬ 
magnética a costa de su energia de oscilación; en el siguiente capítulo se demuestra 
que la razón de radiación corresponde a una razón de decaimiento 


y _4n R e 
®o ^ áo 


(19-31) 
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donde 



(19-32) 


y a q - 2ncj(ü 0 es Ia longitud de onda en el vacío correspondiente a a> 0 ; R e es 
ei Uamado radio clásico dei electrón (véase problema 6.6*). Aun para rayos X 
(A 0 % 1 À = 10 m), el amortiguamiento debido a este mecanismo es extrema¬ 

damente pequeno en comparación con la frecuencia de resonancia. Generalmente 
hay modos adicíonales de decaimknto debídos a las interacciones con otras par¬ 
tículas (colisiones), que hacen que la frecuencia de âmortiguaniicnto sea enorme¬ 
mente más grande que la razón de decaimíento de una sola partícula debido 
a la radiacíón. No obstante, aún suponemos que 



para las aplicaciones de esta sección. 

Puesto que se supone que y es pequena, resulta informativa una primera 
aproximación con y = 0, aun cuando no tiene sentido físico. La ecuación (19-22) 
con y = 0 es 


como se muestra en la figura 19.1. La ecuación (19-23) con y = 0 da K t = 0 
en todas las frecuencias excepto en co = tw 0 , donde está indeterminada. Peio la 
ecuación (19-23) en general da 


= -- cuando co = co 0 , 
(o o y °’ 


119-34) 


de modo que K { en el pico de resonancia es proporcional a l/y y tiende hada 
infinito en el limite cuando y tiende a cero. Este limite puede expresarse en 
función de la frecuencia mediante la función delta de Dirac, que ya usamos an- 
tenormente para representar una distribución de carga puntual como una función 
de posición. 


Ki = ^ ô{ f° 

OJq l 

El coeficiente n/2 se eligió de modo que la integral sobre cu. 


(19-35) 



-- un eieciron no es hsicamente observable, de modo que la ecua- 

Ô (19-32) es una defmición más conveniente que aquella para una distribución de carga uniforme. 


*^ stribución de earga en un electrón no es fisicamente observable, de modo 
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Fig. 19.1 Constantes dieléctricas 
como función de la frecuencia 
para una línea de absorción 
intensa y extremadamente 
angosta en a> 0 . 


sea el limite correcto para y -► 0, como se demostrará posíeriormente. Corno 
es proporcional a g, que especifica la disipación de energia por unidad de volumen 
en el material, esta aproximación para K^to) representa el caso de una línea de 
absorción infinitamente angosta en cu = cw 0 , como también se indica en la fi¬ 
gura 19.1. La característica más interesante de la figura es que K r tiene valores 
significativamente diferentes de 1 (para el vacio) a frecuencias muy lejanas de w 0 , 
la única frecuencia donde K, es distinto de 0 (para el vacio). El efecto de la absorción 
de energia en la región óptica se manifiesta en la constante dieléctrica K (pero no en 
la conductividad g) para todas las frecuencias, incluso c. d. Para w = 0 


K r (0) — K 0 — 1 + 


2 ’ 
tt>5 


(19-36) 


lo que puede diferir apreciablemente de 1 según la ecuación (19-28). El valor 
K o = 5.5 para el diamante, por ejemplo, se comprende, aun cuando el diamante 
es no conductor a frecuencias inferiores a la ultravioleta. Recíprocamente, un no 
conductor puede tener una K diferente de 1 solamente si es conductor (absorbe) 
en algún otro intervalo de frecuencias; un medio en el que g(co) = 0 para todas las 
frecuencias tiene necesariamente también K(<o) = 1; es decir, es idêntico al vacio, 
como veremos después. Por otro lado, a frecuencias muy superiores a la fre¬ 
cuencia de absorción, K tiende hacia 1 en todos los casos. 


Las constantes ópticas n y k se obtienen en este caso utilizando las aproxima- 
aones (19-33) y (19-35) en (19-24). Excepto en o> = to 0 , K t = 0, y las aproximaciones 
q ue se apl ican son (17-53) y (17-54). De la ecuación (19-33), K r = 0 para a> = 

\A>o + tUp ; por encima de esta frecuencia y por debajo de co Q , K. es positivo. En 
estas regiones 


n = y/K r , k = 0 . 


( 19 - 37 ) 
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En la región intermedia K r es negativa, de modo que 


n = 0, k = J~-K r . 


(19-38) 


Estas funciones se muestran en la figura 19.2. Para frecuencias por debajo de oj 0 
y por encima de + aj, el material es transparente (k = 0). Por debajo de la 
resonancia, n es mayor que 1 y se incrementa con el incremento de la frecuencia 
(longitud de onda más corta). Este es el comportamiento de «dispersión normal» 
de un prisma de vidrio en la región visible, que muestra una refracción más 
grande para el azul que para el rojo, y es típico de todos los materiales trans¬ 
parentes. Por encima de la absorción de resonancia, n se wwrwiiwita con la fre¬ 
cuencia, pero es menor que 1; esto es también característico de todos los mate¬ 
riales en la región de los rayos X. Inmediatamente por encima de la resonancia, 
una onda se atenúa (k > 0), pero no, sin embargo, debido a la absorción (excepto 
exactamente en co 0 , donde K t ^ 0). La onda se atenúa debido a la reflexión pér- 
fecta en la superfície donde entra en el medio: 


(n - 1) J + k 2 
(n + l) 2 + k 2 ' 


que para n = 0 da R = 1. Aun cuando el vidrio tiene una reflectancia de solamente 
R = 0.04, en el ultravioleta deberá ser altamente reflexivo. 

Para examinar con detalle el comportamiento en la vecindad ininwlMt» a a»o, 
supongamos que y > 0, pero aún y « m 0 . Cerca de co 0 (es decir, en el intervalo to 0 ± 
vários múltiplos de y), la aproximación 


(Oq — (o 2 = (ü) 0 + oj)(oj 0 — co)=2oj 0 (co 0 — co ) 


Fíg. 19,2 Coestantes ópticas 
como función de la frecuencia, 
deducidas de las constantes 
dieléctrícas de la figura 19J. 


ü 


i 
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a válida, y las constantes diejéctricas, ecuaciones (19-22) y (19-23), se simplifican a 


K,- 1 = ^ 


j(u> 0 - cu) 


Cü 0 (cu 0 - cu) 2 -I- (y/2) 2 ’ 




y/4 


<o 0 (c% - cu) 2 + (y/2) 2 ' 


(19-39) 

(19-40) 


La función K i tiene la forma de Ia Ilamada línea iorentziana que se muestra en la 
figura 19,3, que muestra también K t - 1. Estas funciones tienen propiedades 
especial mente sencillas: K ; es par con respecto a (cu 0 - cu) y K r - I es impar. Es fácil 
demostrar que la anchura de K, en la parte media dei máximo es y y los extremos de 
/C r - 1 se encuentran en estos mismos puntos. La integral de K, sobre todas las 
recuencias puede efectuarse con el resultado (cu 2 /ai 0 )(jr/2), Io que justifica el coeficien¬ 
te en la ecuación (19-35). Como ei ancho dei pico es y y la altura es proporcionai a 
l/y, el área bajo la curva es independiente de y. El valor máximo de K, en la resonanda, 

cu 0 y cu^ y ’ 



Fig. 19.3 Constantes 
dieléctricas para una línea 
angosta en (El origen 
de Ia frecuencia está desplazado 
hacia d extremo tzquierdo,) 

Para una línea débil con M < 1, 
n *- 1 y k son exactamente 
la mitad de K r - 1 y K b 
respectivamente. 


puede ser muy grande. Para un gas a presión atmosférica, (cu p /cu 0 ) 2 « 10“ 3 , pero 
(cu 0 /y) as 10 , de modo que M puede ser mayor que 100. Este valor dà una 
conductividad g = £ 0 cuX j en Ia resonanda, que es comparable con la conductividad 
de c. d. de un metal. 

4 La forma de las curvas de n y k asodadas con las constantes dieléctricas 
lorentzianas depende mucho dei tamano de M. Si M es grande, K, > 1 en cu 0 ; y como 
K r = 1 en cü 0 , la aproximación 


« = /c = sjKi/2 
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es válida en eo 0 . La forma de las curvas que muestra la figura 19.4 difiere un poco de 
la forma lorentziana. Es un cuadro más realista dei comportamiento en la vecindad 
de (úq que el de la figura 19.2. En el otro extremo, cuando M < 1, < 1 en todas 

partes. Como | K r — 1| < X, cerca dei máximo, |X r — 1| < 1 o X r = 1. En este caso, 

n s 7^. k = KJln. 


Fig. 19.4 Constantes ópticas 
para una línea intensa y angosta. 
deducidas de las constantes 
dieléctricas de la figura 19.3 con 
M = 100. (El origen de las frecuencias 
está desplazado hacia el extremo 
izquierdo.) 



Ya que X r difiere de 1 en una pequena cantidad, la raiz cuadrada puede desarrollarse 
para dar 


n — 1 = i(K r - 1), k ^ (19-41) 


Las formas de las curvas n — 1 y k son justamente las mismas formas lorentzianas 
que las de las curvas X r — 1 y K h respectivamente, Esta aproximación puede 
ser válida, por ejemplo, en una solución bastante diluida o en un gas a una 
presión suficientemente baja. 

Lejos de la línea de resonancia, cuando |ci) 0 — a>\ > y, y puede simplemente 
despreciarse en el denominador de las ecuaciones (19-22) y (19-23), que entonces 
se simplifican: 


X r -1- 


co 


2 

P 


2 1 T 
ai o - m 



a>lyto 

K 


, 2\2 ■ 


(19-42) 
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En esta aproximacion K( |.K r | y lejos en el lado de frecuencias bajas K r > 0. 
Las ecuaciones (19-41) son válidas en este caso, así que 


-■Éfer 

hfer 

1 1(0 \ 2 

i (D 

“ifcí) 

1 + b) 

En términos de la longitud de onda, 


1 ÍXA 2 

( XA 2 

"-‘“2 (í) 

, + (x) 


Esto se llama relación de Cauchy y es una fórmula útil para encontrar el índice 
de refracción de un material transparente. 

Si y no es muy pequena, ninguna de las relaciones anteriores se cumple 
cuantitatívamente, pero el comportamiento cualitativo de K y n es aún similar. 
El caso de w p /(o 0 = 1, y/e>o = h se presenta graficamente en la figura 19.5. La 
parte imaginaria siempre tiene un pico con su máximo cerca de oj 0 . En la 
región de este pico, la parte real siempre tiene una región de pendiente negativa, 
llamada región de dispersión anómala. A medida que la frecuencia se incrementa par- 
tiendo de cero, existen regiones sucesivas de transparência, absorción, alta reflec- 
tancia y transparência, exactamente como en la aproximación más sencitla de la 
función delta. En los materiales reales hay siempre muchos picos de absorciórí 
electrónica en el ultravioleta, que quizá se extiendan al visible, y en los sólidos 
pueden resultar anchos y traslapados. 

Si las partículas cargadas vibrantes son iones pesados en lugar de electrones. 
la frecuencia resonante <d 0 es unos centenares de veces más pequena. La cons- 



Fig. 19.5 Constantes ópticas para 
una banda de absorción ancha 
y moderadamente intensa en co 0 . 
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tante de la fuerza restauradora lineal es casi la misma, ya que se deriva de la 
fuerza de Coulomb, pero la masa dei ion es más grande que la masa dei elec- 
trón en 4 o 5 ordenes de magnitud. La frecuencia <o p también es proporcio¬ 
nalmente más pequena, puesto que es inversamente proporcional a la raiz cuadrada 
de la masa. Por ejemplo, en un cristal iónico 




El pico de absorción es semejante al electrónico, pero está localizado en el infra- 
rrojo en lugar dei visible o dei ultravioleta. La correspondiente K r o n no con- 
tribuye en frecuencias más altas, pero sí contribuye a frecuencias inferiores. 
De aqui que para la sal gema la constante dieléctrica estática es aproximadamente 6, 
en comparación con aproximadamente 2 ( = 1.5 2 ) en el visible. Este último valor se 
debe a la absorción electrónica en el ultravioleta; el primero inctuye d efecto de la 
absorción iónica en el infrarrojo. 


19.3 LA TEORIA DE LOS ELECTRONES LIBRES DE DRUDE 

En algunos estados importantes de la matéria, notablemente los metales y plasmas, 
los electrones pertenecientes a las órbitas atómicas externas no están localizados 
(ligados), sino que están libres para contribuir a la conducción c. d. A frecuencias 
altas su comportamiento está modificado por efectos inerciales, pero se explica 
por nuestro mismo modelo microscópico, si se supone que la fiierza restaura¬ 
dora para estos electrones es igual a cero. Entonces, con <o 0 = 0, la ecuación (19-21) 
se simplifica: 


K- 1 = - 


co(ü) + iy) ’ 


(19-44) 


Las partes real e imaginaria son 



(19-45) 



(19-46) 


o)(ü) 2 + y 2 )' 


En el contexto de partículas libres. 


i 



V 


(19-13) 
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se llama frecuencia de plasma *, y es idêntica a la definida en el capítulo 14. Ahora, los 
intervalos de frecuencia en que se presentan las características interesantes de la 
dispersión son determinados por co p . Algunos valores típicos se encuentran en la 
tabla 19.1. Van desde las frecuencias de radio hasta la región ultravioleta. Como se 
senaló previamente, la constante de amortiguamiento y es el redproco dei tiempo de 
colisión, 

7 = (19-4) 


Tabla 19.1 Algunas densidades N de partfcufas y frrrnniii de plasma a> 
típicas para plasmas electrónicos. p 

Denádad (m -3 ) Frecuencia de plasma (s 1 ) 


Metal 

IO 28 

10* 6 

Semiconductor (contaminado) 

10 2< 

10‘ 4 

Experimento de füsión 

IO 20 

10 12 

Semiconductor (puro) 

IO 20 

10 12 

Ionosíera 

10“ 

10 7 

Espacio intapbnetario 

10 7 

105 


El tiempo t es también la constante de tiempo para el decaimiento de una 
corriente sin campo externo de excitación, como puede verse al poner co 0 = 0 
y E m = 0 en la ecuación (19-2): dx/dt = v, 


v = v 0 e yt = v 0 e ij \ (19-47) 

Para metales a temperatura ambiente y « 10 14 s _1 , de modo que 


JL 




1 . 


Esta relación es generalmente válida para materiales electrónicos semiconductores 
y también plasmas gaseosos. La ecuación (19-44) toma una forma más sencilla 
cuando se expresa en términos de la conductividad compleja g utilizando la 
ecuación (19-26) y y = 1/t : 


donde 


9 = 


9o 

1 — Í(OT ’ 


(19-48) 


2 Ne 2 z 

9o = ÍQtop = — 

m 


La frecuencia de plasma suele expresarse en unidades gaussianas, en las que o> p = JÃnNe^jm. 
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es la conductividad c. d. No obstante, trataremos X, ya que el objetivo cs cncootnr 
las constantes ópticas n y k a partir de ella. 

Cuando y es pequena, podemos de nuevo considerar primero el caso 7 = 0: 



co 


(O 


p 

2 ’ 


col n 


= *(<»)■ 
co Z 


(19-49) 


Las figuras 19.1 y 19.2 aún muestran este comportamiento, si el origen de a> 
se toma en co 0 = 0. La región transparente por debajo de co 0 se elimina y la 
frecuencia donde K r = 0 es co p . Entre co = 0 y co = co p el material es perfectamente 
reflexivo (n = 0), y por encima de co p es transparente (k = 0). La transición entre 
la alta reflectancia y la transparência en co p explica el hecho bien conocido de que 
la ionosfera refleja las ondas de radio en la banda de AM (/ = co/ln $ 1.5 x 10 6 s~ ! ), 
pero es transparente para FM y TV (/ « 10 8 s" 1 ). En otro intervalo de frecuencia, 
el sodio metálico es altamente reflexivo en el visible, pero es transparente para 
longitudes de onda más cortas que X p = 2100 Â (210 nm), que corresponden a su 
frecuencia de plasma. Exactamente para la frecuencia dei plasma, n = 0 y k = 0; 
todas las cargas se mueven en un sentido y otro en fase (longitud de onda infinita) 
sin atenuación. Este movimiento es la oscilación de plasma libre que se discutió 
en el capítulo 14. Es un ejemplo de la onda longitudinal* que puede ocurrir 
cuando K = 0. Aunque la aproximación de no amortiguamiento da cuenta de 
efectos interesantes cerca de la frecuencia de plasma, es una simplificación excesiva 
en el caso de frecuencias bajas, .donde predice conductividad infinita y constante 
dieléctrica infinita para c. d. En particular, no produce la fórmula de Hagen-Rubens 
ni la asociada profundidad de penetración. 

Para mejorar la aproximación de fundón delta, es necesario regresar a las ecua- 
ciones (19-45) y (19-46). Supondremos que el amortiguamiento es pequeno, y <$ ajp, 
de modo que hay tres intervalos de frecuencias para considerar. 

1. co y: 


(19-50) 

(19-51) 


* Como la longitud de onda es infinita y la velocidad de propagación es cero, carece de 
sentido decir que la onda es longitudinal o transversal en este caso. Sin embargo, hemos calculado 
£(k, co) únicamente para k = 0 (véase 19-6). Un cálculo más sofisticado, que incluye efectos de pteãón, 
muestra la existência de ondas de plasma longitudinales, de longitud finita, k =£ 0. 


— CO n 

K — -- 

y 2 

o)Í 

íúy 
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La constante dieléctrica real K r es una constante negativa (grande); K t tiende 
bacia infinito cuando a> tiende hacia cero, pero 

£ 0 o)l Ne 2 z 

g = CçyioKi =- £ =- = Qo 

ym 

es constante en este intervalo e igual a la conductividad c. d., g 0 . Como KAkJí = 
= y/w i> 1, la ecuación (17-55) da 


n = = >jKJ2 = ° / ^— > 1 . 

yJ2toy 


(19-52) 


Este es el caso que da la fórmula de Hagen-Rubens para la absorbancia de fre- 
cuencias bajas, 


.^2 / 2*õÕ* 

V g 0 * 


y la profundidad de penetración 


2. y <£ ca (o v : 


Como Ki/\K r \ = y/w 1, 


koj \] fi 0 cog 0 ' 


K 

r “ m 2 ’ 

(19-53) 

K -ã?- 

(19-54) 

k=\f-~K, = —, 


CO 


n - K ‘~ y°>p 

2k~ 2o) 2 • 

(19-55) 


En esta región k/n = 2cu/y > 1, de modo que la ecuación de absorbancia (18-59) 


es 


A =tf=- - 


(Damada a veces fórmula de Mott-Zener) y la profundidad de penetración 


es 


à = ~ =— =l P /2n, 
kco co p 
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donde k p es la longitud de onda en el vacío correspondiente a la frecuencia dei 
plasma. Para metales, estos resultados son válidos en la región infrarroja. Como 
(o p t es grande, A = 1 — R es solo un porcentaje pequeno; la profundidad de 
penetración es muy pequena e independiente de la frecuencia. 

3. (o p (o : 


(19-56) 



(19-57) 


n^y/K,* 1 , 

k = ^L~<Hk 


(19-58) 


2 n ~ 2o) 3 ' 


Aqui el material es casi transparente. Sin embargo, en los metales, excepto para 
los metales alcalinos, el comienzo de esta transparência es oscurecido por la absor- 
ción Tesonante de los electrones ligados de las órbitas interiores. Esta absorción 
adicional, discutida en la última sección, también incrementa el valor de K ; y de n 
para la mayoría de los metales en la región visible, lo que reduce la reflectancia 
y explica el porquê de los colores característicos dei cobre y dei oro. Los resul¬ 
tados de electrón libre para n y k aparecen ea la gráfica en escala log-log de 
la figura 19.6. Los valores de los parâmetros escogidos son <o p = 9 x 10 15 s' 1 
y y = 3.6 x 10 13 s“ 1 ; estos son apropiados para sodio metálico a temperatura 


Fig. 19.6 Gráfica log-log 
de las constantes ópticas 
de cargas libres contra frecuencias, 
con y/ojp = 0.004. 

Las aproximadones de la ley 
de potências son válidas para 
la mayor parte dei intervalo 
de frecuendas. 



Jog Cd 
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ambiente, para el cual la teoria dei electrón libre concuerda muy bien con el 
experimento. Las tres regiones enmarcadas por las líneas rectas de la figura son 
las gráficas de las ecuaciones (19-52), (19-55) y (19-58). Los puntos intermédios 
en co = y y co = co p se calculan facilmente a partir de las ecuaciones (19-45) 
y (19-46), ya que K( = — K r y K t > K„ respectivamente. La región muy por encima 
de y concuerda con la aproximación de la función delta (y = 0), con alguna cur¬ 
vatura en c Op. Los ejemplos con y £ oi r son menos comunes; su tratamiento se 
deja como ejercicio. 

Todos los resultados de esta sección son válidos también cuando las partículas 
cargadas son iones pesados en vez de electrones. Puesto que el medio se ha con¬ 
siderado eléctricamente neutro, los iones positivos siempre deben estar presentes 
con una densidad numérica media N igual a aquella de los electrones. Claro está 
que, en los metales, los iones positivos no están en posibilidad de moverse libre- 
mente, pero en un plasma gaseoso lo están y su movimiento es con frecuencia muy 
importante. La frecuencia de plasma <o p es inversamente proporcional a la raiz 
cuadrada de la masa de la partícula m y, por tanto, la frecuencia de plasma 
iónica es de casi dos ordenes de magnitud más pequena que las frecuencias de 
plasma de electrones dadas en la tabla 19.1, por ejemplo. 


*19.4 RELAJACION DIELECTRICA. 

CONDUCCION ELECTROLITICA 

Por lo general, la absorción resonante eléctrica no se lleva a cabo en materiales 
a frecuencias inferiores a los picos de iones pesados en el infrarrojo (aun cuando 
se presenta, por supuesto, en estructuras hechas por el hombre). Sin embargo, existe 
otra clase de mecanismo de absorción, llamado perdida dieléctrica, que puede ocurrir a 
frecuencias más bajas (pero no más altas). Este es frecuentemente importante 
como mecanismo de pérdida para frecuencias de microondas y más bajas, y la 
dispersión que lo acompana de la constante dieléctrica real explica por ejemplo, la 
diferencia entre la constante dieléctrica estática dei agua, 81, y el valor óptico 
de casi 1.8 ( = 1.33 2 ). Este efecto es una extensión a la c. a. dei segundo tipo de 
polarización estática que se discutió en el capítulo 5, es decir, la polarización 
orientacional de dipolos permanentes. Este caso puede basarse también en el mo¬ 
delo descrito por la ecuación (19-1), aunque a costa de forzar la interpretación 
física de las cantidades involucradas. Se origina cuando el amortiguamiento y 
las fuerzas restauradoras son importantes, pero los efectos inerciales (aceleración) 
pueden despreciarse. En este caso, la ecuación de movimiento resulta ser 

■ ^ dx „ 

G- + Cx-eE„ 


7 dt +oj%x = eEJm. 


o 


(19-59) 
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La solución apropiada se obtiene a partir de la ecuación (19-21) al despreciar (o 2 , 


ü)q — iyco * 

Todos los parâmetros en esta solución contienen m; sin embargo, m no se introduce 
realmente porque el término inercial ha sido despreciado al obtener la solución. 
Es mejor reescribir la solución como 

C — iGco 


donde m se elimina completamente. A partir de la ecuación (19-59) con E m = 0, 
el restablecimiento dei equilibrio está descrito por 


Por tanto, escribiremos 


C l 
G~ t’ 


(19-60) 


donde r en este contexto se llama tiempo de relajacióri*. En términos de este 


donde 


tt- 


Kq- » 

1 — ècut’ 


Ne 1 


(19-61) 


(19-62) 


Evidentemente, K 0 es el valor estático de K , para a> = 0; es igual al valor estático 
de la absorción resonante, excepto que C tiene un significado diferente. Esta puede 
obtenerse de los cálculos dei capítulo 5: 


V 1 _ x _ N pl 

1*0 — 1 — — - 

€q 6o 1 

donde k B es la constante de Boltzmann. Si denotamos el momento dipolar por 


Po = 


* Obsérvese que en este proceso 1/t / y. Estamos utilizando z constantemente para representar 
la constante de tiempo para volver al equilibrio, no obstapte su relacíón con y o con las cantidades físicas 
determinantes. 
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donde a es la separación efectiva de las cargas ± e , entonces 


Ne 2 a 


3 e 0 k B T 


(19-63) 


Numéricamente, esto puede ser, como máximo, dei orden de 10 2 a temperatura 
ambiente. Comparando la ecuación (19-63) con la (19-62), se ve que 


C 


3k B T 


(19-64) 


La fuerza restauradora se debe, por tanto, a la energia térmica k B T más bien que a 
la energia potencial elástica*. 

Lo que es nuevo en esta discusión es el tiempo de relajadón t, que determina el 
comportamiento de c. a. Su valor puede ser estimado más fácilmente para ciertos ma* 
teriales polares sólidos en los cuales los dipolos consisten en pares móviles de iones 
negativos y positivos de carga e, separados por una distancia a. Los iones tienen 
cierta posición de equilibrio fíja en el sólido, pero pueden efectuar saltos hasta 
otras posiciones vecinas permitidas. Por medio de estos saltos, el dipolo puede 
girar hasta alinearse con un campo aplicado, o regresar a la orientación aleatória 
al eliminarse el campo. El tiempo t es, por tanto, el tiempo promedio de un salto. Este 
está dado por 


- = È, e -^/k B T ( sólido ) (19-65) 

t T 0 

El factor 1 /t 0 es aproximadamente la frecuencia vibracional dei ion alrededor de la po¬ 
sición de equilibrio, y exp( — AUIk B T) es el factor estadístico de Boltzmann. Por 
cada vibración se intenta un salto, pero únicamente se lleva a cabo una fracción, 
que depende de la energia A U necesaria para impulsar el paso por la barrera 
hasta la posición de equilibrio en la vecindad. La frecuencia 1 /t 0 = co 0 es la 
frecuencia vibracional iónica que se considero anteriormente, co 0 & 10 13 s -1 . La 
barrera de energia A U debe ser apreciable para que este modelo se cumpla dei 
todo, ya que la misma existência de posiciones de equilibrio entre las cuales se 
llevan a cabo los saltos depende de las barreras. Por tanto, 

-< 10 11 s- 1 , 

T 

y 1/t será mucho menor que esto para temperaturas por debajo de la temperatura 


* La fuerza restauradora es una «fuerza termodinâmica» generalizada, no una fuerza mecânica. Lo 
que se relaja cuando desaparece una fuerza aplicada (con un tiempo de relajación t) no es la energia, sino la 

entropia. 
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de fusión. Para líquidos, el cálculo de t es más difícil. El tiempo de relajación 
de Debye está dado por 

<iíqui<io) (i9 - 66 > 

donde tf es la viscosidad (no la resistividad eléctrica) y R 0 es el radio de las moléculas. 
Esto concuerda razonablemente con los valores experimentales de rj y predice una 
frecuencia en la región de microondas para la mayoría de los líquidos polares a 
temperatura ambiente, ya que los dipolos en un líquido giran más libremente que en 
un sólido. La viscosidad es dependiente de la temperatura, pero, no obstante, la 
ecuación (19-66) es menos dependiente de la temperatura que (19-65). 

La dependencia con respecto a la frecuencia de la ecuación (19-61) se ve al sepa¬ 
raria en sus partes real e imaginaria, lo que da las ecuaciones de Debye. 


K,-l = 


*o -i 
1 + (<m) 2 * 


_ (K 0 - l)flJT 
1 + (tor) 2 


(19-67) 

(19-68) 


La gráfica de estas ecuaciones se muestra en la figura 19.7, que muestra un pico de 
absordón en K, con un máximo en to = 1 /t y altura \ (K 0 — 1) y X, disminuye des¬ 
de K 0 hasta 1 con el punto medio en co = 1/t. La dispersión de K r dene una forma 
característicamente distinta de la de la absorción resonante. La forma de las curvas 
es bastante semejante a la de una oscilación intensamente sobreamortiguada. Para 
frecuencias muy por debajo o muy por encima de 1/t, ^ K r {K r > 0\ de modo 

que n = ^[k t , k = KJln. Como ejemplo, este resultado puede apiicarse al agua 



U l/r 


Fig. 19.7 Constántes dieléctricas 
como fundón de frecuencia 
para la relajación dç Debye. 
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pura, en la que la conductividad de c. d. puede despreciarse; la reflectancia está 
dada por la ecuación (18-57). Para medidas eléctricas en muestras de laboratorio, 
los resultados se expresan generalmente en función dei ângulo de pérdida 9: 


trfl= *1 

g K r K 0 + (an) 2 * 


(19-69) 


La razón física de esta clase de dependencia con la frecuencia es que, por encima 
de 1/t, la relajación no puede seguir el campo aplicado. 

La conducción electrolítica es un fenómeno que, aun cuando implica conduc- 
ción de c. d. por cargas «libres», ocurre a través de un mecanismo que está estrecha- 
mente relacionado al de la relajación dieléctrica. Los portadores de carga son iones 
móviles que se mueven (en sólidos) por saltos o (en líquidos) por un mecanismo 
relacionado con la viscosidad. Nuevamente, los efectos inerciales son despreciables 
y la masa de los iones no interviene directamente. La diferencia con la relajación 
dieléctrica es que los pares de iones negativo y positivo no son inseparables, pero 
los iones positivos o negativos son libres de emigrar individualmente, contribuyendo 
a la comente transportadora. La conductividad de c. d. de nuevo se calcula más 
fácilmente para un sólido electrolítico; el resultado es 

Ne 2 a 2 

9o = T Tt ’ ^ lido) (19-70) 

donde t es el tiempo promedio de salto, quizá diferente de aquel de la reo- 
rientación dipolar pero aún dado por una ecuación semejante a (19-65), y a es la 
distancia de un salto. En un líquido electrolítico, el resultado condene la viscosi¬ 
dad rj. La fórmula de Einstein-Stokes, 

Ne 2 

9o = T — jr » (líquido) (19-71) 

67 zvjRq 

es aplicable en soluciones diluidas. Para líquidos electrolíticos, asi como para 
un tipo especial de materiales sólidos llamados conductores superiónicos , g 0 puede 
ser dei orden de 10 2 (Í2 m)’ 1 . En la mayoría de los materiales sólidos tónicos, g 0 es 
menor que 1 (Í2 m)' 1 y generalmente es menor aun a la temperatura ambiente. 

La conductividad de c. a. se obtiene más directamente de la ecuación (19-48) 


9 = 


9o 

1 — Í(OT 9 


(19-48) 


habiéndose mostrado en la ecuación (19-47) que t es el tiempo de relajación para 
la conducción (o el tiempo de arranque para conducción de estado estacionário), 
que en este caso es el tiempo de salto en un sólido electrolítico. La ecuación (19-48) 
debe ser necesariamente el resultado de una teoria lineal, que hace caso omiso de 
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la interpretación microscópica de los parâmetros. Como la ecuación (19-48) tiene 
exactamente la misma forma funcional que la ecuación (19-61), las partes real e 
imaginaria de la conductividad tienen la misma forma que las curvas mostradas 
en la figura 19.7. Para encontrar las constantes ópticas, la ecuación (19-48) puede 
convertirse, por medio de la ecuación (19-26), en 


*- 1.1 -í - 

e 0 co co(cor + i ) 


de la cual las partes real e imaginaria son 




1 + (cor) 2 


Kí = 


ffoAo 

a>[l + (íur) 2 ] 


(19-72) 


(19-73) 

(19-74) 


La contribución de la ecuación (19-73) para la constante dieléctrica estática es 


1--ÍÍ2, 

e o 


que para un sólido electrolítico es 


Ne 2 a 




Aunque esto tiene la misma forma que la ecuación (19-63) para la relajación 
dieléctrica (pero con signo opuesto), el valor de N puede diferir ampliamente en 
los dos casos. En el agua pura todas las moléculas están implicadas en la relajación 
dieléctrica, pero sólo unas pocas partes por millón contribuyen a la conducción. 
La conducción electrolítica y la relajación dieléctrica se presentan frecuentemente 
en el mismo material. Las dos contribuciones al ângulo de perdida pueden se- 
pararse por la diferencia en la dependencia de la frecuencia de K s en los casos 
sencillos. Sin embargo, en soluciones acuosas el panorama es complicado por 
la corrección dei campo local (no la de Lorentz) y por interacdones microscópicas 
entre los iones y los dipolos. 


19.5 RELACIONES DE KRAMERS-KRONIG 

En todos los ejemplos que hemos examinado, un pico de absorción en K { se ha 
asociado con una dispersion de K r , de forma más o menos característica. Una 
suma de vários picos tendría una correspondiente curva de dispersión compuesta. 
Mostraremos ahora que existe una relación general entre K r y K t tal que, para 
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cualquier mecanismo de absorción, si K^co) se conoce para todas las frecuencias, 
entonces K^co) está únicamente determinado para cada frecuencia por cierta inte¬ 
gral definida sobre En particular, st K^co) = 0, entonces K r {co) = 1 para todas 
las frecuencias. Esta relación tiene considerable utilidad teórica y pràctica, ya que 
si K^co) puede calcularse o medirse de alguna forma, entonces resulta innecesario 
calcular o medir K r por separado; este puede determinarse de la relación de 
K ramers-K ronig. La relación general puede encontrarse suponiendo que cualquier 
absorción arbitraria es una función de co que puede representarse como la suma 
de una distribución continua de líneas muy angostas de absorción de oscilador ar- 
mónico. La integral sobre la frecuencia de la ecuación (19-35) o (19-40) es 



que llamaremos K,\co 0 ) AíOq, la distribución total de los osciladores de frecuencia 
natural co 0 en el pequeno intervalo Aco 0 al valor total de K ( . Si a> 2 p se expresa 
en términos de X,-(íu 0 ) Am 0 , 


<t>l = -o) 0 Kí((o 0 ) Aü) 0 . 

Cuando esto se sustituye en la ecuación (19-33) para K r , el resultado 
H K r~í) = l~r~2 K ^o)^ 0 

71 (X/q — (X) 


representa la contribución a K, para una cu dada debida al oscilador en el inter¬ 
valo Awo alrededor de co 0 . La suma de todas las contribuciones desde distintas 
co 0 a K r para esta cu se obtienen cambiando Aa» 0 por una diferencial dco 0 (e, inci¬ 
dentalmente, designando a la variable de integración por co' en lugar de a> 0 ): 


2 r a 

KW - i = 

n J 0 


co'K,(co') deu’ 


(O 


>2 


CO 


(19-76) 


Esta es la relación de Kramers-Kronig, que fue utilizada por primera vez en 1926 
para encontrar el índice de refracción para rayos X a partir de medidas de ab¬ 
sorción. Más recientemente se ha aplicado a otras regiones espectrales. 

Como una indicación sencilla de la utilidad de la relación, al sustituir la fun¬ 
ción delta K t de la ecuación (19-35) en la ecuación (19-76) se tiene inmediata- 
mente la K r asociada de la ecuación (19-33). Sin embargo, excepto por algunos 
otfos ejemplos artificiales, la integración no puede resolverse analiticamente y debe 
ser realizada numéricamente. Un problema de la integración está en la singularidad 
en co' = co. Este no es grave (la contribución negativa para ca < co cancela la 
positiva para co' > co), pero el problema debe ser reconocido. Como un segundo 
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ejemplo, que ilustrará este y otros problemas que se encuentran en la aplicadón 
de la integral de Kramers-Kronig, consideraremos la aproximación a frecuencias 
bajas para partículas libres*, ecuación (19-51), 


yco' 


Esto da una integral sencilla en la ecuación (19-76), 


K aCÚ 

r n y ) 0 co ’ 2 — 


2 ® 


diú 


cd* 


(19-77) 


y también conocemos el resultado esperado, de la ecuación (19-50). Para manejar la 
singularidad, escribiremosf 



(Ú-ò <Tj 

[ = lím 

J + 

O 

t 

O 

/O J t4+Ò 


Entonces 


ÍÍ- õ 


dco' 1 , 

'- 2 ~ _ 2oj " 




CÚ * - O) 

do) 

OJ 2 — W 


~ 2 ~ 2a> in 


a> + (ú* 
CD — oo f 

CD + CD f 
CD — Cd' 


u> ~ i 1 Ixo-ò 
O - ~2a} n S ' 

00 1 , 2 (O + Ô 

,„ + . Ixo ò 


Sumando estas integrales tenemos 

dcD’ 


1 CD' 


= lím 


1 , 2co + õ 
m 


CD 


2oi 2o> — õ 
Por tanto, el resultado de la ecuación (19-77) es 


= 0 . 


(19-78) 

(19-79) 


(19-80) 


K r = 1. (19-81) 

Este resultado contiene algunas características instructivas. Primero, la singularidad 
en el integrando no hace que la integral sea infinita. (De hecho es cero, pero eso es 
una particularidad de este caso especial.) Es claro que la singularidad no causará pro¬ 
blemas mientras K t sea continua en co. Segundo, el resultado de la ecuación (19-81) 
para K r es una constante, pero la constante difiere de la constante —(cD p /y ) 2 reque- 


* Hablando estrictamente, la teoria no es aplicable a la K de un conductor de electrones libres, 
a causa de la singularidad de £,(&) en (d = 0. Sin embargo, aún es válida la ecuación (19-76); 
véase problema 19.16. 

f Esta se llama parte principal de Cauchy de la integral. 
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rida por la ecuación (19-50). Esta discrepância hacía hincapié en que K,{oj) debe 
conocerse sobre lodo el intervalo de frecuencias, desde 0 hasta cc, para conseguir 
el resultado correcto de la ecuación (19-76). En este ejemplo, la ecuación (19-51) 
es correcta a frecuencias bastante más bajas que y, pero no es apropiada para 
frecuencias más altas. EI verdadero valor de K r para frecuencias bajas proviene 
de este comportamienío de frecuencias más altas de K t . La integral siempre da 
el valor correcto de K r cuando cu tiende hacía infinito; es decir, K r = 1, como 
puede verse directamente en la ecuación (19-76). Por tanto, si K r es constante, 
debe dar la constante 1 . Al utilizar la integral con datos experimentales, es ne- 
cesario hacer alguna extrapolación razonable por encima y por debajo dei intervalo 
de frecuencias en el que se hicieron las medidas, aun para encontrar K r sólo 
en este intervalo. Una causa más evidente de errores seria la omisión de un pico 
de absorción desconocido por encima dei intervalo de medición. 

La integral en la ecuación (19-76) puede transformarse de varias maneras. Como 
la integral en la ecuación (19-80) es cero, cualquier múltiplo constante de ella puede 
ser sustraído de la ecuación (19-76) sin afectar al resultado. Restando (2/7t)culC 1 (cu) 
veces la integral, se obtiene 



Esta forma es útil para integraciones numéricas, porque tiene un integrando no 
singular y el numerador se anula en el mismo punto que el denominador. Una 
integración por partes en la ecuación (19-76) no da 



Esto nos da una idea cualitativa dei comportamiento esperado de K r . El inte¬ 
grando es de gran importância para frecuencias próximas a cu por el segundo factor, 
de tal forma que la magnitud de K r está grandemente afectada por Ia pendi ente 
de Ki a frecuencias cercanas. Este tipo de relación puede observarse en todos 
los ejemplos particulares tratados en las secciones anteriores. 

Aun cuando la relación de Kramers-Kronig se ha deducido dei modelo dei 
oscilador armónico dei medio, sólo depende de dicho modelo en el aspecto de su 
linealidad. Como el oscilador armónico es el prototipo de sistemas lincales, no 
es sorprendente que el resultado general sea consecuencia de esto, pero una deri- 
vación que sea independiente dei modelo hace resaltar otras características de interés. 
Una derivación rigurosa que utiliza este enfoque se basa en la teoria de integración 
compleja* y no se intentará, pero las ideas básicas son bastante sencillas. Debido 
a su generalidad, se pueden obtener también resultados semejantes para otras 


Addison-Wesley, 1960), secciones 58-62. 


* Véase, por ejemplo, L. Landau y E. Lifshitz, Electrodynamics of Continuous Media (Reading, Màss * 

riKon.U/oclov 1ÚAH1 CD z-i ' ° 
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funciones de respuesta compleja, tales como los coeficientes de reflexión de Fresnel, 
impedancia compleja de c. a. (para la cual se desarrolló primero la teoria plena¬ 
mente*), y aun sistemas de la física de partículas elementales y nucleares. Dichas 
relaciones se llaman también relaciones de dispersión. Además de la linealidad, 
la otra suposición básica es que la respuesta dei sistema sea causal. Esto es, que 
la respuesta no se anticipe a la fuerza aplicada, sino que ocurra solamente después 
de aplicarse la fuerza. 

Para expresar la linealidad y causalidad supuestas, escribimos la polarización P 
en términos dei campo aplicado E como 

P(í)= f * dt'f(t f )E(t — t'), (19-82) 

J o 

donde f(t’) es real. Esto es, P en el tiempo presente (t) es proporcional a las 
contribuciones de E ahora y en el pasado (í — í', con t’ > 0), pero no en el futuro 
(it' < 0). Ahora, expresemos P y E como una superposición de ondas planas (es decir, 
tomando transformadas de Fourier), para introducir la susceptibilidad: 

r® 

£(í) = | d(oE(co) exp ( — icot), 

J - CO 
00 

P(í)= | da>x(a>)Ê(a>) exp ( — icot). 

— go 

Introduciendo la primera de estas ecuaciones en la ecuación (19-82) y compa¬ 
rando con la segunda, vemos que 

x( w ) = í dt'f(t’) exp (kot'\ 


XÁ™) = [ dtf(f) COS ÜJí', 

J o 

Xi(<»)= [ dtJit 1 ) senaif'. 

J o 

Por tanto, % T y Xi no son independientes porque están relacionadas únicamente 
con/(O- P ara obtener la relación entre una y otra, se debe resolver una de estas 
ecuaciones para f(t f ), como puede hacerse utilizando el teorema de Fourier; 
esto es 


f(t!) = (2/n) í dríxiito') sen 


(19-83) 


* Véase el libro de Bode citado en el capítulo 13. 
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Siistlluyendo esto en la integral para x» se puede realizar la integración sobre f', 

XÁ™) = PM) í d^co^i^Kco' 2 - co 2 ). (19-84) 

J o 

De modo semejante, 

Xi(co) = ~(2co/n) í drixA^Ko)’ 2 - <o 2 ). (19-85) 

J o 

La primera de estas ecuaciones es idêntica a la ecuación (19-76) y la segunda 
es complemento de ésta. 

Podemos utilizar las ecuaciones (19-82) y (19-83) para calcular un ejemplo 
dementai de la respuesta de un medio dispersivo a un campo aplicado nosinu- 
soidal. Nuevamente, consideraremos el caso de un medio con un solo pico de 
absorción muy estrecho. Sea 

Xi((o') = (7ko 0 Xo/2) S(w' - co 0 ). 


de modo que / r (0) = Xo • Entonces, de la ecuación (19-83), la función de respuesta 
de este medio es f(t') = Xo<°o sen co 0 t'. Ahora supongamos que se aplica (localmente) 
un campo eléctrico que es función de escalón, 


E(t) = 0, t < 0, 

= E 0 . t> 0. 

Con este E , la ecuación (19-82), se convierte en 


P(t) = E 0 ( dt'f(t% 


y con la f(t') calculada 


P(í) = XoEo(l ~ cos co 0 t). 


Después de la aplicación dei campo eléctrico E 0 , el medio «resuena» en la frecuencia 
(resonante) de absorción w 0 . Si el amortiguamiento no fuera cero, las oscilaciones 
de P se amortiguarían finalmente a Xo^o como para un campo de c. d. Veremos 
que no existe una simple proporcionalidad entre P(t) y E(t) y su razón (dependiente 
dei tiempo) no es una propiedad dei material, lo que hace resaltar de nuevo 
que las constantes dei material son razones entre transformadas de Fourier. 
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19.6 RESUMEN 

La constante dieléctrica compleja de un material se calcula como función de la 
frecuencia dei campo eléctrico al tratar a los electrones e iones ya sea como osci- 
ladores armónicos amortiguados clásicos o como partículas libres. El resultado es 

K-l= __ 

2 2 ■ j 

co 0 — ar — lyco 

donde co 0 es la frecuencia natural, y la frecuencia de amortiguamiento y 



(la frecuencia de plasma para partículas libres). En base a esto, los distintos tipos 
de dependencia que la constante dieléctrica real y la conductividad tienen con la 
frecuencia pueden ser catalogados, dependiendo de que las fuerzas restauradoras, 
las de amortiguamiento o las inerciales puedan despreciarse. Si los efectos de campo 
local pueden despreciarse, las respuestas dieléctricas de diferentes grupos de par¬ 
tículas son aditivas. La dependencia con respecto a la frecuencia de las cons¬ 
tantes ópticas n y k depende de la constante dieléctrica y también de las magni¬ 
tudes relativas de las partes real e imaginaria. Las partes real e imaginaria no son 
independientes una de otra, sino que están relacionadas por las relaciones de 
Kramers-Kronig. 

1. La absorción resonante ocurre cuando las fuerzas restauradoras e inerciales 
predominam Para un pequeno amortiguamiento, la constante dieléctrica tiene la for¬ 
ma lorentziana sencilla. Si Ki es pequena, las constantes ópticas tienen la misma 
forma. En cualquier caso sucede «dispersión anómala» en la región dei pico de ab¬ 
sorción; El pico está en el visible o en el ultravioleta para los electrones y en el 
infrarrojo para los iones. 

2. La teoria de electrones libres de Drude resulta al suponer que la fuerza res¬ 
tauradora (ct>o) es igual a cero. La profundidad de penetración a frecuencias bajas 
y la absorbancia (fórmula de Hagen-Rubens) con la conductividad de c. d. resultan 
cuando co ^ y. Para co p y, co p , las partículas libres hacen una contribución muy 
pequena a la conducción o absorción. Si y < co p , existe un intervalo intermédio de 
frecuencias (en el infrarrojo para metales) de baja absorbancia (alta reflexión), 

A = 2/cü p t, 

donde t es la frecuencia de colisión, y de pequena profundidad de penetración, 


ò = X p j2n, 
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dntide k p es la longitud de onda de plasma. La frecuencia de plasma está en el 
ultravioleta para metales, y a frecuencias mucho más bajas en otros plasmas 
electrónicos comunes. 

3. El efecto inercial es despreciable en la conducción electrolítica y relajación 
dieléctrica. La primera depende de la frecuencia en la misma forma que la con¬ 
ducción de partículas libres, aunque los mecanismos de movilidad y tiempo de 
decaimiento sean distintos. La última tiene una dependencia de la frecuencia 
«sobreamortiguada», sin región de «dispersión normal». El mecanismo es el de la 
polarizabilidad orientacional de dipolos permanentes. 

4. La relación Kramers-Kronig 



entre las partes real e imaginaria de la función de respuesta dieléctrica depende 
únicamente de la linealidad dei medio (y de la causalidad). Esta relación o las 
variaciones de ella tienen aplicaciones útiles en todos los sistemas lineales. 

PROBLEMAS 

19.1 La densidad y el índice de refracción dei benzeno líquido a 20 °C son 0.879 g/cm 3 y 1.50 
(para k = 589 nm), respectivamente. A partir de la ecuación de Clausius-Mossotti, calcule el 
índice de refracción dei vapor de benzeno a 20 °C, donde la presión dei vapor es de 0.1. 
atmosferas; también en el punto de ebullición, 80 °C. 

19.2 Pruebe que la anchura de la curva lorentziana, ecuación (19-40), a la mitad dei máximo 
es y y que el área bajo la curva es 


n 

2 ci>o ' 


193 El índice de refracción dei diamante a k = 5893 Â es 2.417; suponga que la constante 
dieléctrica es 5.50. Ajuste estos datos a un modelo sencillo que tenga una sola absorción 
de función ô en k 0 , para determinar k 0 . 

19.4 Utilice la fórmula de Cauchy para estimar el índice de refracción de gas de hidrógeno 
bajo condiciones estándar para longitudes de onda de 4000 y 7000 Â. Suponga que k 0 = 1216 Â 
(la línea a de Lyman). 

193 En algunas ocasiones los picos de absorción experimental es tienen una forma que se 
aproxima más a una gaussiana que a una lorentziana. Construya las gráficas de una gaussiana 
y de una lorentziana con la misma altura de pico y anchura igual a la mitad dei máximo, 
empleando una sola gráfica, de tal forma que se muestre la diferencia entre dias. 

193 La función dieléctrica para iones ligados oscilantes con amortiguamiento despreciable 
puede escribirse como 







DISPERSIÓN ÓPTICA EN LOS MAYERIALES 493 


donde <o T es la frecuencia de resonancia de las vibraciones transversales de gran longitud 
de onda de los iones, y se aproxima a la contribución de los movimientos electró¬ 
nicos que resuenan a frecuencias mucho más altas que w T . Observe que JC(üí) -*■ oo paia 
a) = cút . Si K(co) = 0 en co = col, de tal modo que puedan ocurrir oscilaciones longitudinales 
para grandes longitudes de onda de frecuencia w L , demuestre que 

_ Kq 

donde K 0 = /C(0) es la constante dieléctrica de c. d. Esta se llama relación de Lyddane-Sachs- 
T eller. 

19.7 Suponga que una solución diluida consiste en N osciladores atómicos por unidad de 
volumen disueltos en un medio transparente de índice de refracción n^. Suponiendo que 
Ki <1 1 en la frecuencia de resonancia y n = encuentre k y el coeficiente de absorción a. 
Desprecie los efectos de campo local. Demuestre que 


Dicha relación (llamada ecuación de Smakula o ecuación de Chako) se utiliza írecuentemente 
para encontrar N a partir de la altura a y la anchura y medidas en la absorción óptica. 

19.8 Considere un medio que contiene partículas libres con un tiempo de colisión t y con- 
ductividad de c. d. g 0 . Calcule las partes real e imaginaria de la conductividad para la fre- 
cuencia w = 1/t. £Cuál es la constante dieléctrica real K ? 

19.9 Calcule los valores aproximados de n y k en co = co p para un plasma de dectrooes libres 
con y/<y p = 10" 2 . 

19.10 Suponga que en la función dieléctrica de un plasma de eJectrones libres con amor- 
tiguamiento despreciable, la contribución de los electrones ligados de las ór hiia» inte rnai que 
resuenen a una frecuencia más alta puede aproximarse por K x : 

Encuentre la frecuencia de las oscilaciones longitudinales. Fn la plata, d valor calculado de 
la densidad de electrones libres (de valência) es <o p = 13.8 x 10 15 s“\ mientias que las os¬ 
cilaciones de plasma longitudinales se observan a w = 5.8 x 10 15 s ~ l . ^Cuál es el valor de 

19.11 En un plasma de electrones libres, las ondas de plasma longitudinales ocurren a la 
frecuencia w = Ne 2 /e 0 m , siendo m la masa de los electrones. Si los iones positivos de masa M 
también están en libertad de movimiento, demuestre que las ondas longitudinales ocurren 
a co =Ne 2 le 0 p, siendo g. = mM/(M + m) la masa reducida, suponiendo que las contribuciones 
a K son aditivas. 

19.12 Discuta el comportamiento dieléctrico de las partículas libres para el caso y p co p . Esto 
es, encuentre expresiones aproximadas de K y h en las diversas regiones de frecuencias. ^Puede 
aplicarse la relación de Hagen-Rubens? De ser posible, ^en qué intervalo de frecuencias? 

19.13 El ângulo de pérdida dieléctrica de un dieléctrico polar tiene un máximo como función 
de la frecuencia. Calcule la frecuencia a la cual ocurre el máximo, y encuentre K r y Ki en esta 
frecuencia si K 0 P 1. 






494 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


19.14 Utilice las relaciones de Kramers-Kronig para probar las siguientes fórmulas (llamadas 
regias de suma) para la conductividad real g y la susceptibilidad 


r ji 

x(m') dut' = - lím g(w) = 0 , 

J 0 ^ oi-»ao 

í g(w!) dw' = tím w 2 x(w) = . 

j o ^ o»-»® 2 m 

19.15 Considere que un medio está caracterizado por un sólo pico de absorción xifo') = 
— 2 nw 0 Xo 3(fo — (Oq). Encuentre la respuesta P(t) para un campo pulsado E, 

(Oq 

19.16 Considerando J(t) en vez de P(t), demuestre que la conductividad compleja obedece 
a las relaciones de dispersión 



(o'gi((o') dw' 



0r(«') d(o 


Estas se aplican tanto a conductores como a aisladores, ya que g(co) no tiene singularidad 
en w = 0 . 

(a) Utilizando la relación g = - uo £ compare estas relaciones de dispersión conlas ecua- 
ciones (19-84) y (19-85). 

(b) Deduzca las «regias de suma» 


í x(cu') dw! = 0 ( 0 ), í g(w') dw' = ^~~. 

o z J 0 2 m 

Observe que éstas son consistentes con las deducidas en el problema 19 14 para un aislador 

(9(0) = 0). 
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EMISION 
DE RADIACION 


Un punto de partida conveniente para el estúdio de la generadón de ondas elec¬ 
tromagnéticas es aquel en el que los potenciales vectoriales satisfacen la ecua- 
ción de onda inhomogénea con fuentes. En este capítulo consideraremos diversas 
fuentes de radiación idealizadas, así como sistemas más compkjos. Se harán apro- 
ximaciones que limitan la validez de las soluciones a campos producidos por cargas 
que se mueven lentamente (no relativistas); esto es, aquellas cuya vdocidad v es 
muy pequena comparada con la velocidad de la luz, v <£ c. Sin embargo, los resul¬ 
tados son aplicables tanto a la emisión de ondas de radio por antenas como a la 
luz proveniente de los átomos. Comenzaremos con el ejemplo más sencQlo de la 
antena y luego desarrollaremos un procedimiento más generaL 


20.1 RADIACION DE UN DIPOLO OSCILANTE 

Un ejemplo sencillo de radiación de una distribudón de caiga-corriente pres¬ 
crita dependiente dei tiempo lo proporciona el cálculo de la radiación de un dipolo 
eléctrico oscilante. Se supondrá que el dipolo consiste en esferas lo calizadas en 
z = ± 1/2 conectadas por un alambre de capacitancia despreciable, como se muestra 
en la figura 20.1. La carga de la esfera superior es q y la de la inferior es — q. 
La conservación de carga requiere que la intensidad de la corriente dei alambre 
que las conecta esté dada por 


/= + «, ( 20 - 1 ) 

donde I es positiva en el sentido positivo de la dirección z. Debe observarse 
que la condición de capacitancia despreciable dei alambre y su corriente uniforme 
concomitante pueden satisfacerse solamente si la longitud 1 dei dipolo es pequena 
comparada con la longitud de onda de la radiación (véase la discusión al prin¬ 
cipio dei Cap. 13). 

El potencial vectorial debido a la distribución de corriente especificada por 
la ecuación (20-1) es, en el vacío, a partir de (16-84), 

a (r f\- f ,/2 Í ( Z '’ 1 ~ \ T - Z>k l/ C ) dz ' 

Á,) 4n J_ i/2 | r — z'k | 


( 20 - 2 ) 




fundamentos de la teoría electromagnética 



Fig. 20.1 Un dipolo eléctrico oscilante. 


Esta expresión bastante engorrosa puede simplificarse rápidamente si examinamos 
la cantidad r — kz'|. Es claro que 

| r — kz' | = (r 2 — 2z'k • r + z' 2 ) 1/2 . (20-3) 

St l es pequena comparada con r, esto es, si consideramos el campo sólo a grandes 
distancias dei dipolo, el segundo miembro de (20-2) puede desarrollarse en la forma 


| r — kz' | = r — z' cos 0, 


(20-4) 


donde 0 es el angulo que forma r con el eje % La cantidad en (20-4) aparece 
dos veces en la expresión de A. En el denominador, z' cos 0 puede simplemen- 
te despreciarse si r es suficientemente grande. Sin embargo, en el término de 
retardacion, z cos 0 puede despreciarse sólo si z' cos 0/c es despreciable comparada 
con el tiempo durante el cual la corriente cambia significativamente, es decir 
comparada con el período de las comentes que varían armónicamente. Como 

z cos 0 ^//2, esto significa que z'cos 0/c puede despreciarse en el término de 
retardacion solo si 


/ 


<cT = L 


(20-5) 


Por tanto si el dipolo es pequeno comparado con una longitud de onda y el 
Sá dado°por rVaC10n *****'* lcjan ° dd dÍp0l ° com P arado «>» /, entonces A 

1 

( 20 - 6 ) 


A z (r,t) = ^-~U 
4 n r 


R) 


El potencial escalar cp puede hallarse aplicando la condición de Lorentz o utili¬ 
zando la expresion adecuada para el potencial retardado. Ambos métodos dan 
el mis mo resultado final; sin embargo, puesto que el potencial eléctrico debido 
a un dipolo es la diferencia entre dos términos grandes, debe tenerse mucho 
cuidado al aproximar el potencial retardado. Como esta dificultad se evita en el 
calculo de la condicion de Lorentz, el potencial escalar se obtendrá resolviendo 

V-A + ^ = 0, 
c ôt 


(20-7) 
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con A dada por la ecuación (20-6). Por tanto. 


ôq> 

~õi 


iCo õz r \ cf 

■HH 



( 20 - 8 ) 


donde V representa la derivada de / con respecto a su argumento. Esta ecuación 
se integra de inmediato observando que / = +q y, por tanto, que 


<p(r, t) = 


/ z 
4 ne 0 r 2 


q(t - rjc) | /(r-r/c) j 


(20-9) 


Habiendo obtenido los potenciales escalar y vectorial, sólo necesitamos ahora 
diferenciarlos para obtener el campo electromagnético. Antes de esto, es 
conveniente particularizar la distribudón de carga-corriente a una que varie armóni- 
camente con el tiempo. Se hará la elección particular 



(20-10) 


Descomponiendo A en sus componentes esféricas, obtenemos 


A r = --cos 9 sen cu 1 1 — I, 

4 nr \ cf 

a Vo hl n í r\ 

~47t V sen0sen£(> ( t_ c)’ (20-11) 

A, = 0, 


y es evidente que sólo la componente 


^ uisuma i 


d 1 d 1ÕA, 

B * = ~T V A e) -5F 

v r õr ' r ÕO 


m Vo lo}_ 
An r 


sen d 


co 

— cos CO 
c 
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IS cálculo dei campo eléctrico es un poco más complejo, puesto que no sólo 
interviene A, sino también <p. El resultado de efectuar las diferenciaciones es 


£,= 

E„ = 


ô<p 
ôr 

1 Ô(p 

"rõÕ 


ÕA f 
~dt 


2 U 0 cos 0 
4ne 0 


senct>(f — r/c) cos a>{t - r/c) 


r 2 c 


ÍÚT 


ÕA, 

õt 


IIo sen 6 
4ne 0 




E = 1 õ ?_ 

* r sen 0 ô<j> 



(20-13) 


Es interesante calcular la razón a la que el dipolo irradia energia. Esto se hace 
integrando la componente normal dei vector de Poynting sobre una esfera de radio R. 
Por tanto, 

Is • n da = — R 2 í EçBçln sen 0 d0. (20-14) 

J Po J o 


Las ecuaciones (20-12) y (20-13) hacen posible evaluar completamente la integral 
que aparece en la ecuación (20-14); sin embargo, es tal vez más instructivo evaluar 
sólo la porción que no se anula mientras /?->«. Esto se hace seleccionando 
el término proporcional a l/r en E e y B^. El resultado es 


S • n da = 


M 

6jtêo 


^-cos^-r). 


(20-15) 


Esta es la potência instantânea irradiada; la potência irradiada promedio (ya que 
el promedio de cos 2 es una mitad) es 


p_ n 

6ne 0 c 3 2 


(20-16) 


Una forma más co nvenc ional de la ecuación (20-16) se obtiene introduciendo 
A = 2 nc/co y c = I/^/êq^o- El resultado es 




(20-17) 


Una resistência R por Ja que pasa una corriente I 0 cos (ot disipa energia a una 
ve}ocidad promedio de P = RIq/2 . Comparando ésta con la ecuación (20-17), vemos 
que es razonable definir la resistência de radiación de un dipolo por 




(20-18) 
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R r = 789 I - ohms, (i 


o bien por 


Para un medio material, se reemplazan fi 0 ye, por ^ j i 
podría intentar utilizar la ecuación (20-18) para 

antena de radio. Desgraciadamente, algunos defectos_ 

nos resultados de esta manera. Los principales áeSoabm um 
ximidad de la Tierra es despreciado, (2) generalmente; 
gadas capacitivamente en los extremos y (3) las antenas 

comparadas con la longitud de onda que irradian. La_ 

dos defectos se discutirá en la siguiente sección; sin embaxpk, d 
perturbador de la Tierra está más allá dei alcance de este 



< 0 . Se 



20.2 RADIA CION DE UNA ANTENA DE MEDIA ONDA 


La restriccion a longitudes pequenas comparadas con una 

suprimirse en algunos casos por médios relativamente_ 

un alambre cuya longitud sea justamente la mitad de la 
puede dividirse en elementos infinitesimales, a cada uno de las 
carse el método de la sección anterior. Supongamos que d 
largo dei eje z desde -á/4 a +A/4 y que pasa por él una coni 



I(z', t) = I 0 sen cot cos 


PM* 


Esta se anula en los extremos dei alambre. La no uniformidad de la <_ 

una velocidad de carga variable, que es más grande en los extremos i 
elemento dz' en z' contribuye en el vacío con 


ac i sen0 

dt » — 'o - A - w cos M 

4ne 0 Rc 


MM?)'* 

a Eq . Aqui R es la distancia dei punto de observación a dz\ y los 
orden 1/R 2 han sido despreciados. En la misma forma, 

dB * = S r 7 sen e cos "("-?) cos Çt)*- 

El problema de calcular Eq y se reduce a evaluar 

K C ' 2 1 / R\ 

R = I - cos cu 1 1 -I cos u du, 

— n !2 R \ Cf 



( 20 - 21 ) 


( 20 - 22 ) 
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, ■ " 2nz C ° mo anles < R = r - z' cos 0 y, en consecuencia, eligiendo r 
nnaeotemente grande, z cos0 puede hacerse despreciable. En el argumento dei 
coseno, sin embargo, se necesita más cuidado, y K se expresa como 


^ — | COS (O (t — i + u cos 0 

r L \ c) 


cos u du . 


El coseno puede desarrollarse para que dé 

- w/2 


K = ^cosoi|í- cos (u cos 0) cos u du 

1 / r\ r n/2 

r sen w ^ ~ -J J sen (u cos 0) cos u du. 

La segunda integral se anula y la primera puede evaluarse expresando los co- 
senos como exponenciales o utilizando tablas comunes. El resultado es 

/C = 2 cosm( t -^ C ^ií 7 ^°i^ 

r \ cj sen 2 0 
Habiendo evaluado K, encontramos que 

/n r» ( t -) COS t^/ 2 ) cos g 1 

\ cj sen 0 

—■,4-- f l cost(,i/2,cosl) i 

2 ” r \ cj sen 0 

El vector de Poynting promedio integrado es 


(20-23) 


E e = - 

2ne 0 rc 


u Po Io , 

= —— cos CO 


(20-24) 


P = 


1 [põ 


^0 ,2 f” cos 2 [(ti/ 2) cos 0] n 

— 1 o - 2~n - sen 0 d0. 

€ n Jn sen^ ff 


(20-25) 


^ V £ o " •'o sen 2 0 

m a entp te i ral PUCde CValuarse sól ° com ° una serie infinita, pero simple- 

mente observaremos que para la antena de media onda el resultado es 


_ / 2 

P = 73.1 ohms y, (espacio libre). 


(20-26) 


Este método puede aplicarse a problemas más complicados; sin embargo los de- 
talles técnicos se vuelven bastante complejos. g ’ 
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203 RADIACIÓN DE UN GRUPO DE CARGAS MOVILES 

En esta secdón dedudremos una expresión para la potenda irradiada por un grupo 
de cargas móviles o, en forma equivalente, por una distribución de carga-corriente. 
El movimiento de las cargas es arbitrário , excepto por las siguientes restricciones: 
durante el tiempo que tarda la radiación en propagarse de la vecindad de las 
cargas al punto de observación, podemos imaginar que todas las cargas y las 
corrientes de la distribución están contenidas en un volumen V u cuyas dimensiones 
son pequenas comparadas con la distancia de la fiiente al observador (véase 
Fig. 20.2). Además, las dimensiones de son pequenas comparadas con las 
longitudes de onda dominantes de la radiación emitida. Las restricciones anteriores 
implican también que, comparadas con la velocidad de la luz, las cargas se mueven 
lentamente. Se supone que las cargas se están moviendo en el vado. 

Como un primer paso hacia la solución dei problema, debemos calcular los 
potenciales electromagnéticos. Estos son justamente los potenciales retardados que 
se expusieron en la sección 16.6. Se supone que el orígen de coordenadas O está 
en el interior dei volumen V x y la posición de un elemento de carga se repre¬ 
senta por r' (véase Fig. 20.2). El punto dei campo P está a una distancia r 
dei origen. Por conveniência, se introduce la distancia auxiliar R, que representa 
la posición dei punto dei campo con respecto a un elemento de carga. Claramente, 


r' + R = r 


(20-27) 


Puesto que r > r', 


r' • r 


R= |r — r'| »r- 


(20-28) 


r 


El potencial escalar retardado q> en el punto dei campo P toma ahora la forma 




(20-29) 


Empleando el teorema dei binomio 



(20-30) 


y el desarrollo en serie de Taylor, 
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^ '• - SSTr í, ' ('•' -- + 4 ^?•■ i -» ['. > - í)» 

+ 4ní 0 r 2 c 1 d: , p ( r ’' ~ c) dv ' + términos de orden mayor. 

(20-32) 

La P nmera integral de (20-32) es la carga total Q de la distribución. Esta es 
una constante, mdependiente dei tiempo. La segunda integral (y también la 
tercera) es el momento dipolar eléctrico p de la distribución, evaluado en el 
instante t - r/c Los términos de orden superior decaen con una mayor po¬ 
tência de r /r y dependen de un momento multipolar superior de la distribución 
pnnt I Testnc< ^°^ im P uestas al principio de esta sección, estos términos 

d,stantfd,T!l T r r ia "l ente (VéaSC 3 continuación ) al campo electromagnético 
distante de la distribución de carga. Por tanto, 


<p(r, t) = 


47te 0 


Q T-p(t-r/c) r p(f- r/c) 

r ^ H ~~2 - 

r r cr z 


(20-33) 


con p = dpldt. Como resultado dei desarrollo en serie de Taylor, sólo aparece 
un tiempo retardado en los términos explícitamente conservados, 

El potencial vectorial retardado A en el punto dei campo está dado por 

A(r t) = — í ÍÍ! r ’ t JZJÍ c + r ' r / cr ) dv’ 

An 3 Vl r — (V • r )/r 


f/o 

Anr 


'1 | r ’ ^ ^ j dv + términos de orden superior. ( 20 - 34 ) 


Los términos de orden superior no tienen que escribirse explícitamente, puesto 
que de nuevo dependen de un momento multipolar superior de la distribución. 
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En otras palabras, la ecuación (20-34) ya es compatible con la (20-32). De los re¬ 
sultados dei problema 7.2 se puede escribir la última ecuación como 

(2M5) 

El potencial escalar (20-33) se podría obtener también de (20-35) y la condición 
de Lorentz. 

Los campos eléctrico y magnético pueden obtenerse de las relaciones usuales 

dÁ 

E = - Mq>, B = V x A. 


Restringiremos nuestro interés a los campos de la zona de radiadón, es decir, 
a contribuciones a E y B que decaen de acuerdo con r -1 , puèsto que estas contri- 
buciones son suficientes para determinar la potência irradiada por la distribución 
de carga. El cálculo de ôA/ôt es evidente; para obtener V<p observamos que como p 
es una función de t — r/c, 

I- P = -- p. (20-36) 

cr c 

Por tanto: 


E(r, t) = 


~Vo 


4nr 


H) 


4jié 0 


p(t - r/c) 

cV 


-(-términos que decaen más rápidamente que (l/r). (20-37) 


Para calcular B(r, t ) debemos tomar el rotacional de la ecuación (20-35): 


V x 



x p + - V 


x P 


Pr 


1 r 



1 r 


1 r 


2 x P- 

r 2 r cr r 


xp. 


El último paso proviene dei empleo de la ecuación (20-36). El primer término en 
el rotacional puede despreciarse, ya que decae más rápidamente que r -1 ; 


V 


x À(r, t) = 


Vo 

4ncr 2 


r x 



(20-38) 
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En consecuencia, los campos de la zona de radiación están dados por 



(20-39) 



(20-40) 



= - C ~ r x B(r, r), 


donde p se evalúa al tiempo retardado. 

Es evidente que E y B son perpendiculares entre sí, y también perpendiculares 
a r. Este resultado podria haberse anticipado de la ecuación (17-22), ya que 
r/r = k/k = o, Por tanto, es suficiente calcular A cuando sólo el campo de radiadón se 
calcula (r g> k). Por tanto, el vector de Poynting S = (l//x 0 )(E x B) tiene la dirección 
de r y está dado por 


S = — B x (r x B) = — rB 2 
/'o r Ho r 


(20-41) 


O 



Si se supone que el eje z está en la dirección de p, 


La máxima potência se irradia a 90° con respecto a p. La potência total irradiada 
se obtiene integrando el vector de Poynting sobre una superfície cerrada que 
rodea la distribución de carga. Una eleccion conveniente para dicha superfície es 
una esfera centrada en la distribución de carga, con un radio suficientemente 
grande como para que todas las partes de su superfície estén en la zona de radiación. 
Entonces, 
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de lo cual se obtiene directamente el importante resultado 

_ dW _ 1 2 P 2 
R dt 4nco 3 c 3 


(20-43) 


para la potência irradiada pof un grupo de cargas que se mueven lentamente en 
comparación con la velocidad de la luz. 

La ecuación (20-43) es una expresión de la potência irradiada por cargas que 
se mueven arbitrariamente en función de su momento dipolar eléctrico p. La ex¬ 
presión previamente deducida para la radiación desde un dipolo oscilante, ecua¬ 
ción (20-16), es un ejemplo especial de (20-43); en ese caso, p = (// 0 /cu) cos c o(t — r/c). 
Ahora, podría suceder que, debido a una simetria especial dei sistema, el momento 
dipolar eléctrico se anulara o fuera independiente dei tiempo. En este caso, la po¬ 
tência irradiada no es necesariamente cero, pero se tendría que conservar más tér¬ 
minos en los desarrollos de <p y À (ecuaciones 20-32 y 20-34), para hacer el 
cálculo. De hecho, veríamos que la potência irradiada dependia de algún momento 
multipolar superior dei sistema en este caso. Las diversas radiaciones multipolares 
se vuelven progresivamente menos intensas a medida que se aumenta el orden dei 
multipolo; es decir, la radiación cuadripolar es aproximadamente menor, por un 
factor (a/ A) 2 , que la radiación de un dipolo, donde a es la dimensión dei sistema y X la 
longitud de onda de la radiación emitida. Por tanto, si p no se anula para el sistema 
en consideración, la ecuación (20-43) da la contribución principal a la potência 
irradiada. 

Las ecuaciones (20-39), (20-40) y (20-43) también pueden aplicarse a la radiación 
de una sola carga acelerada q. El momento dipolar de la carga es qr, donde r' 
se mide desde un origen arbitrário. Entonces 


P = qr' = qv, 

donde v es la velocidad de la carga. Esta es independiente dei origen. Finalmente, 


donde v es la aceleración de la carga. Sustituyendo este 
ecuación (20-43), obtenemos 

dW _ q 2 2 v 2 
R dt 4 ne 0 3 c 3 


último resultado en la 
(20-44) 


para la potência irradiada por una carga acelerada que se mueve lentamente. 


*20.4 CAMPOS DE ZONA INTERMÉDIOS Y CERCANOS 

Solamente contribuyen a la energia irradiada los términos de los campos que son 
proporcionales a l/r, pero las potências superiores de l/r son las que dominan 
en la región cercana a las cargas radiantes. Estos campos resultan de interés para 
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comparados con el caso estático y también en problemas prácticos de vecindades 
inmediatas a las antenas. En esta sección calcularemos los campos E y B totales 
de un dipolo eléctrico puntual. Para esto, comenzaremos con los potenciales 
dipolares, ecuaciones (20-33) y (20-35), y retendremos aquellos términos en las 
derivadas que no se tomaron en cuenta en la sección anterior. La contribución 
a E de — dA/õt es parte dei campo de radiación y ya ha sido calculada. Apli¬ 
cando la identidad vectorial (1-1-6) a la ecuación (20-33) con 6 = 0, encontramos que 


-\(p = 


-1 

47EÉn 


\ ' Vp + \ x (V x p) + 4 ’ Vp 
cr cr r 


+ ^x(Vxp) + p- V^ + p- V^ 


con los términos colocados en el orden creciente de las potências de l/r. Los dos 
primeros términos, cuando se suman a -ôA/ôt, dan el campo de radiación de la 
ecuación (20-40): 


Ei = 


1 1 


4ne 0 c 2 r 


r . r 

r .p r -p 


-üH; x 4 (2M0) 


que varia con l/r y depende de p. El último término, cuando se desarrolla, es 
exactamente el campo dipolar estático de la ecuadón (2-36), 


E,= 


1 1 


4tc£ 0 r 3 


i r r 

3 p -p 

r r 


1 1 


47C£o r 3 


' * (i * p ) 


„ r r 

+ 2 - ■ p - 

r r 


(2-36) 


que varia con l/r 3 y depende de p. Claro que el dipolo p varia con el tiempo 
en este caso, pero la dependencia espacial de E 3 es instantáneamente la de un 
campo dipolar estático. El tercero, el cuarto y el quinto términos (que son semejantes 
en su forma al primero, el segundo y el último términos), conducen al campo de 
transición o campo de inducción. 


E,= 


1 1 

rt T r 

i i 

r /r \ t . r 

47T£ 0 cr 2 

j p p 

r r 

47u 0 cr 2 

- xl- x p + 2 - • p - 

[r \r I r r rJ 


(20-45) 


que varia con l/r 2 y depende de p. Entonces, el campo total E es 

E = E, + E 2 -I- E 3 ; 

p y sus derivadas se evaluaran al tiempo retardado, t' = t - r/c. El campo B se 
obtiene al tomar el rotacional de la ecuación (20-35). Si conservamos el término 
que se desprecio en la derivación de la ecuación (20-39) veremos de las 
ciones (20-40) y (20-45) que 


B = - x (Ej + E 2 ). 
cr 


ecua- 
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Fig. 203 Líneas dei campo eléctrico producidas por un dipolo eléctrico oscilante. 


Por tanto, B contiene un campo de radiación y uno de inducción, pero no hay un 
campo B «estático». 

De la segunda de las expresiones dadas anteriormente para E 12 3 , es claro que 
los tres campos tienen una componente transversal, que es perpendicular ary está 
en el plano definido por r y p. El campo de radiación es puramente transversal, 
pero E 2 y E 3 tienen además una componente longitudinal en la dirección de r. 
Si elegimos coordenadas esféricas con los ejes polares en la dirección de p, entonces 
las componentes transversales son E e y son proporcionales a sen 6 ; las componentes 
longitudinales son E r y son proporcionales a cos 0. El campo B tiene solamente 
una componente <t> (TM). 

Consideremos el caso especial de un dipolo en la dirección k con una magnitud 
que oscila sinusoidalmente: p (f) = pke _iwt . Entonces 

p(í') = pke~ iitat ~ Kr \ 

donde k es la constante de propagación de la onda en la zona de radiación, 


K = CO/C. 


Sustituyendo esta p(í') en las ecuaciones (20-40), (2-36) y (20-45), encontraremos 
para las componentes de E = Ei + E 2 + E 3 


E e = sen 0 
4ne 0 


J 


1 1 
+ ■ 


Kr (Kr ) 2 (fcr) 


- i(toí — Kr) 
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y también 


r PK ~ a 

E r = --2 cos 0 

4ne 0 


1 1 
(nr) 2 (fcr) 3 


- i(ait — Kr) 


El campo de radiación o el campo estático domina cuando kt >1 o kt 1, res¬ 
pectivamente; esto es, cuando r es muy grande o pequena en comparación con 
la longitud de onda de la radiación emitida. La transición entre el campo dipolar 
«estático» y el campo de radiación transversal se muestra esquemáticamente por 
las líneas de campo de la figura 20.3. En esta zona de radiación el campo es una 
onda esférica propagándose hacia afuera. 


20.5 AMORTIGUAMIENTO DE RADIACIÓN. 
SECCION EFICAZ DE THOMSON 


La potência irradiada que se calculo en la sección 20.3 es la que pierde un sistema 
de cargas, mientras que en una situación de estado estacionário esta debe reponerse 
por otra fuente. Para una antena, esta fuente es el transmisor y la pérdida está 
expresada por la resistência de la radiación. Para un electrón en un medio material 
a través dei cual se propaga una onda, la fuente de potência es el campo E de la 
onda y la pérdida está expresada por la frecuencia de amortiguamiento. Ahora 
queremos relacionar la frecuencia de amortiguamiento utilizada en el capítulo 
anterior con la razón de energia perdida a causa de la radiación de una partícula 
cargada, tal como la que se da en la ecuación (20-44), 


e 2 2 v 2 
4ne 0 3 c 3 


(20-44) 


La potência perdida a causa de la fuerza F es P = —Fv. Igualando ésta con la 
pérdida de radiación de la ecuación (20-44), tenemos la expresión de la fuerza de 
amortiguamiento 


2 e 2 v 2 

3 47té 0 c 3 v " 


(20-46) 


La fuerza de amortiguamiento lineal supuesta en la ecuación (19-1) fue F = —Gv, 
de modo que la frecuencia de amortiguamiento y = G/m es 


7 


2 e 2 v 2 

3 4ne 0 mc 3 v 2 * 


Para una carga que oscila, v = v 0 sen cot y 

__ 2 e 2 co 2 cos 2 cot 
^ 3 4ne 0 mc 3 sen 2 cot * 
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El problema con este resultado es que y no es una constante, sino que varia 
de cero a infinito sobre un ciclo de movimiento armónico. Sin embargo, el 
efecto promedio dei amortiguamiento es muy pequeno en un ciclo y, puesto que 

P = myv 2 oc v 2 y 

cos 2 o)t = sen 2 cuf. 


se considera que la frecuencia de amortiguamiento efectiva es* 

2 eW 
7 = 


(2047) 


3 47t£ 0 mc 3 ' 

En términos dei «radio clásico dei electrón», R e = e 2 l4*u>me z = 2A\ x 10 15 m, 


y _ 4tü R e 
ü) 3 A 


(2048) 


Ya que y = A co es la anchura de un pico de absordón angnrto y Aa>l<o = A A/A, 

Ajr 

AÀ = — R e = 1.16 x 10” 4 A. 


Esta anchura natural de línea es màs angosta de lo que se ve en un espectro 
de absorción, incluso en gases a baja presión, porque existen otros mecanismos 
de amortiguamiento que son generalmente más grandes que d amortigoamiento de 
radiación. Sin embargo, este es un limite inferior dei posibk amortigpamíeiito. 

Otra consecuencia inmediata de la ecuación (2044) que es más oomúnmente 
observable, es la sección eficaz de Thomson para la dispersiãn de rayos X. Las 
frecuencias de rayos X (energias de los fotones) son grandes comparadas con las fre- 
cuencias de resonancia (energias de ligadura) de muchos de los dectrones en 
la matéria. Estas frecuencias pueden tratarse como electrones libres aoderados por el 
campo E de los rayos X. 

mv = eE y (2049) 


de modo que 


P = 


1 2 e 4 

Ane 0 3 m 2 c 3 


E 2 


* Se reconoce que este último paso dei argumento es bastante primitivo. El problema no se debe 
a ningún fallo de la mecânica clásica, puesto que un cálculo basado en la mecânica cuántica da el 
mismo resultado. El problema de la incorporación correcta de la fúerza de la reacción de radiación, 
ecuación (20*46), en la teoria dinâmica ha sido discutido en muchas ocasiones desde el planteamiento 
de la ecuación (20-47) por Lorentz en 1909. Es un problema fundamental, en el que no podemos pro- 
fundizar ahora. 
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es la potência irradiada total de un electrón. La sección eficaz de dispersión de 
Thomson o T se define como P dividido por el vector de Poynting incidente (po¬ 
tência por unidad de área) 


por tanto 


So 



/'oC 


(20-50) 


_ 2 1 e 4 _8tt 2 

3 47t£o m 2 c 4 3 e 


(20-51) 


donde R e es el radio clásico dei electrón. La pequenez de esta sección eficaz 
en comparación con el tamano de un átomo es la razón de que los rayos X 
sean penetrantes. La dependencia angular de la radiación dispersada está dada 
por la sección transversal diferencial, definida a partir de la ecuación (20-42): 


donde 


do y — 


dP 


dP = S da = Sr 2 díl 


es la potência dispersada (es decir, irradiada de nuevo) en el elemento de ângulo 
sólido 

díl = sen 0 d0 d<)>. 

Con la S de la ecuación (20-42), la sección diferencial es 


do y 

~dã 


= Ri sen 2 0. 


(20-52) 


Aqui 6 es el ângulo entre la dirección de observación y el vector E de la onda 
incidente (perpendicular a su dirección de propagación). Si los rayos X incidentes 
no son polarizados (el caso usual), la expresión de mayor utiiidad es el pro medio 
de este sobre todas las direcciones de polarización. El resultado (problema 20.10), es 


doj _ P 2 1 + cos2 P 

díl ~ e 2 ’ 


(20-53) 


donde p es el ângulo entre la dirección de observación y la dirección de propa¬ 
gación incidente. Esta sección transversal es medible en el efecto Compton, que es la 
dispersión incoherente* de rayos X a frecuencias muy por encima de la absorción 


* Se opone Ia dispersión incoherente a la coherente (con las mismas secciones transversales 

individuales) que produce la difracción de rayos X en cristales, bajo condiciones especiales de longitud 
de onda y ângulo de incidência (ley de Bragg). ** 
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resonante. Esta formula clasica deja de ser válida para frecuencias muy altas j la 
energia de los fotones (hw) debe ser mucho menor que la energia en reposo dei 
electrón mc 2 o À > 0.02 Â. 

La sección eficaz de Thomson, ecuación (20-51), también se obtiene de la teoria 
dei capítulo 19 si investigamos la atenuación dei vector de Poynting incidente 
en vez de la magnitud de la dispersión. De la ecuación (20-50), 


S 0 = 


— E 2 = — EU~ 2zli , 

H 0 c fi 0 c 


donde 


ô 


c 

kco 


es la «profundidad de penetracion». Aqui á/2 desempena el papel de ma trayectoria 
libre media para los fotones incidentes. Como la trayectoria libre merfia es igual a 
1/JVtT, donde N es el número de electrones por unidad de volumen. 


2 _ 2ko) 
m = ~Nc ' 


(20-54) 


Ahora, cuando n « 1, k 1, como para los rayos X, 


fc = K = 


u 2 P y 

2 to 3 


Este es el resultado a altas frecuencias para electrones libres y tamlw-n cs válido para 
los electrones ligados cuando c o <u 0 . Utilizando <o 2 p = Ne^jt^n, j = (4xl3)(RJX)co 
de la ecuación (20-48) y X = Incjat, tenemos 


. Ne 2 4n R.w 2 4n Ne 2 

fç — - - -I_ — _ _ 

2£ 0 m 3 2nco) 3 3 4 nt 0 mca) ** 

y de la ecuación (20-54) 


°t = y R 2 - (20-51) 

La frecuencia de amortiguamiento y que da la sección eficaz de Thomson es Ia 
frecuencia de amortiguamiento de Ia radiadón. A frecuencias tan altas (w> 10 19 s‘ *) 
domina la frecuencia de colisión 1/t. Claro que este enfoque de observar ia propa- 
gación de la radiación no nos da ia dependencia dei ângulo, ecuación (20-52), 
de la radiación dispersada. 
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2fté 1ESUMEN 

Los campos producidos por distribuciones de carga y corriente dependientes dei 
tiempo se calculan a partir de las soluciones integrales de A y <p. (Seria suficiente tra¬ 
tar sólo a A, ya que <p está relacionado con ésta por la condición de Lorentz.) 
Para encontrar las soluciones válidas a distancias grandes r > a 9 donde a es el 
tamano de la región en la cual las corrientes de fuente están localizadas, el inte¬ 
grando se desarrolla mediante un desarrollo multipolar. El término de dipolo 
eléctrico tratado aqui es el más importante, a menos que se anule, en cuyo caso 
los términos de orden mayor deberán considerarse. La integral se simplifica mucho 
más para un dipolo puntual a 4 A, ya que todos los elementos de corriente que 
son fuentes están aproximadamente en fase. (Esta condición implica que v < c.) 
El resultado es 

A(r,í) = 4 l nr Pit ~ r/c) 

donde 

p(f) = |j(r', t)dv'. 

A partir de esto, con una J prescrita, se encuentra B, E y S. Encontrarlos es 
particularmente fácil en el campo de radiación para r p X. Entonces 


y 


E = —c - x B 

r 



dei mismo modo que para una onda plana. (Es innecesario encontrar <p.) 

1. El vector de Poynting en el campo de radiación de un dipolo puntual es 

p 2 sen 2 0 r 
l(m 2 e 0 c 3 r 2 r' 

La integración de éste sobre la esfera completa da la potência total irradiada 
en la forma 


4ne 0 3 c 3 ‘ 


2. La radiación de una antena lineal corta (dipolo eléctrico) está dada por (1) con 
p(r) = (U 0 )M cos ajf. En función de la resistência de radiación R r , 


P = íKll 


ohms 


en el espacio libre. 


r '" 789 (íF 


(/<U) 
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3, La radiación de una antena más larga puede encontrarse por integración de 
los resultados para una antena corta, suponiendo v c, como siempre lo es para 
una antena de radio. Para una antena de media onda. 


R r = 73.1 ohms. 

4. Para una carga puntual que se mueve lentamente, p = qv , 

1 2 q 2 v 2 


P = 


,3 ' 


4ne 0 3 c 

5. Para un electrón que oscila, esto conduce a la frecuencia de amortiguamiento 
de la radiación 

4tc R e 

y = — — a) 

* 3 k 

y la sección eficaz de Thomson para un electrón libre 

8n 

(Tf — 

donde 




4ne 0 mc 2 
es el «radio clásico dei electrón». 


R„ = - e — = 2.81 x 10 15 m 


PROBLEMAS 

20.1 Considere una distribución de carga con simetria esférica que énicamente en la 
dirección radial, de tal modo que la simetria esférica se conserva eo todo mdMte Demuestre 
que no se emite radiación. 

20.2 (a) Determine, en función de los ângulos 8 y la densidad de potência promedio 
en el vacío de un dipolo que oscila, (b) Calcule la potência total irradiada por un dipolo 
de 3 m de longitud a una frecuencia de 500 kHz si la corriente en d dipolo es de 2 A 
(valor efectivo). (c) ^Cuál es la resistência de radiación dd dipolo oscüante dei punto (b)? 

203 Una espira circular de alambre que conduce una corriente / = / 0 cos cot forma un 
dipolo magnético oscilante. Determine los campos de radiación E y B para este oscilador, 
y la potência total irradiada. 

20.4 Determine la eficiência relativa, como fuente de radiación electromagnética de un dipolo 
eléctrico de 2 m de longitud, comparado con un dipolo magnético dei mismo diâmetro a una 
frecuencia de 1 MHz. 

203 (a) Calcule la corriente máxima para una antena de media onda que irradia a 1 kW. 
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ftyiCuál es el campo £ correspondiente a Ia densidad de potenda promedio a una distanda de 
10 km de la antena? Desprede los efectos de la Tierra. 

2êj6 Compruebe que A y (p en las ecuadones (20-35) y (20-33) satisfacen la condidón de 
Lorentz. 

20l7 Una medida de la directividad de una antena es la potenda por steradián en la direc- 
dón a la cual ésta es un mãximo, dividida por 1/(4 tc) veces la potenda total irradiada. 
Calcule la directividad para un dipolo eléctrico oscilante. 

20.8 Considere un dipolo eléctrico p que gira con una velocidad angular constante co en torno 
a un eje perpendicular al momento dipolar. Encuentre el campo de radiación y el vector 
de Poynting. (Sugerencia: Trate la rotación dei dipolo como la superposición de dos dipolos 
que varían sinusoidalmente en angulo recto uno con respecto a otro.) 

20.9 El modelo clásico dei átomo de hidrógeno propone que el electrón gira en una órbita 
circular de radio r y energia dnética 


(a) Calcule la energia fraccional irradiada por revolución, PT/E k , donde T es el período 
orbital, (b) La mecânica cuántica predice que en el n-ésimo nivel 

v _ 1 1 

c ” n 137 ’ 


Evalúe PT/E k para n — 2. 

20.10 Un haz de rayos X no polarizado de intensidad I 0 incide en matéria que contiene 
electrones libres. Considerando un solo electrón y utilizando las expresiones de la sección 20.3, 
demuestre que la intensidad dei haz dispersado está dada por 

, _ , (1 + cos 2 P) K 2 

— * 0 - *- T j 

2 T 

donde fi es el ângulo entre OP y el haz de rayos X original. El punto O es la posición dei 
electrón y P es el punto donde el haz dispersado debe medirse. 

20.11 Rayos X de longitud de onda de 0.2 Â son atenuados en alumínio principalmente 
por dispersión Compton. Calcule el coeficiente de absorción a = 2/Ò a partir de la sección 
eficaz de Thomson. Hay 6.06 x 10 28 átomos de Al/m 3 . 
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21 


ELECTRODINAMICA 


Hl campo producido por una carga puntual que se desplaza rápidamente se puede 
calcular a partir de los potenciales retardados. Sin embargo, existen ciertas dificul- 
tades asociadas con este cálculo, que están relacionadas con d retardo y reflejan el 
hecho de que la distribución de carga presente (en el espado) tiene que ser ex¬ 
trapolada con respecto a un tiempo de retardo apropiado. Esle procedimiento 
seria esencialmente trivial excepto que las diferentes pordanes de la distribudón 
de carga requieren distintos tiempos de retardo. Aunque uno espere que éste efecto 
desaparezca para cargas puntuales, realmente no sucede asL Los potendales escalar 
y vectorial apropiados para una carga puntual móvü son los potenciales de 
Lienard-Wiechert, que deduciremos ahora. 

21.1 POTENCIALES DE LIENARD-WIECHERT 

Los potenciales de Lienard-Wiechert son, como ya se dijo, los potenciales escalar 
y vectorial producidos por una carga puntual en movimiento. Se podría pensar 
que ql4nc 0 R, donde R es la distancia de retardo apropiada, daria un potencial 
escalar debido a una carga puntual móvil. Sin embargo, este no es d caso, como 
puede mostrarse en varias formas. Uno de los procedimientos más instructivos 
es considerar un volumen en movimiento que lleva consigo una distribución de 
carga fija, por ejemplo, un volumen esférico cargado uniformemente, que se mueve 
en el espado a lo largo de una trayectoria prescrita. El campo debido a una 
carga puntual es el limite tomado adecuadamente dei campo debido a tal dis¬ 
tribución. 

El potencial escalar debido a una distribución de carga en movimiento en el 
punto ^ y en el tiempo t, está dado por el potendal de retardo* 



( 21 - 1 ) 


La esencia de la dificultad es ahora evidente: t' no es fijo y, en consecuenda, el 
volumen de integración (o sea, el volumen en que p es distinto de cero), no puede 


* En todo este capítulo sólo se considera el espacio libre. 
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e^ecfficarse directamente. Para evitar esta dificultad, puede elegirse algún instante 
fijo t v y cambiarse la integración sobre r' a una integración sobre r x . La elección más 
conveniente para f x es el tiempo de retardo para algún punto en el interior de la 
distribución de carga. Si en el instante t x el volumen cargado se mueve con una 
velocidad v(tj), entonces las relaciones importantes son 

P(r\ t') = p(r u t x ), (21-2) 


r i “ r ' - v(í')(í' - fi) - iv(r')(r' - ty) 2 + ■■■, (21-3) 

donde v es la derivada de v con respecto al tiempo. Es importante entender que t' 
no es constante en la ecuación (21-3), sino que depende de r'. El problema restante 
es el de relacionar dv' con dv t , lo que se logra, por supuesto, mediante el de¬ 
terminante jacobiano. La relación es 


dVy 


d(*i, y t , 2j) 

ô(x', y', z') 


dv', 


donde el jacobiano, õ{ Xi , y u Zy)/õ(x', y', z'), está dado por 


Las derivadas son 


y 


d( *l. J'!» Zl) 

d(x\ y\ z’) 


ôx t 
õx ' 


- Vr 



Ôx x 

dx x 

ôx % 


ôx ' 

W 

ôz* 



õyy 

d l± 


õx' 

õy' 

õz f 


dz x 

ÔZy 

õz { 


ôx 

Ôy' 

â? l 

dt' 



v dt' 

õx' 

- K 

c (t' -1 



dx x _ f ôt f 
W~ ~ Vx õy' 


.,, , . õt' 

v x(t ~ h) j—, + 
ôy 


(21-4) 


(21-5) 


( 21 - 6 ) 


donde v x es t > x (t’), la componente x de la velocidad en el tiempo de retardo t'. El 
tiempo de retardo t' se relaciona con la posición retardada simplemente por 


c 


(21-7) 
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en consecuencia, 


df__ 

ôx! c 9 


( 21 - 8 ) 


donde n' es un vector unitário en la dirección r' — Ç. Un desarrollo directo, 
aunque tedioso, dei jacobiano, usando las ecuaciones (21-6) y (21-8), da 


d(*i, yu Zi) _ V' • n' v' • n'(t' - t,) 
õ(x', y',z') c c 


(21-9) 


donde los términos de orden superior contienen derivadas de segundo orden y supe¬ 
riores de v\ 

La ecuación (21-9) puede utilizarse en la ecuación (21-1) para obtener el po¬ 
tencial escalar. Sin embargo, como el interés principal está centrado en pequenos 
volúmenes cargados (cargas puntuales), es apropiado observar que si 


n' , , , vd , 

— <* - '•>- ? < '• 


donde d mide la magnitud de la distribución de carga, entonoes este término 
puede ciertamente despreciarse en el càso de la carga puntual limite. Existen 
critérios semejantes para los términos que contienen derivadas superi o re s ; sin 
embargo, no necesitamos considerarlos. Finalmente, 




P(rí, ti) dvj 
| £ — r' | 1 + v' -n7c' 


( 21 - 10 ) 


Nuevamente, si d <4 | Ç — r' |, entonces | ^ — r' | puede sustituirse por R, u la distancia 
desde el punto interior (elegido anteriormente) al punto de observación en ei ins¬ 
tante ti. Por tanto*, 

*«• '* - i R.AI + * •„■/<:) í ^ '*» *> < 2M » 

o, como la integral es ahora sobre un volumen bien definido. 


o= 


_J_ q 

47iê 0 + v' • n'/c)’ 


(21-12) 


que es el potencial escalar de Lienard-Wiechert. Se encuentra que el potencial vec- 
torial 


Afet) 


/fo gv' 

4jt R tl ( 1 -I- v' • n7c)' 


(21-13) 


* Obsérvese que = t(íi)*b(í 1 ) para la aproximación involucrada en la ecuación (21-11). 
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Estas expresiones se escriben a menudo como 



y 


(21-14) 



4tc [R(l + v • n/c)J ret ! 


V 


lo que quiere decir simplemente que las cantidades entre corchetes deben evaluarse 
en nuestro t x . 


21.2 EL CAMPO DE UNA CARGA PUNTUAL 
QUE SE MUEVE UNIFORMEMENTE 

La aplicación más directa de los potenciales de Lienard-Wiechert es al cálculo 
dei campo de una carga puntual que se mueve en línea recta con velocidad cons¬ 
tante. La representación geométrica de dicha situación se ilustra en la figura 21.1. 
El campo en el punto P se debe calcular en el instante í, cuando la carga está 
en x. La posición retardada x' y el tiempo de retardo t' están determinados por 


R ' 2 = c 2 (t-fr = (x 0 -xT + b 2 . 


(21-15) 


El potencial escalar está dado por 


<p(p> 0 = t zr 


i 


(21-16) 


47ü£ 0 K'[l + (v • n'/c)] ‘ 


Del diagrama de la figura es claro que 



R , V x Q -x r 


v(x 0 - X 1 ) 


(21-17) 


c 


c R' 


c 


p 



*0 

h 


b 


Fig. 21.1 Diagrama para calcular 
el campo eléctrico de una carga 
puntual en movimiento. 
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Aun después de que la ecuación (21-17) se sustituye en (21-16), una multitud de 
variables aparece en la expresión de q>. Al calcular el campo eléctrico tomando el 
gradiente de q>, etc., estas variables tendrían que ser diferenciadas muy cuidadosa¬ 
mente y esto originaria que el cálculo fuera engorroso. Eh lugar de seguir este 
procedimiento, es preferible eliminar las variables inconvenientes en <p y obtener una 
expresión que sólo contenga las coordenadas de P, el tiempo actual t y los 
parâmetros que describen la trayectoria de la partícula cargada. 

Como la carga se mueve desde x ' hasta x 0 en el tiempo í 0 — t', es evidente que 

c 2 ^ - f) 2 = v 2 (t 0 - t ') 2 + b 2 . (21-18) 


Si de esta ecuación se despeja t\ el resultado es 

, _ C 2 ? - P 2 tp í y/pVfro ~ f) Z + fr 2 (c 2 - U j ) 


(21-19) 


El signo menos debe utilizarse en esta ecuación para asegurar que t' esté retar¬ 
dado con respecto a t. Para v erificar esto, sólo es necesario observar que en 
t = t 0 = 0, t! = ±yjb 2 {c 2 — v 2 )H<^ — p 2 ) y, en consecuencia, sólo el signo negativo 
da un tiempo anterior. Habiendo bailado t\ obtenemos x 0 — x' de 


x 0 — X' = v(t 0 - t ) 

_ (to(c 2 - V 2 ) - c 2 t + v 2 ^ + ^/r 2 íT 2 (f 0 - r) z -h V 2 ) \ 

- v \ ~ r 

(21-20) 


mientras que R f es 

^ c | t(c 2 -1) 2 ) - ch + r 2 t 0 + yj- \) 2 + fr^c 2 - c*j j 


( 21 - 21 ) 


Las ecuaciones (21-20) y (21-21) se emplean para evaluar d denominador que 
aparece en la ecuación (21-16). Al usar la ecuación (21-17) este denominador se 
convierte en 

v ( x o — *') ^ 

R* = R — -A-®- l (21-22) 

c 

que, subsecuentemente, se convierte en 


R* = (c 2 - i? 2 ) l [v 2 c(t 0 - t) + Cyjv 2 c 2 (t 0 — tY + b 2 (c 2 — v 2 ) 
- v 2 c(t 0 - f) - v/u 2 c 2 (í 0 - o 2 + & 2 (c 2 - y 2 )] 


= sf V 2 (t 0 - í) 2 + ò 2 (l - v 2 /c 2 ) 


(21-23) 
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por las ecuaciones (21-20) y (21-21). El potencial escalar es 


q>(P, t) = 


— 1 

4ne o s/v 2 (t 0 - t ) 2 + b 2 (l - v 2 /c 2 ) ’ 


mientras que el potencial vectorial es 


(21-24) 


A (P,t) = 


PoQ _ v _ 

4ji - tf + b 2 (l- v 2 /c 2 )' 


(21-25) 


Es importante darse cuenta de que las ecuaciones (21-24) y (21-25) contienen 
sólo la posición y el tiempo dei punto de observación, y los parâmetros (v, f 0 ) 
que describen la trayectoria de la partícula cargada. 

Para hacer que este enunciado sea más concreto y para poner los potenciales 
en una forma más adecuada para calcular los campos, debe fijarse con más 
cuidado el sistema de coordenadas. Como la carga se mueve sobre el ejc x, y 
como éste es un eje de simetria dei problema, sólo es necesario especificar el 
origen en el eje x. Esto se logra convenientemente tomando x = 0 como la posi¬ 
ción de la carga en / — 0. Entonces x — vt, y, en particular, x 0 — uí 0 . 

Si e! punto P se determina por las coordenadas cartesianas entonces 


Ç = x 0 = vt 0 y + C 2 = b 2 . (21-26) 

Empleando estos resultados en la ecuación (21-25) yhaciendo Ç = (£, q, £), obtenemos 


y 


<p(z» 0 = 


4wo y'(f - po 2 + + c’K í-^/c 2 ) 




vt) 2 + (t) 2 + c J )(i - vyõ 2 ) 


(21-27) 


Debe recordarse que estas ecuaciones son válidas sólo si v está a lo largo dei 
eje x; otras direcciones requieren la modificación de las fórmulas. 

Lo importante de las ecuaciones (21-27) es que están en una forma idealmente 
adecuada para el cálculo de los campos. Por tanto 

= _/fo q - vt) 

4n R * 3 

+ 4nêo J* 2 ^ ~ vt ^ + rf 1 ~ v2/c2 ti + W ~ t,2 / c2 ) k ]- 


(21-28) 
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Observando que v = ri, e 0 fi 0 = l/c 2 y Ç - vt = x 0 - x, es posible volver a escribir 
la ecuación (21-28) en la forma 



(21-29) 


donde R es un vector desde la posición de la carga en el instante f hasta el punto 
P y 


R* = R' - 


c 


La inducción magnética puede hallarse simplemente evaluando B = V x A; 
sin embargo, un procedimiento mucho más sencillo es observar que 


(21-30) 


A = ti 0 e 0 v<p 


y, en consecuencia, que 


(21-31) 


B = fi 0 e o V x (yq>) = x 


Como v está a lo largo dei eje x, sólo son importantes las componentes y y z 
de Vcp en el producto vectorial. Estas componentes son sólo los negativos de las 
componentes y y z de E. En esta forma encontramos 


B = ^vxE, 


(21-32) 


c 


que completa el cálculo de los campos. 

Es interesante observar que, aunque la fuente dei campo es la posición retar¬ 
dada, las líneas de E se dirigen hacia fuera de la posición instantânea de la 
carga. Las líneas de B son circunferências con centros en la trayectoria de la carga. 
El campo E no es esféricamente simétrico, como lo es en el caso estático, pero 
es más intenso en la dirección perpendicular a la velocidad (véase problema 21.1). 

Habiendo obtenido los vectores de campo, estamos en posición de calcular 
otras cantidades electromagnéticas; sin embargo, en lugar de continuar con estas 
posibilidades, sugerimos al lector que consulte textos más avanzados* que tratan 
detalladamente dichos problemas. 

21.3 EL CAMPO DE UNA CARGA PUNTUAL ACELERADA 

Si se considera una carga puntual acelerada, ciertas simplificaciones que aparecen 
en el caso de la velocidad constante ya no son posibles. La dificultad principal 


* Por ejemplo, W. K. H. Panofsky y M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism , segunda edición 
(Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1962). 
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aqui es un resultado directo dei hecho de que los potenciales de Lienard-Wiechert 
no pueden ya expresarse en función de la posición actual de la carga; en su 
lugar, la posición y el tiempo de retardo aparecen explícitamente. Los potenciales 


y 



i 


Ü(1 . + v • n/c) 


rei 



v/c 2 _ 

ií(1 + v ■ n/c) 


rei 


(21-33) 


son aún correctos; sin embargo, al diferenciarlos para obtener los campos, debe 
observarse que las derivadas con respecto a la posición dei punto dei campo 
deben ser tomadas en un tiempo de observación constante, y las derivadas con 
respecto al tiempo de observación, en puntos de campo fíjos. Como el tiempo de 
retardo aparece explícitamente en los potenciales, debe tenerse cuidado para obtener 
las derivadas correctas. 

Para aclarar el problema de la diferenciación, observamos que los potenciales 
son funciones dei punto dei campo el tiempo de observación f, la posición 
retardada r' de la carga y el tiempo de retardo t\ La trayectoria de la partícula 
se especifica dando r' en función de t\ de modo que su dependencia de r' puede 
suprimirse. Además, la condición de retardo 


(<Ü - x') 2 + (ri- y'f + (c - z') 2 = c 2 (t - t') 2 (21-34) 


proporciona una sola relación entre las variables restantes. Por tanto, es claro 
que aunque los potenciales dependan superficialmente de ocho variables, sólo 
cuatro de éstas son realmente independientes. Al calcular los campos E y B es 
necesario diferenciar los potenciales por separado con respecto a £,»/,£ y f, man- 
teniendo las otras tres fijas; por ejemplo, A debe diferenciarse con respecto a f, 
manteniendo £, rç y Ç constantes. Como es t' la que aparece explícitamente en los 
potenciales, el cálculo de estas derivadas origina cierta dificultad. 

Para no perder de vista las variables que se están manteniendo constantes 
durante varias diferenciaciones, adoptaremos la siguiente notación: Una derivada 
parcial en la que todas las otras variables, dependientes o independientes, se man- 
tienen constantes se designará por el símbolo usual de la derivada parcial. Si no 
se mantienen constantes todas las demás variables, entonces aquellas que si lo son 
se indicarán por subíndices. Por tanto, la derivada de A necesaria para calcular E 
es (ôA/dt) t , mientras que las de cp son (dtp/df), c „ etc. Para transformar (dA /õt) ( en 
una derivada con respecto a t' escribimos 


(n-mmi 


( 21 - 35 ) 
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y también 



(21-36) 


La condición de retardo, ecuación (21-34), junto con la ecuadón que especifica 
la trayectoria x' = x'(t'), es equivalente a una ecuadón de la forma 


/OU 0 = 0. 


Esta relación implica que (dtjdt\ = \l(dt f jdt)^ que, cuando se combina con las 
ecuaciones (21-35) y (21-36), da 



(21-37) 


En el cálculo de las derivadas con respecto al tiempo de los potcnciaks, esta 
ecuación es justamente lo que se necesita para obtener los campos déctrico y 
magnético. Las otras derivadas son todas de la forma (dçldífo. Dichas derivadas 
se evalúan directamente observando que 



(21-38) 


en donde se han incluído todos los subíndices para evitar cualquier posibilidad 
de confusión. 

De las ecuaciones (21-37) y (21-38) es claro que el cálculo de E requiere que 
las derivadas (dt'/õt)ç y (õt'/õÇ) t deben evaluarse. Cada una de éstas se evalúa 
fádlmente, diferenciando la raiz cuadrada de la ecuación (21-34), 


[fé - x') 2 + {ti- y'f + (C - z') 2 ] 1/2 = c(t - í'), (21-39) 


en la forma adecuada. Si se toma la derivada con respecto a t (manteniendo £ 
constante), resulta la ecuación 


1 

R 7 




(21-40) 


En esta ecuación r' = ix' + j y' + kz' y R' = ^ — r'. Como r' depende explícita¬ 
mente de t', la derivada dei primer miembro se cambia facilmente, para dar 



(21-41) 









M LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


- e' ' a — " d * «— t-* 


(õf\ R > _ R» 

\ õt h ^RW/Í' r* 


t«“™£"„', e es“a qUe h eCUaCÍÓ ” (21 - 3,) " 


(21-42) 
con respecto a f 


/^) = _ (í-x') 

W. 


Sotrôbttnemo' d ° S C ° mPOnenIeS y eSCTÍbl “< , ‘> el 


7c)c ■ (21-43) 

resultado como una ecuación 


(V') ( = 


R '/c 


R’ - R' ■ v'/c 


R 

R*c 


(21-44) 


W-45) 

Se encuentra fácilmente que las derivada»! Hp • , 

ecuación son S P otencia * es Q ue aparecen en esta 


4ne 0 (R' - R'. v '/ c ) 2 > 


lõv\ = _l_fRW «/* R '. r] j 

\^t / ç, 4tc6 0 [ R' c + c J R* 2 ’ 

(^7 ) = —L- í~— + — —L_ /R" ’ v ' t >' 2 R'-v'\l 1 

W* 4wo [r*c 2 c 2 R* 2 ( R' V + ~7~)]rÍ2 

Empleando estos resultados en la ecuación (21-45), vemos que 

+ /r,_RV\v^__v^1 

\ c / R* 3 c 2 R*Vj' 


(21-46) 

(21-47) 

(21-48) 


(21-49) 
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Un cálculo semejante da 


Bft. 0 = 


4ji£ 0 c 2 \ R* 3 


V x R 


; K) 





(21-50) 


Estos resultados pueden utilizarse para explicar muchos fenómenos tan importantes 
como el de amortiguación de radiación y el Bremsstrahlung clásico. La mayoría 
de estos cálculos se encuentran en diversos textos de electrodinámica y, excepto 
por un ejemplo, se omitirão aqui con motivo de la brevedad. 


21.4 CAMPOS DE RADIACIÓN 

PARA PEQUEflAS VELOCIDADES 

El resultado de calcular los campos a partir de los potenciales para una carga 
puntual que se mueve arbitrariamente, que se trató en la última sección, puede 
reescribirse como 


E(i í) 


_q _i_ 

4ne 0 R* 3 



+ \r' x 
c 



Bft. í) 


RxE 

Rc 


(21-51) 


(21-52) 


De la ecuación (21-52) observamos que el campo B de una carga puntual en el 
vacío es siempre perpendicular al campo E en el mismo punto y tiempo, y tam- 
bién es perpendicular a la línea que une el punto dei campo con la posición 
retardada de la partícula, R'. Los campos contienen dos términos; el segundo de 
ellos es proporcional a la aceleradón v' y el primero es independiente de ella. 
Ambos términos dependen de v’/c. Para el movimiento uniforme (v' =0) el primer 
término de la ecuación (21-51) da el resultado anterior (21-29), ya que R’/c = t — t\ 
Aun para movimiento no uniforme a altas velocidades, el primer término no con- 
tribuye a la radiación de la carga, porque su magnitud decae con la distancia 
como 1/R' 2 . Ya hemos visto que los campos deben decaerse como 1/R' para 
poder contribuir al vector de Poynting a grandes distancias; el segundo término, 
el dependiente de la aceleradón, decrece de hecho como 1/R'. Vemos que esta 
parte dei campo E es así mismo perpendicular a R': en el campo de radiación, 
E, B y R' son mutuamente perpendiculares, y S = (l/fi 0 c)E 2 (R'/R’). 
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Para simplificar, consideraremos únicamente el caso de una carga que se mueve 
lentamente. Si la velocidad de la carga es pequena comparada con la de la luz, esto 
es, si v'/c <? 1, entonces pueden hacerse las aproximaciones 


R' 


RV 


c 


~ R' 


y 


en las ecuaciones (21-51) y (21-52). Si, además, sólo se considera el llamado campo 
de radiación, esto es, la parte dei campo proporcional a 1/R', entonces las ecua- 
ciones (21-51) y (21-52) se convierten en 


EÍ1L t) = - R x (R' x v') 

d/3.2 


471é 0 R' 3 C 2 


(21-53) 


g/s t \ _ 9 R' x [R' x (R' x v')] _ g V' x R' 
47tê 0 R'V 3 47te 0 c 2 R' 2 c 


(21-54) 


De estos vectores de campo se ve que el vector de Poynting 


es 


S = E x H = q 


(21-55) 


que, mediante el empleo de identidades vectoriales, se reduce a 


g 2 R'(R' x v') 2 
16tc 2 e 0 c 3 R' s 


(21-56) 


La potência total irradiada se obtiene integrando este vector de Poynting sobre 
una superfície cerrada que rodea Ia carga. Una elección conveniente para dicha 
superfície es una esfera centrada en la posición retardada de ia carga. Si además 
se elige el eje z en la dirección de v', entonces 


P 


R — 


dW 

dt 



n da 


q 2 r R' 2 V 2 sen 2 9 nr 

16tt 2 £ 0 c 3 J R 75 R ' 


R 

R' 2 sen 9 d6 d<f>, 


(21-57) 
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de donde se obtiene fácilmente 

_ dW q 2 2 v' 2 

dt 47t£ 0 3 c 3 


(21-58) 


para la potência irradiada de una carga acelerada que se mueve lentamente; este 
resultado está de acuerdo con nuestro resultado anterior (20-44). 

Esto completa nuestro breve estúdio de la radiación de cargas en movimiento. 
Se han presentado las ideas básicas y algunas aplicaciones elementales se han dado 
con detalle. Para los detalles de otros cálculos, se pueden consultar diversos trabajos 
publicados y particularmente Classical Electricity and Magnetism, segunda edición, 
por W. K. H. Panofsky y M. Phillips (Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1962); 
The Classical Theory of Fields, segunda edición, por L. D. Landau y E. M. Lifshitz 
(Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1962); y Classical Electrodynamics, segunda edi¬ 
ción, por J. D. Jackson (Nueva York: Wiley, 1975). 


21.5 RESUMEN 

Los potenciales escalar y vectorial de una carga puntual que se mueve rápi¬ 
damente se obtienen de las soluciones integrales para los potenciales retardados. 
Los resultados en el punto P y el tiempo t son 

a(p, ‘) = p <p( p ’ 0. 

donde 

R* = R’ - R' • v'/c, 

R' es el vector que senala el punto P dei campo desde la posición de la partícula de 
carga q en el tiempo de retardo t' = t - R!jc y v' es la velocidad de la partícula 
al tiempo de retardo. Los campos se obtienen de los potenciales al diferenciarlos 
correctamente: 

E(P, t) = ^ |^ R “ R ' v ' /c ^ 1 “ ü ' 2/c2 ) + h R X 

B(P, t) = R' x E(P, t)/R'c. 

1. El campo E de una carga puntual que se mueve uniformemente (v = 0) es 
simétrico con respecto al plano perpendicular a v que se muestra en la poskâcis 
presente de la carga al tiempo t ; dicho campo es más intenso en la direção* 
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perpendicular a v que a lo largo de la dirección de v. Siempre apunta alejándose 
de la posición presente de la carga. 

2. Solamente los términos de la aceleración contribuyen a la radiación. En el 
campo de radiación R , E y B son mutuamente perpendiculares. Para v'jc 4 1, el re¬ 
sultado es el mismo que el deducido en el capítulo 20. 


PROBLEMAS 

21-1 (a) Para una carga con movimiento uniforme a velocidad v, demuestre que 



donde R es el vector que senala desde la posición presente de la carga hasta el punto dei 
campo y R • v = Rv cos 6. (b) Haga una gráfica en papel polar de |E| como función de 0 para 
una R fija, suponiendo que vjc = 0.8. 

21.2 Utilice el resultado dei problema 21.1(a) para encontrar el campo B de una carga dq 
que se mueve uniformemente con velocidad v. Tomando vdq = I dx, donde I es la corriente 
en un alambre recto y largo, integre dB a lo largo dei alambre. Observe que el resultado 
concuerda con el obtenido de la ley de Ampère, incluso para v/c « 1. 

213 Suponga que la aceleración de una partícula rápida está en la misma dirección que su 
velocidad. Demuestre que la radiación es cero a lo largo de la dirección de movimiento. 





[ 529 ] 



LA TEORIA ESPECIAL 
DE LA RELATIVIDAD 


Como se discutió en los capítulos 2 y 8, la interacdón entre grupos de cargas 
(o corrientes) generalmente se describe separando el fenómeno en dos partes: 
(1) el establecimiento de un campo electromagnético por la fuente y (2) la inter- 
acción de un segundo grupo de cargas (y/o comentes) con el campo. El campo 
mismo puede ser analizado por un observador, utilizando cargas de prueba y 
corrientes. Esta descomposición de la interacdón no es única; de hecho, la natu- 
raleza detallada dei campo electromagnético depende dei estado de movimiento 
dei observador. 

Por ejemplo, consideremos dos observadores, A y B. El observador A está en 
reposo con respecto a un grupo de cargas fijas y ve sólo un campo eléctrico 
asociado a ellas. El observador B está en movimiento con respecto a A; por tanto, 
ve un grupo de cargas en movimiento y, en consecuencia, un campo magnético 
así como uno eléctrico. 

^Pueden ambos observadores usar las ecuaciones de Maxwell para describir 
sus observaciones físicas? Y, de ser así, £cómo transforma un observador los 
campos eléctrico y magnético en un marco de referencia para dar las componentes 
dei campo en un segundo marco de referencia que se mueve con relación al primero? 
Estas son las preguntas que intentaremos contestar en este capítulo. 


22.1 LA FÍSICA ANTES DE 1900 

Las ideas básicas de Maxwell acerca dei campo electromagnético se publicaron 
por primera vez en 1862. En los 40 anos siguientes, la estructura matemática de las 
leyes de la electricidad y el magnetismo fue desarrollada gradualmente (en particu¬ 
lar por H. A. Lorentz) y muchas consecuencias de la teoria fueron observadas ex¬ 
perimentalmente. No obstante, diversos problemas perturbaban a los físicos teóricos, 
particularmente los relacionados con la estructura matemática de las leyes físicas. 

Todas las experiencias anteriores con el movimiento ondulatorio indicaban que 
se necesitaba un medio para la propagación de ondas. En el capítulo 16 explicamos 
que las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre son compatibles con una ecua- 
ción de onda, y de hec ho co nducen a ella; en dicha ecuación, las ondas se propagan 
con velocidad c = llyje 0 ii 0 . En consecuencia, fue natural suponer que alguna clase 
de medio etéreo llenaba todo el espacio (incluyendo el vacío) para la propagación 
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de ondas electromagnéticas. Maxwell mismo sintió la necesidad de este medio y 
lo llamó éter . Pero la existência de un medio crea un problema, porque introduce 
un marco de referencia preferencial, es decir, aquel en que el medio está en reposo. 

Se sabia que las leyes de Newton dei movimiento no eran afectadas por una 
transformación galileana, esto es, una transformación de coordenadas entre dos 
marcos de referencia (sistemas de coordenadas) en movimiento relativo. Por ejemplo, 
sea E un sistema de coordenadas en reposo, y sea E' un sistema de coordenadas 
que se mueve en la dirección x con velocidad uniforme u (véase Fig. 22.1). La rela- 
ción entre las coordenadas y los tiempos en los dos sistemas está dada por (una 
transformación galileana) 


X* = x — ut , y' = y, z' = z, t' = t. (22-1) 


Las leyes fundamentales de Newton dei movimiento son de la misma forma en E y en E'. 
De hecho, es imposible determinar la velocidad absoluta de cualquier marco de 
referencia por experimentos mecânicos. 

iQuê sucede a las ecuaciones de Maxwell ante una transformación galileana? 
No estamos en posición de responder a esto, porque no sabemos todavia cómo 
se transforman los campos, pero podemos dejar de lado esta cuestión, conside¬ 
rando en su lugar la ecuación de ondas (que es homogénea y solo contiene una 
componente de campo). En el espacio libre, 


ô 2 q> ô 2 (p ô 2 q> 1 ô 2 (p 
ôx 2 ôy 2 + ôz 2 c 2 õt 2 9 


( 22 - 2 ) 


donde q> representa una de las componentes dei campo. Si sustituimos 


ô õx' ô dt' ô 

ôt ôt ôx ' ôt dt f + 

en (22-2), empleando (22-1) para evaluar ôx/ôt, etc., encontramos que la ecuación 
de onda transformada ya no es de la misma forma que (22-2). Esto es simple- 



Fig. 22.1 Dos sistemas de coordenadas que se mueven uno 
con respecto al otro (en el sentido positivo de x), 
con velocidad uniforme u. 
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«1 d Sistema de referencia preferencial si arrastrase el éter consigo; esto es, 
“ ^”le».e masivo, como la Tierra, podria tal vea arras,rar =1 e.e, co„- 

ptimeros experimentos c.tados no aon compat.bles con 
un «arrastre de éter». De mediciones hechas durante un ano se ve que la p 
sición aparente de una estreita describe una pequena trayectona elíptica en la 

rírír* -• 

con ellos. 


22 2 LA TRANSFORMACION DE LORENTZ 
Y LOS POSTULADOS DE EINSTE1N 
DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL 

H A Lorentz descubrió en 1904 una transformación curiosa y admirable que deja 
la' forma de las ecuaciones de Maxwell sin alterar, siempre que las componentes 
dei campo se cambien adecuada mente. Consideremos nuevamente dos sistemas d 
, f , y v t' nue se mueven uno en relación con otro en la direccion x 
con'velocUJad tmifome .. (véase Fig. 22.1). En lugar de la transformación galileana, 
suponemos ahora (una transformación de Lorentz) 


x = 


V 1 - m 2 /c 7 


y = y. 

z' = z. 


t' = 


V 1 - “ 2 / c 


(x - Ut), 


(-H 


(22-3) 


Nuevamente, dejaremos 
magnético y eléctrico y 


de lado la cuestión de cómo se transforman los campos 
consideraremos la ecuación de onda (22-2). Sustituyamos 


d ôx' d ôt' õ 

ôx dx dx f ôx dt' 

õ 

dy ôy ôy ’ 9 
Ô _õj_ô_ 
dz ôz dz* ’ 

d ôx' ô ô_ 

dt ôt ôx f ôt õt f 
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en la ecuación de onda, utilizando las ecuaciones (22-3) para evaluar las derivadas 
parciales (dx jdx\ etc. Por ejemplo. 


dx' _ I dx ' u 

õx ~ /1 - u 2 fc 2 * dt — u 2 /c 2 ’ 


Si hacemos las sustituciones indicadas, combinamos términos y cancelamos los 
factores comunes de cada miembro de la ecuación, obtenemos 


d 2 q> d 2 q> d 2 q> 1 d 2 q> 
dx' 2 + d/ 2 + dz' 2 c 2 dt' 2 ' 


(22-4) 


Como esta ecuación es homogénea en q>, es razonable esperar que podamos sus- 
tituir (p por <p' (su valor en el sistema primado de coordenadas) en la ecuación 
(22-4) sin alterar la igualdad. Por tanto, la forma de la ecuación de onda es in¬ 
variante ante una transformadón de Lorentz. 

Aun cuando la transformación de Lorentz proporciona una base para el des- 
arrollo de la relatividad especial, las consecuencias trascendentales de la relatividad 
no fueron descubiertas por Lorentz. En aquel entonces, él creia aún en la hipó- 
tesis dei éter e hizo un gran esfuerzo por ajustar su transformación recién des- 
cubierta al concepto dei éter dei electromagnetismo. El desarrollo de la relatividad 
especial como la conocemos ahora fue hecho por H. Poincaré y A. Einstein. 

Ya en 1899, y nuevamente en 1900 y en 1904, Poincaré sugirió que los resul¬ 
tados experimen tales de Michelson y Morley (esto es, el hecho de que no obser¬ 
var on un marco absoluto de éter) eran una manifestación de un principio gene¬ 
ral: el movimiento absoluto no puede detectarse por experimentos de laboratorio 
de ninguna clase, y esto implicaba que las leyes de la naturaleza debían ser las 
mismas para dos observadores en movimiento uniforme uno con respecto al otro. 
Llamó a este principio el principio de la relatividad. Poincaré también concluyó 
que se tendría que desarrollar un nuevo tipo de dinâmica que se caracterizara, entre 
otras cosas, por la regia de que ninguna velocidad puede exceder a la de la luz. 
En 1905 Einstein publico su obra Electrodinàmica de los cuerpos en movimiento , 
en la que desarrollo la teoria especial de la relatividad a partir de dos postulados 
básicos: (1) el principio de la relatividad y (2) la constância de la velocidad de la 
luz. Einstein dedujo la forma en que varias cantidades físicas tenían que trans- 
formarse al pasar de un marco de referencia a otro y demostro cómo deberían 
modificarse las leyes de Newton de la mecânica. 

Los postulados de Einstein son: 


1) Las leyes de la naturaleza son las mismas en todos los sistemas de 
coordenadas que se mueven con movimiento uniforme uno respecto al otro. 

2) La velocidad de la luz en el espado vacío es la misma en todos los sistemas 
de referencia y es independiente dei movimiento dei cuerpo emisor. 

Nuevamente, consideramos dos sistemas de coordenadas Z yS', que se mue¬ 
ven uno con respecto al otro en la dirección x con velocidad uniforme u (véa- 
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se Fig. 22.1). En los instantes t = 0 y í' = 0, los orígenes de los dos sistemas 
coinciden y, en ese instante, una fuente de luz en el origen común emite una 
senal luminosa. Un observador que está en el sistema no primado, con detecto¬ 
res apropiados situados a varias distancias dei origen, ve que la senal luminosa 
se propaga hacia afuera como un frente de ondas esféricas. Las coordenadas 
de un punto (x, y, z) dei frente de ondas satisfacen 

x 2 + y 2 + z 2 — c 2 t 2 = 0, (22-5) 

mientras que para un punto (x u y u z Y ) que esté delante dei frente de ondas (al 
mismo tiempo í), 

x\ + y\ + z 2 — c 2 t 2 > 0, (22-6) 

y para un punto (x 2> y 2 , z 2 ) que esté detrás, 

x\ + y\ + z\ - c 2 r 2 < 0. (22-7) 

Un observador en el sistema primado de coordenadas ve también que la senal 
luminosa se propaga hacia afuera. Según los dos postulados de Einstein, el ob¬ 
servador ve un frente de ondas esféricas que se propaga con la velocidad c. Por 
tanto, las ecuaciones (22-5), (22-6) y (22-7) también son válidas en las coordenadas 
primas. Como las coordenadas primas y las no primas están relacionadas presu- 
miblemente por una transformación lineal, esto nos conduce al resultado* 

x 2 + y 2 + z 2 - c 2 t 2 = x a + y' 2 + z' 2 - c 2 t' 2 (22-8) 

siendo (x, y, z, t) un punto arbitrário dei espacio-tiempo y (x', y', z\ t f ) su trans¬ 
formado en el sistema primado. Equivalentemente, podríamos haber escrito 

(Ax) 2 + (Ay) 2 + (Az) 2 — c 2 (Aí) 2 = (Ax') 2 + (Ay') 2 + (Az') 2 — c 2 (Ar') 2 

(22-9) 

para la relación que hay entre un intervalo arbitrário espacio-tiempo en I y el 
intervalo correspondiente en S'. 

Habiendo encontrado una cantidad que es invariante ante un cambio dei marco 
de referencia, buscaremos ahora una transformación que deje «la cantidad invariante» 
sin modificar. La transformación de Lorentz en esta transformación: la cantidad 

x 2 + y 2 + z 2 - c 2 t 2 

* No podemos excluir la posibilidad de que 

x 2 + y 1 + z 2 - c 2 t 2 = K(u)(x' 2 + y' 2 + z' 2 - c 2 t' 2 ) 

donde JC(u) es una constante de propordonalidad que depende de u. Sin embargo, tal cambio de escala 
pnede ser eliminado considerando la transformación inversa, de modo que K(u) = 1. 
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no se ve afectada por la transformación de Lorentz (22-3), como puede verificarse 
por sustitución directa. Por tanto, la aplicación de los dos postulados de Einstein 
conduce directamente a la transformación de Lorentz. 

Si la transformación de Lorentz es la adecuada para transformar coordenadas 
de un marco de referencia a otro, entonces la transformación galileana más in¬ 
tuitiva, ecuación (22-1), claramente no puede ser correcta. La transformación ga¬ 
lileana nunca es precisamente correcta, pero constituye una aproximación válida en 
el limite cuando todas las velocidades son pequenas comparadas con la de la luz. 
La mecânica newtoniana también debe ser modificada, puesto que las leyes correc¬ 
tas dei movimiento han de transformarse adecuadamente según una transformación 
lorentziana, y no una galileana. 

En las siguientes secciones se discutirá con más detalle la transformación 
relativista y se obtendrán las leyes de transformación para otras cantidades físicas. 
Sin embargo, antes de continuar, nos detendremos para discutir tres consecuencias 
sencillas de la transformación de Lorentz: (1) la modificación dei concepto de si- 
multaneidad, (2) la contracción de Lorentz y (3) la dilatación dei tiempo. 

Dos sucesos ocurren simultáneamente si tienen lugar en el mismo instante. 
Como los sucesos pueden ocurrir en posiciones espaciales bastante separadas, dicho 
enunciado implica que tenemos una forma de sincronizar los relojes de modo 
que cada suceso pueda cronometrarse independientemente. Supongamos ahora 
que dos sucesos en las posiciones x 1 y x 2 en el marco £ ocurren simultáneamente; 
esto es, los instantes Í! y í 2 en los que los dos sucesos ocurren son el mismo. 
Pero de acuerdo con la transformación de Lorentz (22-3) los tiempos en el sis¬ 
tema Z' no son los mismos: 


fi - *2 = 


(u/c 2 ) 


V 1 - ( u / c ) : 


[x 2 - xj. 


(22-10) 


Por tanto, debemos modificar nuestro concepto intuitivo de simultaneidad: si dos 
sucesos ocurren simultáneamente en un marco de referencia, no son necesaria- 
mente simultâneos en el otro. Habiendo aceptado la transformación de Lorentz, 
necesariamente tenemos que abandonar el concepto de «tiempo universal». 

Un ejemplo sencillo hará esto tal vez más plausible. Supongamos que el ob¬ 
servador A se desplaza en una nave espacial a velocidad u con respecto a un ob¬ 
servador B que está en la Tierra. El observador A desea hacer un experimento 
sobre la detección simultânea de una senal luminosa en dos posiciones distintas 
y, por tanto, coloca un detector en el frente de la nave espacial, el otro cerca 
de la parte trasera y mide cuidadosamente la distancia entre los dos detectores. 
Entonces dicho observador pone una fuente luminosa a la mitad de la distancia 
entre los dos detectores. Como la senal luminosa se propaga en ondas esféricas 
desde la fuente, los dos detectores de A , de hecho, detectan la senal simultáneamente. 
iPero qué sucede con el observador BI En su marco que está ligado a la Tierra, 
él ve también que la senal luminosa se propaga desde la fuente en ondas esféricas, 
pero el detector que está en el extremo dei frente de la nave espacial se está 
alejando dei frente creciente de ondas mientras que el detector que está en la 







536 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


I»rte trasera se acerca hacia él. Por tanto, la detección no es simultânea en el 

sistema de B. 

La aparente contracción de un objeto móvil en el sentido de su movimiento 
se Hama contracción de Lorentz. En una medida de longitud, la longitud dei 
objeto que ha de medirse se compara con una escala estándar. Esto no ofrece 
problema especial si el objeto y la escala están en reposo uno en relación con 
el otro. Sm embargo, supongamos que un observador en el marco I desea medir 
la longitud de un objeto en movimiento (un objeto en reposo en el marco Z') 
Como el objeto está en movimiento con respecto al observador y a su escala, 
es importante comparar los dos extremos dei objeto con la escala al mismo 
tiempo; esto es, si la posición x 1 se determina en el instante t 2 y x 2 en el t 2 , 
entonces Í! debe ser igual a t 2 para que la medida de longitud tenga sentido! 
Pero segun la transformadón de Lorentz, la ecuación (22-3), 


x\ - x' 2 




(*1 - x 2 ) 


( 22 - 11 ) 


siendo f) = u/c. Ahora /' = xj - x' 2 puede considerarse como la longitud «ver- 
dadera» dei objeto (su longitud medida por un observador en reposo en relación 

con él). Su longitud aparente (la longitud vista por un observador en el sis- 
tema E) 

/ = /V 1 - P 2 (22-12) 

parece contraída. Es fácil verificar que las dimensiones transversales, aquellas en 
las direcciones y y z, no son afectadas por el movimiento. 

La dilatación dei tiempo, es decir, la aparente retardación de los sucesos tem- 
porales asociados a un objeto en movimiento, pueden obtenerse mejor con (22-9). 
Esta ecuación puede expresarse como 




(22-13) 

Sea Z' el sistema en reposo dei objeto, esto es, el sistema en el cual el objeto 
está en reposo. Entonces (velocidad)', = (dx'/dt’) = 0 , etc., y 



L st ecuación (22-13) se convierte en 


Aí' 

7 ^- 


Aí = 


(22-14) 
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Por tanto, el intervalo aparente de tiempo Af (el intervalo medido por un ob¬ 
servador en el sistema £) parece haberse prolongado en el intervalo intrínseco 
de tiempo Ar'. Otra forma de interpretar (22-14) es decir que los relojes parecen 
retrasarse cuando están en movimiento en relación con un observador. 


22.3 GEOMETRIA DEL ESPACIO-TIEMPO 

La transformación de Lorentz de la sección anterior es una transformación lineal 
que conecta las coordenadas dei espacio y dei tiempo en un marco de referencia con 
las cantidades correspondientes en otro marco, que está en movimiento unifor¬ 
me con respecto al primero. Por tanto, parece que podríamos construir una geo¬ 
metria cuadridimensional en la que las coordenadas dei espacio y dei tiempo 
estén en pie de igualdad y la transformación de Lorentz actúe como alguna clase 
de operación geométrica en este espacio cuadridimensional. Ahora, hemos observado 
que cierta función cuadrática de las coordenadas y dd tiempo, es decir, 

x 2 + y 2 + z 2 - c 2 t 2 , 

es invariante; esto es, tiene el mismo valor en todos los marcos de referencia. 
Esto nos recuerda que la longitud de un vector, específicamente la longitud l 
dei vector de posición, con 


l 2 = x 2 + y 2 + z 2 , 

es invariante ante rotaciones de los ejes coordenados en el espacio corriente 
(tridimensional). (Véase Apêndice I.) 

Al tratar de extender este formalismo a cuatro dimensiones y considerar 
x 2 + y 2 + z 2 — c 2 t 2 como el cuadrado de una «longitud» en el espacio-tiempo, 
encontramos el problema evidente de que la cuarta componente, ct, entra en la 
expresión con signo menos. Esto significa que el espacio-tiempo es básicamente 
un espacio no euclideo de cuatro dimensiones. Podemos evitar muchas de las 
dificultades que esto implica definiendo las cuatro «coordenadas» como 

x í = x, x 2 = y, x 3 = z, x 4 = ict y (22-15) 

siendo i el número imaginário unidad. Este espacio de cuatro dimensiones (que 
fue introducido por H. Minkowski) no es, hablando estrictamente, euclideo, porque 
contiene una coordenada imaginaria. Sin embargo, muchas de sus propiedades 
pueden deducirse al considerarlo como un espacio euclideo. Este enfoque se usará 
aqui. La cantidad 


Z X l = X l + X 2 + X 3 + x l 

es invariante ante ciertas transformaciones. Estas transformaciones (que incluyen, 
por supuesto, las de Lorentz) tienen muchas de las propiedades de las rotaciones 
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o transformaciones ortogonales, pero, puesto que pueden tener componentes ima¬ 
ginarias, se llaman adecuadamente transformaciones ortogonales complejas . Sin em¬ 
bargo, en lo que sigue, esta distinción no tiene consecuencias importantes y la trans- 
formación de Lorentz en el espacio de Minkowski se tratará como una transformación 
ortogonal*. 

La cantidad definida por (x í ,x 29 x 3i x A ) es un vector de cuatro dimensiones. 
Tendremos ocasión de definir otros vectores de cuatro componentes (esto es, 
cantidades cuyas componentes se transforman como (x u x 2 , x 3 , x 4 ) bajo una trans¬ 
formación de Lorentz). Los vectores de cuatro dimensiones se llaman cuadrivectores 
o vectores universales para distinguirlos de los vectores tridimensionales comunes. 
Una cantidad que permanece sin cambiar ante una transformación de Lorentz 
se llama escalar universal. Un punto en el espacio-tiempo se llama punto universal y 
la trayectoria de una partícula en el espacio-tiempo se llama recta universal. 


22.4 LA TRANSFORMACIÓN DE LORENTZ 

COMO UNA TRANSFORMACIÓN ORTOGONAL 

Los resultados dei formalismo de las transformaciones ortogonales aplicadas a vec¬ 
tores tridimensionales comunes (que se desarrollan en el Apêndice I) pueden apli- 
carse directamente al espacio-tiempo de cuatro dimensiones al anadir la cuarta 
componente x 4 = ict. Todas las sumas van ahora desde 1 hasta 4. Se acostumbra 
usar índices griegos para describir cantidades de cuatro dimensiones y reservar 
los índices latinos para entes tridimensionales. Por tanto, representa la i-ésima 
componente de un vector tridimensional comente, pero representa la pt y v-ésima 
componente de un tensor de cuatro dimensiones. 


* A causa dei empleo generalizado de espactos abstractos en la física contemporânea, es apropiado 
indicar aqui la fuente de la dUfcuUad ocasionada por el empleo dei término «euclideo» para describir ei 
espado de Minkowski y dei término «ortogonal» para describir las transformaciones de Loreniz. Dicha 
dificultad consiste en que tanto euclideo como ortogonal representan conceptos desarrollados para tratar 
variables reales. Si se intenta generalizar, admitiendo coordenadas complejas, entonces la generalizadón 
más fructífera de la longiiud de un vector es 


siendo xf el conjugado complejo de x,. Las transformaciones que permiten que esta longitud sea 
invariante sou transformaciones unitarias, caracterizadas en Ia notación dei Apêndice 1 por 
La transformación de Lorentz no cae dentro de esta categoria y, como consecuencia requiere para 
su etucklación un desarrolto completamente separado pero paralelo. Hay una diferencia cruciai entre 
el espacio de Minkowski y el unitário o el ortogonal : Para éstos, la longitud de cuaiquier componente 
de vector es menor o igual a la longitud deí vector mismo, mientras que la «longitud» de un 
cuadrivector en el espado de Minkowski no está sujeta a esta resiricción. De modo semejante, en 
las transformaciones unitarias y ortogonales, ias magnitudes de todos los coeficientes son menores 
que o iguales a la unidad, pero esto no es cierto para transformaciones de Lorentz. Estos conceptos 
son importantes, pero una consideración más profunda de ellos nos distraería dei tema principal de este 
capítulo. 
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La transformación de Lorentz (22-3) para transformar el sistema no primado 
en el primado de la figura 22.1, puede escribirse como 


' í '-7T^? 5 “ +0xí+0 - ),s+ 7^? ,: ‘' 

X 2 = 0 • X! + x 2 + 0 • x 3 4- 0 • x 4 , 
x 3 = 0 ■ x t + 0 ■ x 2 + x 3 + 0 • x 4) 

W 


ip 


*4 = — 


Xi + 0 ■ x 2 + 0 ■ x 3 + 


siendo /} = u/c. La matriz de esta transformación es 


(22-16) 




1 

0 

0 

p 




0 0 I 

1 0 
0 1 

0 0 


p 


0 

0 

1 

7 ^ 


(22-17) 


Podemos verificar fácilmente que (22-17) es una transformación ortogonal*; esto 
es, que sus componentes satisfacen (1-6) dei Apêndice I. 

La matriz A es particularmente sencilla (solo tiene seis elementos distintos 
de cero) en este caso, porque la transformación de Lorentz relaciona dos sistemas 
que están en movimiento relativo sobre uno de los ejes coordenados (es decir, 
el eje x). Por tanto, x y t se transforman en x y t', pero las direcciones y y z 
no son afectadas. En el caso general, cuando la dirección dei movimiento relativo 
no es sobre un eje coordenado, la transformación será más complicada, pero las 
componentes de la matriz satisfarán todavia las relaciones de ortogonalidad. Como 
las direcciones de las coordenadas pueden generalmente elegirse de modo que se 
ajuste a las necesidades dei problema en particular, nos restringiremos en este 
texto a las transformaciones de Lorentz dei tipo (22-17) o, equivalentemente, 
a transformaciones que relacionan los sistemas coordenados de la figura 22.1. 

La transformación de Lorentz (22-16) puede interpretarse como una rotación 
en el plano x 1 x 4 .. Si este es el caso, entonces el ângulo de rotación 6 se determina de 


x\ = Xi cos 6 + x 4 sen 0 

o 

tg 0 = ifi = i(u/c). (22-18) 


* Usamos el término «ortogonal» en lugar dei término más exacto «ortogonal compleja»; véase 
la explicación de la sección 22.3. 
































540 FUNDAMENTOS DE LA TEORIA ELECTROMAGNÉTICA 


Por tanto, el ângulo de rotación no es un ângulo real*. Matemáticamente, la 
transformación de Lorentz actúa como una rotación en nuestro espacio ortogonal 
de cuatro dimensiones, pero es una rotación por un ângulo imaginário. 

La transformación inversa de Lorentz, esto es, la transformación que nos 
Deva dei sistema primado al sistema no primado, está dada por la matriz trans- 
puesta de (22-17): 


A = 


1 


0 

0 

i 1 . 

Vh 5 


0 0 -i 

1 0 
0 1 


/S 


0 0 


0 

0 

I 

yw\ 


(22-19) 


22.5 FORMA COVARIANTE 

DE LAS ECUACIONES ELECTROMAGNÉTICAS 

Las ecuaciones fundamentales de la teoria electromagnética, las ecuaciones de 
Maxwell, que estudiamos en el capítulo 16, se escriben en función de las deri¬ 
vadas con respecto al tiempo y al espacio de los campos E y B. En el sistema 
tridimensional común, el tiempo interviene en las ecuaciones como un escalar, 
pero las tres derivadas espaciales entran en ciertas combinaciones simétricas (di¬ 
vergência o rotacional). Podemos demostrar, la simetria más directamente escri- 
biendo la ecuación de la divergência (ley de Gauss) como 




( 22 - 20 ) 


y la ecuación dei rotacional (es decir, la ley de Ampère) como 

õBj ôBi t ÔE k 

■sir ^< 22 - 2 » 

Esta última ecuación representa realmente tres ecuaciones (las tres componentes 
de la ecuación vectorial dei rotacional) con i, j , k representando una permuta- 
dón cíclica de x, y, z. 

Sin embargo, en Ias secciones anteriores hemos observado que Ia transforma¬ 
ción de Lorentz mezcla Ias coordenadas dei espacio y dei tiempo y puede con- 
siderarse como una rotación en el espacio X|X 2 x 3 x 4 , Por tanto, x l$ x 2 , x 3 y x 4 
deberán entrar en las ecuaciones de Maxwell en una forma simétrica. Beberíamos, 


Esto refleja la no acotación de la transformación aludida anteriormente. 
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de hecho, poder escribir las ecuaciones de Maxwell en función de rotacionales 
y divergências en cuatro dimensiones. Una formulación de las ecuaciones de la 
electricidad y dei magnetismo que trata las coordenadas dei espado y dei tiempo 
a un nivel equivalente se llama formulación covariante. Sin embargo, debemos 
proceder con cierto cuidado, porque una cantidad vectorial en tres dimensiones 
no foripa parte necesariamente de un vector en cuatro dimensiones. 

Empezaremos con la ecuación de continuidad: 

V • J + ^ = 0. (22-22) 

õt 


Como J x , J y y J z no son independientes de la densidad de carga p, estas cuatro 
cantidades forman un cuadrivector natural. De hecho, si definimos la densidad 
de corriente dei cuadrivector 3 V por sus componentes (3i, 32 . 33. 3* = icp), 
podemos escribir \a ecuación de continuidad en forma covariante: 

Y Õ -^L = o, (22-23) 

v 5x v 

donde se entiende que la suma va desde v = 1 hasta v = 4; o, en forma equi¬ 
valente, 

□ ■3 = 0, (22-23a) 


donde □ • representa la divergência en cuatro dimensiones. 

Ahora, el potencial vectorial A y el potencial escalar <p satisfacen las ecua¬ 
ciones de onda inhomogéneas: 


V 2 A — 


1 d 2 A 

7 2 ~dê 




V 2 (p 


1 d 2 q> 
c 2 ôt 2 



(22-24) 


Como J y p son las componentes de un cuadrivector, la ecuación (22-24) debe 
representar las cuatro componentes de una ecuación de cuadrivector y À y <p 
deben combinarse también para formar un cuadrivector. Si definimos el cuadripoten- 
cial o potencial universal VL por sus componentes, U i = A u U 2 = Á 2 , U 3 = A 3 , 
U 4 = iq>jc 9 entonces las ecuaciones (22-24) pueden escribirse como 

zS--"» 3 '- (22 ■ 25, 

v 

También pueden ser expresadas por 


□ 2 9 l= -no 3 , 


( 22 - 25 a) 
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donde Q 2 = V 2 - (1 /c 2 )õ 2 /dt 2 es el operador laplaciano cuadridimensional, o el 
operador de <f Alambert. La condición de Lorentz, ecuación (16-63), toma la forma 


o 



□ 9! = 0. 


(22-26) 


Estamos ahora en posición de examinar las componentes dei campo electro¬ 
magnético. Estas pueden obtenerse de las ecuaciones tridimensionales usuales 


B = V x A, (16-57) 

_ „ ôA 

E =-S<p- — . (16-60) 


Pero A y iq>/c forman un cuadrivector, de modo que la última ecuación puede 
escribirse (en sus componentes) como 


.1 59l 4 

* -E l = -=-i-^.etc. 

C OX 4 OXj 


(22-27) 


Por tanto, B e iE/c juntos forman el rotacional cuadridimensional de 91. La 
operación de rotacional aplicada a un vector produce realmente un tensor antisi¬ 
métrico*. Esto es evidente de la forma de la ecuación (22-27), puesto que es claro 
que debe generarse una cantidad de dos índices. Definimos el tensor de campo- 
electromagnético F por la expresión 


Aqui, 


= m 1 _õ% i 

MV dx, Õx v ' 

Pu = F 22 = F 33 = P44 = 0 , 
F14 = — F 41 = -iEJc, 
F 2 4 = -F 42 = -iEJc, 
F 34 = -F43 = -iEJc, 

F12 = — F 2 i = B 3 , 

f 23 = -f 32 = b 1 , 

F31 = —F 13 = B 2 . 


(22-28) 


* En ires dimensiones, un tensor antisimétrico tiene tres componentes independientes, T l2 , T 2} , 7 31 , 
y éstas sc transforman ame rotaciones espaciales como las componentes de un vector. Por tanto, fiie 
satisfactorio tratar el rotacional de un vector como vector. Para un tensor antisimétrico, obsérvese 
*1“ Ti, - 0, r 21 = -T i2 , etc. 

En cuatro dimensiones un tensor antisimétrico tiene seis componentes independientes y el carácter 
tcosorial de la cantidad no puede simpliíicarse. 
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En forma matricial, 


B 2 

iE 


B 3 

-b 2 

-iE 1 1 

c 1 

0 

By 

-iE 2 

c 

-By 

0 

-iE 3 

C ' 

iE 2 

«£3 

0 


(22-29) 


Supongamos que tomamos ahora la divergência dei tensor de campo. Debklo 
a su forma, ecuación (22-28), obtenemos 


õf^ = j_ y õ% y ô X 


v dx v ôx v õxl 

Teniendo en cuenta las ecuaciones (22-25) y (22-26), ésta se convierte en 


y d-F,» ~ 

3x. ^ o3 " 


□ • F = /i 0 3. 


(22-30) 

(22-31) 

(22-31a) 


Esta es una ecuación cuadrivectorial que representa una formulación covariante 
de dos de las ecuaciones de Maxwell: V ■ E = p/c 0 y V x B = /IqJ + (l/c 2 ) SEjdt. 
Además, tenemos la identidad 


SFj^ | dF vX ^ ÔF XlI _ 






(22-32) 


donde /i, v y A son todos diferentes y representan tres cualesquiera de los sub- 
índices 1, 2, 3 y 4. La ecuación (22-32) se deduce de inmediato de la forma de 
ecuación (22-28). Podemos verificar fádlmente que la ecuación (22-32) representa 
las otras dos ecuaciones de Maxwell. 

La mayoría de los libros avanzados sobre teoria electromagnética relativista 
logran cierta brevedad de notación introduciendo lo que se llama convención de la 
sumatoria. En este formalismo, todos los signos de suma se suprimen, pero la 
suma se implica por medio de un índice repetido. Así, por ejemplo, la ecuación 
de continuidad se convierte en 


t 
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donde D 2 = V 2 — (1 /c 2 )õ 2 /ôt 2 es el operador laplaciano cuadridimensional, o el 
operador de <TAlambert. La condición de Lorentz, ecuación (16-63), toma la forma 


o 



□ • 21 = 0 . 


(22-26) 


Estamos ahora en posición de examinar las componentes dei campo electro¬ 
magnético. Estas pueden obtenerse de las ecuaciones tridimensionales usuales 


B = V x A, (16-57) 

_ „ flA 

E = —\q> — —. (16-60) 

Pero A y i<p/c forman un cuadrivector, de modo que la última ecuación puede 
escribirse (en sus componentes) como 


. 1 _ 324 32l 4 

* ~ E i = p- etc - 

C CX 4 ÕX 1 


(22-27) 


Por tanto, B e iE/c juntos forman el rotacional cuadridimensional de 21. La 
operación de rotacional aplicada a un vector produce realmente un tensor antisi¬ 
métrico*. Esto es evidente de la forma de la ecuación (22-27), puesto que es claro 
que debe generarse una cantidad de dos índices. Definimos el tensor de campo* 
electromagnético F por la expresión 


Aqui, 


F 


32 t v 

324 


| 1 V 

dXp 

3 x v ' 

^n = 

F22 

— ^33 

= F44 = 

Fia 

= - 

■f ai = 

-iEJc, 

F24 

= - 

' F 4 2 ~ 

-íE 2 /c, 

F34 

= - 

’ F4.3 — 

-íE 3 /c, 

f 12 

= - 

F21 — 

b 3 . 


^23 — ~ F32 — 

F 3 i=-F 13 = B 2 . 


En tres dimensiones, un tensor antisimétrico tiene tres componentes independientes, T l2 , T 23 , T }1 , 
y éstas se transforman ante rotaciones espaciales como las componentes de un vector. Por tanto, fue 
satisfactorio tratar el rotacional de un vector como vector. Para un tensor antisimétrico obsérvese 
que T,, =0, T 2Í = -T 12 , etc. 

En cuatro dimensiones un tensor antisimétrico tiene seis componentes independientes y el carácter 
tensorial de la cantidad no puede simpliílcarse. 
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En forma matricial, 


0 


B 3 



F = 


-B 3 0 Bi 
B 2 -B, 0 



iEi ÍE2 ÍE3 Q 

c c c 


(22-29) 


Supongamos que tomamos ahora la divergência dei tensor de campo. Debido 
a su forma, ecuación (22-28), obtenemos 


y Ay ^ y 

v dx v dXp V õx v — dx* 

Teniendo en cuenta las ecuaciones (22-25) y (22-26), ésta se convierte en 


(22-30) 


o 


V 


™ 0 3 ^ 


(22-31) 


□ " F - fi Q 3. 


(22-3 la) 


Esta es una ecuación cuadrivectorial que representa una formuladón covariante 
de dos de las ecuaciones de Maxwell: V-E = p/c 0 y V x B = + (l/c 2 ) SE/dt. 

Además, tenemos la identidad 


dly ÕF, A ÕF^ 
dx x * * Õx v ' 


(22-32) 


donde p, v y Ã son todos diferentes y representan tres cualesquiera de los sub- 
índices 1, 2, 3 y 4. La ecuación (22-32) se deduce de inmediato de la forma de F MV9 
ecuación (22-28). Podemos verificar fácilmente que la ecuación (22-32) representa 
las otras dos ecuaciones de Maxwell. 

La mayoría de los libros avanzados sobre teoria electromagnética relativista 
logran cierta brevedad de notación introduciendo lo que se llama convención de la 
swnatoria. En este formalismo, todos los signos de suma se suprimen, pero la 
suma se implica por medio de un índice repetido. Así, por ejemplo, la ecuación 
de continuidad se convierte en 

53 v 
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yhcnación de onda para ei potencial se convierte en 



Otras ecuaciones pueden escribirse por analogia. No utilizaremos explícitamente 
la convención de la sumatoria en este libro, pero la hemos introducido principal- 
mente como ayuda para lecturas posteriores. 


22.6 LEY DE TRANSFORMACION 

PARA EL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

Como el campo electromagnético es una cantidad tensorial en la formulación de 
cuatro dimensiones, sus componentes se transformarán como aquellas dei tensor 
de segundo rango bajo una transformación de Lorentz: 


X X a iui a vpF I 


(22-33) 


Lé La U llx U vfi r (Zp- 
a 0 


Esta es simplemente laecuación (1-16) dei Apêndice I, reescrita para incluir el hecho 
de que (ã)^ = a v/J . 

Nuevamente, tomamos el sistema primo como aquel que se mueve con velo- 
cidad u en la dirección x, con respecto al sistema no primado. La transformación- 
de Lorentz se da por la ecuación (22-17). Por tanto. 


^23 — X X a 2x a 3fiF<xp 


(22-34) 


y 



X P 



(22-35) 


Anâlogamente, encontramos que 




(22-36) 
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En cuanto a lo que se reflere al campo eüdrico, 

E' x = icF iA = ic X £ a ít a 4f F., 

* /r 

ip „ , 1 . P 2 „ . iP r 

= IC ---52^11 + T~«2 f 1* + TTTflí F *1 + “- 


1-r 


1-/Í 2 


1-0 


1-0 


i *44. 


IC 


1 - 0 2 




(22-37) 


Finnlmenfe, verificamos que 


E y = 
K = 


1 


2 yr=? 

1 


sí^P 


ã l E » - c P B *l 

[E r + cPB y ]. 


(22-38) 

(22-39) 


Por tanto, las componentes de E y B en la dirección dei movimiento no son 
afectadas, pero las componentes transvèrsales se modifican. 

Los resultados anteriores pueden resumirse por las siguientes ecuaciones tridi- 
mensionales: 


II 

W 

El = 

B'|| — B||, 

Bl = 


1 


i 

yi-0 2 


[E x + u x B]; 

B x - p u x E 


(22-40) 


donde || y _L significan componentes paralelas y perpendiculares a la velocidad u de 
la transformación de Lorentz. 

La transformación inversa evidentemente está dada por 


E|| - E'||, E x - 

B.| = Bi,, B x = 


1 


1 

yi-0 2 


[E' x - u x B']; 


BI + ~2 u x E' 


(22-41) 


Esto completa nuestra discusión de la ley de transformación para las componentes 
dei campo electromagnético. Estos resultados se usarán en la siguiente sección. 
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22-7 EL CAMPO DE UNA CARGA PUNTUAL 
QUE SE MUEVE UNIFORMEMENTE 

Para demostrar la utilidad de la transformación de Lorentz, calcularemos los 
campos eléctrico y magnético de una carga puntual en movimiento uniforme. 
Supongamos que la carga puntual q se mueve con velocidad u a lo largo dei 
eje x. La representación geométrica se muestra en la figura 22.2. Construimos 
otro sistema de coordenadas (el sistema primado) que se mueve con la carga; 
por conveniência, tomemos el origen dei sistema en O', de modo que coincida 
con la carga misma. 



Fig. 22.2 Sistema de coordenadas para determinar los campos 
E y B de una carga en movimiento uniforme. La recta 
gruesa qP es el vector de campo de la fuente (r' en el sistema 
primado; R en el sistema de laboratorio). Aqui, x es la coordenada 
en el sistema de laboratorio y x' es la coordenada 
en el sistema primado. 


En el sistema primado, la carga está en reposo. Por tanto, en un punto P dei 
campo, 


B = 0 , 


4nto{r ') 1 " 


(22-42) 


Los campos en el sistema de laboratorio pueden obtenerse utilizando (22-41). Por 
tanto, 


Er = E n = EL = 


qx 


47te 0 (r') 3 


E± = yEl = 


YVl 

4 7t£ 0 (r') 3 


(22-43) 


donde y = 1 ! — fi 1 . Ahora, de la ecuación (22-3), 
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donde t es el tiempo que ha transcurrido (en el sistema de laboratorio) desde 
el momento en que los dos orígenes coincidieron. El vector r' está dado, por 
tanto, por las componentes: 


r' = {y(x - ut\ y, z}. (22-44) 

Es conveniente definir una cantidad R* por 

yR* = {y(x - ut\ y, z}. (22-45) 

Por tanto, la ecuación (22-43) se convierte en 


o 


donde R se define por 


9 

y(x - ut) 

4ttc 0 

y 3 (R*) 3 ’ 

4 

yy 

4ji£ 0 

y 3 (Ü*) 3 ’ 

q 

yz 

4ne 0 

y 3 (R*) 3 

q 

R z. 


^D*\3 (1 


(22-46) 


(22-46a) 


R = (x - ut, y, zj. (22-47) 

El campo eléctrico está dirigido radialmente, alejándose de la posición instantânea de 
la carga puntual, pero en contraste con el caso estático, ya no es esféricamente 
simétrico. De hecho, para una carga que se mueve muy rápidamente, el campo se 
concentra intensamente en el plano perpendicular a su movimiento. 

El campo magnético está dado por 


B x — -B|| — 0, 

B i = y-^üxE' = ^uxE; (22-48) 

l' c 

1 

= ^uxE, 

C Á x 

B = Jz u x E (22-48a) 


Las líneas de campo magnético son circunferências con los centros en la tra- 
yectoria de la carga. 
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22* USUHRN 

Es una oonclusión experimental el que la radiación electromagnética se propaga 
con una velocidad constante c en el vacío, para todo sistema coordenado que se 
mueve uniformemente. Por esto, la ecuación de onda debe permanecer inalterada 
por la transformacion a un sistema de coordenadas que se mueve uniformemente. 
Este fin es llevado a cabo por una transformacion de coordenadas de Lorentz, 
que deja la forma cuadrática (x 2 + y 2 + z 2 - c 2 t 2 ) invariante. La transformacion 
se expresa convenientemente en términos de la geometria de un espacio complejo 
cuadridimensional (no euclídeo) de Minkowski, en el que ict es la cuarta coordenada. 
La transformacion de Lorentz (y también una rotación espacial corriente) se represen¬ 
ta por una matriz ortogonal compleja, que opera sobre un cuadrivector, o vector 
universal. La transformacion de Lorentz para un sistema moviéndose con una 
velocidad u en la dirección x es 

( y 0 0 ifiy' 

0 10 0 
0 0 10’ 

— ifiy 0 0 y i 

donde f} = u/c, y = l/^/l — /? 2 .(Esta es una rotación a través de un ângulo ima¬ 
ginário.) Las ecuaciones de Maxwell son covariantes, es decir, tienen la misma 
forma si las componentes de los campos E y B son transformadas adecuadamente 
por la transformacion de Lorentz. 

1* Los cuadrivectores electromagnéticos principales, el tensor de campo y las 
relaciones entre ellos son las siguientes: 

Cuadrivectores: 

Espacio-tiempo x = (x, y, z, ict), 

Carga-corriente 3 = (J x , J y , J z , icp). 

Potencial* = ( A x , A y , A z , i<p/c). 

Tensor de campo: 


F 


pv 


õ% 
dx „ 


d% 

dx v ’ 


F = □ x*. 


X a Fo 3^, □ • F — /To3; 

V 

ÔX x ôx „ õx v 


Ecuaciones de Maxwell 
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Ecuacióir. te onda paca el potenriatr 


v 0*% 
r 


-ftQ&r 


□ 2 »= -/io3. 


Condición te LtnMtt 



Ecttacito te contmmted: 



□ •*= 0 , 


□ ■3 = 0. 


2. El tensor de campo se transforma según 

F' = AFA' 1 = AFÃ. 

En tres dimensiones, 

Eu = E||, E x = y(E x + u x B); 

B|| = B,|, B x = y |b x — ^ u x E j. 

3. El campo de una carga puntual que se mueve uniformemente se obtiene 
fácilmente por medio de la transformación dei sistema en reposo de la carga. 


PROBLEMAS 

22.1 Transforme la ecuación de onda al sistema primado de coordenadas utilizando la trans¬ 
formación galileana, ecuación (22-1). Demuestre que 

q> = F{x — (c — u)t} + G{x + (c + u)í}, 

donde F y G son funciones arbitrarias de sus argumentos, es una solución de la ecuación 
transformada. 

22.2 Haciendo dos transformadones consecutivas de Lorentz, primero al sistema que se 
mueve con velocidad u con respecto al sistema £, y luego a que se mueve con velocidad 
u con respecto a Z', demuestre el teorema de adición relativista para las velocidades: 


ü 


1 + uu'/c 2 ■ 
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ZL3 Dados los campos uniformes magnético y eléctrico E y B, halle una transformación 
de Lorentz que haga que E y B sean paralelos. (Sugerencia: Elija la velocidad u dei sis- 
tema E en una direcaón perpendicular tanto a E como a B y determine la magnitud de 
u/(I + fi 2 ) en función de £ 2 , ^yEx B.) 

224 La ecuación (2-30) da el campo eléctrico de un alambre recto largo que contiene À 
unidades de carga por unidad de longitud. Haga una transformación de Lorentz a un sistema 
que se mueve con velocidad u en dirección paralela al alambre. Calcule el campo B en el nuevo 
sistema y compárelo con el campo B de un alambre por el que pasa corriente, ecua- 
ci°n ( 8 ‘ 35 )- i.Hay un campo E en el sistema en movimiento? £Cuál es la diferencia física 
entre un alambre cargado que se mueve en la dirección de su longitud y un alambre por el 
que pasa corriente? 

22.5 Demuestre que el producto escalar E • B no varia ante una transformación de Lorentz 
Demuestre lo mismo para E 2 — c 2 B 2 . 

22.6 Determine el vector de Poynting para la carga puntual con movimiento uniforme de 
la sección 22.7 y demuestre que la potência total irradiada es cero. 


APENDICES 
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L TRANSFORMACIONES 

DE COORDENADAS, VETTORES Y TENSORES 


Para tener una notación breve utilizaremos x u x 2 , x 3 para las oaordenadas car- 
tesianas x, y, z . Una? transformador da coordenadas es lineal ú bs nuevas coor¬ 
denadas pueden expresarse como una combinadón lineal de las coordena- 

das. Por tanto, 


x\ = % 1 -Xi +a 12 x 2 4 a 13 x 3 , 

x 2 = « 2 iXi 4* a 22 x 2 + a 23 x 3 , (1-1) 

X 3 ~ 4 Q$2 x 2 4 fl 33 x 3 

= Z a ij x ) o-i*) 

J 

es una transformación lineal, Se entiende que la sumtorà va HwHi» j = i 
j = 3. Además, i puede tomar cualquiera de los valores 1, 2 o 3. El «wjimtn de 
coeficientes descri be la transformación. 

Consideremos, por ejemplo, la transformación de coordenadas denrita por 

x' = x cos 6 + y sca ff, 

/ =—xsenff + ycosff, (1-2) 

z' = z. 

Esta transformación lineal describe una rotación alrededor dei eje z pasando por el 
ângulo 0 en la que los ejes x e y son transformados en los ejes x' e y, res¬ 
pectiv amente. Esto se ilustra en la figura 1.1. La longitud dei vector de posición 
/ = Jx 2 + y 2 + z 2 queda invariante bajo la transformación, ya que es evidente 
de (1-2) que 


x 2 + y 2 + z 2 = x' 2 + / 2 + f 2 . (I . 3) 

La ecuadón (1-2) es un ejemplo de transformación ortogonal en tres dimensiones, 
siendo una transformación ortogonal la que es real y que deja inalterada la longitud 
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V 



Fig. 1.1 Rotación de un sistema 
coordenado en dos dimensiones. La línea 
oscura es la proyección dei vector I 
sobre ei plano xy. 


de un vector. Las propiedades de una transformación ortogonal se discutirán con 
más detalle en los siguientes párrafos. 

Una transformación es ortogonal si deja inalterada la longitud dei vector de 
desplazamiento (o equivalentemente si deja inalterada £ xf). Supongamos que (I-la) 
es una transformación ortogonal; entonces 

£ (*í) 2 = £ xl (i-4) 

I k 

Pero 

( x 'i) 2 = £ £ a ij a ik x j x k 

. j k 

y 

£ (*:) 2 = £ £ £ <tija ik XjX k . (1-5) 

1 j k i 

Las ecuaciones (1-4) y (1-5) concuerdan sólo si la cantidad 


Esta ultima ecuación puede escribirse en forma más compacta introduciendo la 
delta de Kronecker Ôj k9 que se delinió en la página 45: 


X a ij a ik — Õjk- 

i 


(I-6a) 


La ecuaaon (I-6a) es la condición que se debe imponer para hacer que la transformación 
(ayj sea ortogonal. Verificaremos que la rotación (1-2) satisface este critério. 

La transformación (1-1) puede escribirse simbolicamente como 


X' = AX, 


(1-7) 
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donde X' es el vector de posición con las componentes transformadas (x' u x 2 , x 3 ), 
X es el vector de posición de las componentes originales (x u x 2 , x 3 ), y A se 
considera como un operador matricial. De hecho, A es la matriz de los coe¬ 
ficientes {a u }: 


A = 


«11 

«21 


*«31 


«12 «13 

«22 «23 

«32 «33 


(1-8) 


Si disponemos los vectores X' y X como matrices columna, podemos escribir 
(1-7) como 


' x 'l~ 


‘«11 

«12 

flis' 

'*1 

x 2 

= 

«21 

«22 

a 23 

*2 

*3 


«31 

«32 

«33 

*3 


(I-7a) 


La transformación (1-1) se obtiene de esta última ecuadón por medio de las leyes 
comunes de multiplicación de matrices. Por tanto, la matriz A dada por (1-8) 
y la ecuadón (I-la) son formas equivalentes de describir la transformación de 
coordenadas. 

La inversa de una transformación debe conducir de nuevo al conjunto original 
de coordenadas. De aqui que, si {b^} es la transformadón inversa de {o^}, en- 
tonces 

x j = Z b J‘ X 'r (1-9) 

í 

Combinando esto con (I-la), encontramos que 

x j = Z Z b ji a ikX k , 

k i 

que es una identidad si 

Z ^ji “ik &jk • (1-10) 

í 

La ecuación (1-10) es la condición impuesta para que B sea la transformadón 
inversa de A. Si, además, A es una transformación ortogonal, entonces (I-6a) es 
aplicable. Al comparar (I-6a) con (1-10) se demuestra que si la matriz B se cons- 
truye de modo que 


bji = a ij, (1-11) 

entonces B describirá en efecto la transformación inversa. Según (1-11), la matriz B 
se construye a partir de A intercambiando sus renglones y columnas. La nueva 
matriz se llama transpuesta de A y está dada por el símbolo Ã. Por tanto, el 
inverso de una transformación ortogonal es la transpuesta de la transformación 
original. 
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Br d capítulo 1; definimos ima fundou vectorial como una cantidad que tiene , 
tanto dirección, y sentido como magnitud en cada punto en el espacio. Una de- 
fimdóo alternativa,es: 

Un vector es una cantidad cuyas componentes se transforman bajo una 
transformación ortogonal como las componentes dei vector de posición. 

Por tanto, si F es cualquier función vectorial, su transformada F\ que resulta 
de una transformación ortogonal A, es 

F' = AF. fM2) 

Las funciones escalares de posición, tales como la longitud de un vector o el 
producto punto de dos vectores, son inalterables o invariantes bajp una trans- 
formación ortogonal. 

Además de los escalares y los vectores, existen otras cantidades más com¬ 
plicadas. Una de éstas, cuyas propiedades de transformación necesitamos, es el 
tensor de segundo orden o simplemente tensor . Un tensor es una cantidad con 
componentes de dos índices; por tanto, una componente dei tensor T es Ti* donde 
tanto i como j puede tomar los valores 1, 2 y 3. £1 lector ya ha visto el tensor 
de momento cuadrupolar Q tj (pág. 46), el tensor dieléctrico para médios anisotró- 
picos (nota de la pág. 367) y el tensor de campo cuadridimensional (Cap. 22). Un 
ejemplo más familiar de la mecânica es el tensor dei momento de inércia. Una 
relación lineal entre dos cantidades vectoriales puede expresarse en función de un 
tensor de segundo orden. Por tanto, el momento angular L de un cuerpo rígido 
puede relacionarse con su veloddad angular <o por medio dei tensor dei momento de 
inerda I: 

L = lo 
o 

L i = E A/®/- 

X 

El mismo tensor puede expresarse en forma matridal: 



Al 

f 12 

h 3 

1 = 

Al 

I 2 2 

^23 


L/31 

I 32 

^33. 


Supongamos que dos vectores F y X se reladonan linealmente por medio de la 
reladón tensorial 

F = TX. (1-13) 

Ahora, si se hace una transformación ortogonal A, X se convertirá en X' y F en F # . 
Debemos poder expresar la ecuadón (1-13) en el sistema transformado como: 


F = TX\ 


(1-14) 
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donde T' es la transformada de T. Pero 


F' = X a u Fj = X I a.jTj.X, 
J j * 

= ZZZ ^jTj^x^ 


j k m 


=z 


m 


Z Z 




(1-15) 


siendo (ã) km = a^. Para que las ecuaciones (1-14) y (1-15) sean compatibles, 


^ = (M6) 

j k 

Esta última ecuación expresa la transformación de un tensor de segundo orden 
ante una transformación ortogonal. La ecuación (1-16) expresa también la regia 
para multiplicar entre sí tres matrices para hallar las componentes i,m de la 
matriz resultante. Por tanto, (1-16) se escribe simbolicamente como 


T = ATÃ= ATA 1 . (I-16a) 

Finalmente, determinaremos las leyes de transformación para d gerador di¬ 
ferencial vectorial V. Consideremos la i-ésima componente dd gradiente de una 
función escalar invariante, q> ; consideramos <p como unà fünción de coordenadas 
x j9 las cuales son funciones a su vez de la nueva coordenada jq. Utilizando la 
regia de cadena para la diferenciación parcial, encontramos que 


De la ecuación (1-9), 


õ<p _ ^ dtp dxj 
ÍX' j ÕXj ôx\ 


= y h ^ 
Õx\ y Ji Ôx/ 


y de la (1-11) para una transformación ortogonal 


d _ õ 
õxl Ç “ iJ 


dxj' 


a-i7) 


(1-18) 


Por tanto, las componentes de V se comportan en forma semejante a aquellas 
dei vector de posición, (I-la), bajo una transformación ortogonal*. 


* Bajo una transformación más general, las cantidades transformadas por (1-17) tienen que distinguir- 
se de las transformadas por (I-la). Se les 11 ama vectores covariuntes y uectorcs controvariantes, respectiva¬ 
mente, pero no necesitaremos esta distinción. 
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SISTEMAS DE UNIDADES 


En este libro se han utilizado las unidades de carga dei sistema mks racionalizado. 
Este sistema tiene la virtud de incluir las unidades eléctricas prácticas de diferencia 
de potencial (volt), corriente (ampere), resistência (ohm), etc. Como resultado, el 
sistema adquirió rápidamente una gran estima en ingeniería eléctrica y es ahora el 
sistema estándar internacional. En otras áreas, principalmente en física atómica, 
de estado sólido, de plasmas y nuclear, otfo sistema, el llamado sistema gaussiano, 
ha permanecido en boga. La mayor parte de los otros sistemas han caído en 
desuso y, en consecuencia, sólo el sistema gaussiano se discutirá aqui con detalle. 

En el sistema de unidades mks, la aparición de los números e 0 y p 0 en la 
formulación de la ley de Coulomb y la ley de Biot, respectivamente, ha causado 
una aparente dificultad. La dificultad es simplemente que la ley de Coulomb, 


1 *? 2 r 12 
4 ne 0 r\ 2 


(IM) 


no puede emplearse para definir el coulomb a menos que se conozca e 0 . Por lo mismo, 
áo puede utilizarse para definir e 0 a menos que el coulomb esté previamente de¬ 
finido, ya que técnicamente ê 0 se considera como un número que se determina ex¬ 
perimentalmente, al utilizar (II-l) para definir el coulomb resultaria en un coulomb 
que cambiada cada vez que se determinara é 0 . Por tanto, es claro que (II-1) 
deberá usarse para definir £ 0 , definiéndose el coulomb de otro modo. 

La dificultad correspondiente no aparece para el caso magnético, porque se 
toma fi 0 = 4 % x 10“ 7 T • m/A, por definición. Como resultado, la expresión 


F = V oIT 
l 2n r 


(II-2) 


para la fuerza por unidad de longitud entre dos alambres paralelos conductores de 
comente puede ser utilizada para definir el ampere; así: 

Un ampere es aquella corriente constante que , cuando se presenta en dos 
conductores longitudinales que son paralelos y que están separados por una 
distancia de un metro , da como resultado una fuerza por metro de longitud entre 
ellos que es numéricamente igual a 2 x 10~ 1 N/m. 




SISTEMAS DE UNIDADES 559 


Naturalmente que se podría haber utilizado cualquier otra geometria y habría 
resultado una deflnición igualmente inequívoca (y, de hecho, numéricamente idênti¬ 
ca) dei ampere. 

Habiéndose definido así el ampere, el coulomb se define como la carga trans¬ 
portada por una corriente constante de un ampere que fluye en un segundo. Esto 
hace factible el uso de (II-1) para definir e 0 . Por tanto, no hay problema real, 
sino solamente uno artificial que surge de querer tratar matemáticamente el caso 
más sencillo de la electrostática antes de discutir la interacción magnética de 
corrientes. 

A veces se cree que este problema no se presenta si se utiliza el sistema gaus- 
siano de unidades cgs. Esto es cierto únicamente en el sentido de que el coeficiente 
en la ley de Coulomb se elige como 1 dina cm 2 /ues 2 , lo que hace que la con¬ 
cordância con los experimentos recaiga sobre las interacciones magnéticas. Esto 
significa que la velocidad de la luz aparece en la expresión de la fuerza entre 
los conductores que transportan corriente. Como en el tratamiento usual la cantidad 
definida convenientemente se presenta primero, este problema es menos evidente 
en el sistema gaussiano que en el sistema mks. 

El sistema gaussiano es la combinación de dos sistemas anteriores: el sistema 
electrostático, ues, y el sistema electromagnético, uem. El sistema dectrostático 
resulta de escribir la ley de Coulomb en la forma 


F 2 


9iWí2 


(n-3) 


y definiendo la ues de carga como aquella carga que, al ser colocada a un 
centímetro de otra carga exactamente semejante experimenta una fiierza de una dina. 
Es claro que la ues de carga es mucho menor que el coulomb (de hecho, 1 cou¬ 
lomb = 3 x 10 9 ues). El sistema electromagnético resultó de escribir la ley de Biot, 
ecuación (8-25), sin el factor iao/4ti y de definir el abampere como aquella corriente 
que, cuando se presenta en un alambre recto y largo, da como resultado una 
fuerza de 1 dina/cm cuando dicho alambre se sitúa a 1 cm de un conductor 
paralelo que conduzca la misma corriente. A partir de \no/4n\ = 10’ 7 y 1 newton = 
= 10 5 dinas, se encuentra que 1 abampere = 10 ampere. 

Cualquiera de los dos puntos de partida mencionados anteriormente podría 
utilizarse para iniciar el desarrollo de un sistema completo de unidades. Sin em¬ 
bargo, historicamente, la ues se utilizo principalmente para problemas electros- 
táticos y la uem para problemas electromagnéticos. Ya que esto era así, era 
natural que se desarrollara un sistema híbrido que utilizara la ues para las canti- 
dades eléctricas y la uem para las cantidades magnéticas. El sistema que se 
desarrollo de esta manera se llama sistema gaussiano. El punto principal de contacto 
entre la ues y la uem en el sistema gaussiano está en la densidad de corriente, 
dondé 

I — *^ ues 
J uem 

C 


(II-4) 
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En d sistema gausstano utilizamos J uea y destacamos explicitamente la velocidad 
de la hiz en las ecuaciones magnéticas. Por tanto, la ley de Biot tiene la forma 


dF 2 = 


/ 1/2 dl 2 x (dlj x r 12 ) 




con / en ues/s. 

En unidades gaussianas, las ecuaciones de Maxwell son 


(II-5) 


VxE + ~ = 0, 
c at 

V ■ D = 4 np, 

VxH-‘?-íí, 

c ôt c 

V vB-0. 

Los campos se deducen de los potenciales vectorial y escalar por medio de 

B = V x A y 
y la fuerza de Lorentz es 

F = ,(e + Íxb|. 




D y B estân relacionados a E y H por 

D = E + 4jiP y 


B = H + 4nM, 


(II-6) 


(II-7) 


(II-8) 


(II-9) 


donde P es el momento dipolar eléctrico (p = ql) por unidad de volumen y M es 
el momento dipolar magnético (m = / An/c) por unidad de volumen. Estas ecua¬ 
ciones son sustancialmente suficientes para definir el sistema gaussiano de onidades 
Además, la densidad de energia es 


y el vector de Poynting es 


u = J- (E • D + B • H) 

o7C 


S = — E X H 
4n 


Para su conveniência, la tabla II. 1 da las relaciones numéricas entre unidades 
gaujgrianas y unidades mks. 
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Tabla IL1 


Caníidad 


Símbolo Unidades gantriamn* 


Unidades mks 


Campo eléctrico 

Capacitancia 

Carga 

Conductividad 

Corriente 

Desplazamiento eléctrico 
Energia 

Flujo magnético 
Fuerza 

Inducción magnética 
Inductancia 
Intensidad magnética 
Potencial 
Resistência 


E 

C 

Q 

9 

I 

D 

U 

O 

F 

B 

L 

H 

<P 

R 


a * 10 4 dina/ues = l v/m 

9 x 10 11 cm (ues/statvoh) = 1 F 
3 x 10* ues = 1 C 

9 x 10*s* = 1(Q. m)“' 

3 x 10 9 ues/s(=10~*abamp) = IA 

\2 k x 10 5 dma/nes = 1 C/m 2 

10 7 eig = i j 

10 8 maxwefl = 1 Wb 

10 5 dioa = IN 

10*gauss = 1T 

£ x 10 _,, s 2 /cm = 1 H 

4tt x 10 " 3 oersted (gaussl = 1 A/m 

c 1/300 erg/ues (statvoii) = 1V 

s x 10 u s/cm {statvolt ■ Voa) = 1Q 


El factor 3 (9 - 3 2 ) en las conversiones proviene de la velocidad de ia hz. c — 3 x 10 * m/« 
mayor exactitud, utilice 2.9979 en lugar de 3 ^ 


Algunas ventajas dei sistema gaussiano, que explican su uso continuo en la 
literatura de física, son que el factor 47t£ 0 no aparecen eri todas las ecuadones de 
física atómica donde el potencial de Coulomb desempena un papel central, y que 
la velocidad v siempre entra en la forma adimensional v/c que prescribe la trans- 
formacion de Lorentz. En la relatividad, es natural que E y B tengan las ir.ismas 
unidades, ya que sus componentes son simplemente elementos diferentes dd tensor 
de campo. No hay motivo para que los auxiliares D y H tat gãa otras 
Es conveniente que en médios materiales la permitividad y la mecptibOidad sean 
adimensionales y estén relacionadas por v " 


c = 1 + 4*Xe 

así como las cantidades magnéticas correspondientes. 


/i = 1 + 
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Dl OPERADORES 

DIFERENCIALES VECTORIALES 


1. COORDENADAS RECTANGULARES 


i*íi**i> 


„ „ ÕF X SF, ÕF, 

V • F = —- A -- 4 - - 

dx õy õz' 


„ „ .(ÔF, ÕFA JdF x dFA , lôF ÕF X \ 

F * F = -(ã7 -ãf) + , (ãf -ãf) + k (to - 77 } 


2. COORDENADAS CILÍNDRICAS 


V(» = a^+a 1 £? + k 
^ r 0r + 4 r Ô0 + k ’ 

_ _ 1 ô 1 ôF b õF z 


VxF = . + J e lL- d h) + k í (A (rF )_^ 

\r dO Ôz ) \ dz õr J r \0r 9 50 


3. COORDENADAS ESFERICAS 


_ õ<p 1 õ(p 1 dm 

V<P = »r 7- + a» - m + *4, - ã ãí ’ 

õr r 06 r sen 0 d<f> 
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1 

r sen 0 

Õ0 ^ 

se " 8) -^] 



i 

+ a 0 - 


1 ôF r 

a ( rf *)l . - 1 

\à(rF e ) 

ÔF r 

sen0 ô<f> 

õr J ** r 

1 * 

de 


El laplaciano de una cantidad escalar, \ 2 <p, se da en la página 55 para los tres 
sistemas coordenados. Las identidades vectoriales se <fai> en Ia página 22. 
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IV. FUNCION DELTA 
DE DIRAC 


En una dimensión, la función delta está definida por 

<5(x) = 0 para x ^ 0, 

\A — k* j <5(*) àx = í. 

— ao 


(IV-1) 


Esto puede entenderse de un modo elemental como el limite de una función con¬ 
tinua común. Por ejemplo, la función gaussiana 


1 



£T * 2/í2 


tiene un pico en x = 0, que es más alto y más angosto cuanto más pequena sea e , y su 
integral desde - ao hasta + ao es 1 para cualquier valor de e „ Por tanto, podemos 
definir 


Otra representación útil es 


<5(x) = lím 
£^0 



. . e sen 2 x/e 

d(x) = hm -5— ■ 


(IV-2) V 


(IV-3) 


Como un tercer ejemplo, podemos utilizar la función lorentziana introducida en 
el capítulo 19: 

á W = lím ^^-2- (IV-4) 

€-*0 » X T Ê 

Una aplicación importante de la función delta tiene que ver con el teorema de 
Fourier. Si una función/(x) está expresada por una integral de Fourier, 


/(*) = | g(k)e ikx dx. 


à 
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el teorema nos da la transformada de Fourier 


0(*) = 2 f(x)e^dx. 

Para /(x) = á(x), encontramos que g(k) = 1/2jt (véase más adelante), de modo que 



(IV-5) 


Por tanto, la transformada de Fourier de la función delta es ™ Amción constante, y 
viceversa. Tomando la parte real de (IV-5) se tiene 

<5(*) = ^ j cos kx dk. y\ A U (TV-6) 

Las ecuaciones (IV-5) y (IV-6) pueden considerarse como otras "p " ffcn ta q onfs 
de la función delta. 

El teorema dei valor medio dei cálculo da 



F(x)f(x) dx^F( 0) 


I f(x) dx, 

— a 


de modo que mientras f(x) -► á(x) 

J F(x) ô(x) dx = F(0). (IV-7) 

En todas las ecuaciones anteriores se puede reemplazar la variabie x por (x_Xo); 

en particular, 


| F(x) ô(x - x 0 ) dx = F(x 0 ). (TV-8) 

En cualquier ecuación que contenga la función delta, el domínio de integración 
puede reducirse a cualquier intervalo que contenga el punto donde d argumento 
de la función delta se anula. 

Una extensión a tres dimensiones puede escribirse en la forma 


<5(r) dv = ó(x) <5(y) ô(z) dx dy dz. (IV-9) 


En el capítulo 2 encontramos que 
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ELECTRIZACION 

ESTATICA 


La rama más antigua de nuestro tema, electricidad y magnetismo, es la de la elec- 
trización estática, esto es, la generación de grandes potenciales al poner en con¬ 
tacto dos materiales disimilares y luego separarlos. Este interesante fenómeno se 
suele dejar de lado quizá demasiado pronto después de una breve discusión de 
algunos experimentos clásicos, que sirven para introducir al lector a los conceptos 
de carga y de separación de cargas. Un estúdio completo dei fenómeno está más 
alia dei alcance de este libro, ya que implicaria disgresiones sobre termodinâmica 
y la teoria cuántica de la matéria; sin embargo, se harán algunas observaciones 
acerca de este tema. 

Cuando dos materiales disimilares se ponen en contacto, tratan de establecer 
vários tipos de equilíbrio. Uno de éstos es el térmico; en este tipo, el calor fluye 
dei material más caliente al más frio en un intento de igualar sus temperaturas 
Otro tipo, y el de importância directa para nuestra discusión, tiene que ver con 
un intento para igualar los potenciales electroquímicos de las dos sustancias. El 
potencial electroquímico es un potencial termodinâmico que rige el flujo de las 
partículas cargadas (electrones) de una sustancia a otra. Así, los electrones fluyen 
dei material de potencial electroquímico inicialmente más alto al material de po- 
tcncial más bajo hasta que los dos se igualeti. 

Las diferencias de potencial electroquímico entre dos sustancias son tipicamente 
de orden de unos cuantos décimos de electrón-volt; esto es, justamente después 
dei contacto, cada electron se mueve de una sustancia a otra bajo «fuerzas quí¬ 
micas», como si estuviera sometido a una diferencia de voltaje de unos cuántos 
décimos de yolt. (La diferencia de potencial electroquímico entre dos metales es 
igual a la diferencia en sus funciones de trabajo. Incidentalmente, dos metales 
disimilares pueden electnzarse en la forma común, siempre que se manejen con 
mamjas aislantes de modo que no se descarguen durante el proceso.) Pero el 
transporte de carga realmente crea una diferencia de voltaje electrostático. Por 
tanto, cuando dos materiales disimilares se ponen en contacto, se transfiere su¬ 
ficiente carga de uno al otro para establecer una diferencia de voltaje de (tipi¬ 
camente) unos cuantos décimos de volt. 

Una diferencia de voltaje de este orden de magnitud producida por fuerzas 
químicas tal vez no es sorprendente. Pero, icuál es entonces el origen de los 
grandes voltajes (10 a 10 5 volts) observados realmente en experimentos de elec- 
tnzacion estática? Estos se presentan en el proceso de separar los dos materiales 
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y la energia necesaria para crear estos potenciales es suministrada por el expe- 
nmentador o la máquina que separa los materiales. 

Ahora bien, como hemos visto, al poner en contacto dos materiales disimilares 
se origina una transferencia de carga. Los dos materiales pueden considerarse co¬ 
mo «placas» de un condensador. El separar los materiales es análogo a separar las 
placas de un condensador a una carga constante Q. De la defmición básica de la 
capacitancia C, 

Q = C(A(p\ 


vemos que la diferencia de voltaje A <p se incrementará a medida que la cana- 
atancia de sistema dismmuya. Como una aproximación, podemos considerar que 
los materiales electnzados forman las placas de un condensador de placas paralelas 
Esta no es una aproximación muy mala mientras Ia separarión entre las placas 
sea pequena. En este caso (Cap. 6), la capacitancia es inversamente proporcional a su 
separacmm Por tanto al separar los materiales desde una separarión inicial dei 
orden de 10 unidades de angstrom hasta una separarión de un milímetro podríamos 
esperar una magmficación de la diferencia de potencial por un factor de 10 6 . 

El voltaje fina! alcanzado en el proceso depende de la forma geométrica detallada 
Esta, por ejemplo, determina la capacitancia dei sistema. Además. la rugosidad de 
a superfície determina cuánto pueden acercarse los materiales (en promedio) y. 
por tanto, cual sera su separarión inicial; también determina la uniformidad dei 
esparcimiento de la carga sobre sus superfícies. Las concentraciones de carga en 
as irregularidades marcadas de Ia superfície darán lugar a grandes campos eléc¬ 
tricos que pueden exceder la resistência dieléctrica dei aire durante el proceso 
de separacion. Por tanto, se puede formar una chispa que produzca una descarga 
parcial de los cuerpos electrizados. ^ 





[ 568 ] 


RESPUESTAS 

A PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR 


CAPITULO 1 

1.1 (A — B) x (C — D) = 0, 1:3 
1.3 A • B = 0, A + B = C 

1.7 El angulo entre R y R - A, que es de 90°, puede inscribirse en un semicírculo 
de diâmetro A. Mientras R varia, los diversos semicírculos describen la superfície de 
una esfera 

1.13 n = (axi + byj + czk)/y/a*x* + b 2 y 2 + c 2 z 2 

1.15 V • F = - — (rf ) + 1 ^ 

r Õr (rr '> + r Õ0 + õz 

1.17 No 


CAPITULO 2 


2.1 tg 3 0/(1 + tg 2 9) = q 2 /l6ne 0 mg l 2 

2-3 E = 2296 V/m (a lo largo de la diagonal) 

2.5 (a) E = (a/2e 0 )(l - z/^TF) 

2-7 x = — 1), el punto de anulación 

2.9 <p = (p/4e 0 ) (z + ÍL){(z + jL) 2 + R 2 j í/2 - 2zL 
-( z-{L){(z-{L ) 2 + R 2 Y 12 
+ R 2 log li± l L +v / ( 2 ~+W+fi 1 


211 (a) 300,000 V, (b) 4,730 km 
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2.13 1.1 x 10 12 C/m 3 , positivo 

2.15 (a) ç>= (A/tJj{R — ^r) para r < R 
<P = AR 2 /2i 0 r para r>R 
( b ) <P = (i>o/2<o)(/? 2 — ir 2 ) parar < R 
q> = R 3 p Q /'$e 0 r para r> R 
2.17 V x r/r - = 0, V • r/r' = (3 - a yr* 

P = ( 3 “ a)q/4ia*; <p = q/4m 0 (a - 2Y~ 2 (a 2) 

1,9 E -d(; + í)'-'^ 

p = g[<5(r) — í/4KÍ 2 rJe' riX 

2.21 Trate al dipolo como dos cargas puntuaks opuestas e iguales separadas por 
una distancia pequena 

2.23 Qtt = Q 22 = ~2^/ 2 ; Q 33 = 4 ql 2 ; las otras componentes sem i giial*^ a cera 
2.25 (a) p = <?l, + ql 2 , p = 2qtco& 9/2 
(b) q = 5.26 x 10“ 20 C = 0.328 e 


CAPITULO 3 

3.1 Entre: <p - r>y » - r ‘ V - + ~ ^« r */ r 

r» — r a 

para r>r h :<p = <p b r b /r 

3.11 = - (1 - a 3 /r 3 )E 0 r cos & + Q/4m 0 r 

3.13 a = —e 0 A/2r 112 en la superfície superior 

3.15 La imagen espectral de la distribución de carga con p reemplazado por_ p 


3.17 F- q2 

— + Y 1 1 

1 kl 

l(me 0 d 2 

k AUn + u) 2 ( 

n — u) 21 / 

^ Q 2 

11 


16ne 0 d 2 

~z — 0 + 1 — 2ií 

w M“"r 

> dom 


3.21 M = (x 0 /a) + y/(x 0 /a) 2 - 1, imagen en x 0 (M 2 - IVtM 2 + 1) 
3.23 3p 2 /32jK 0 d 4 , atraedón 


CAPITULO 4 

4.1 p P = —2 ax; Q p (en los extremos) = A(aL 2 + b), —bA 


4.3 


E z = y~ 



fuera de la variBa 
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45 E = (I/éoJP cos y 


4,7 


1g 0 t Ki 


tg 0 2 K 2 

4.9 <( = [(é! - Ê 2 )/( ei + e 2 )]q; q" = 2e 2 q /(£ t + e 2 ) 
3 p cos 0 


4.11 <p x = 


< j £>2 — 


K + 2 4tté 0 r 2 
P 


r >a 


4nKe 0 


cos 0 K- 12 

+ ——- -3 r cos 0 


r <a 


413 ±Pi 

*■1 ^1 

4.15 D = Kcq Aq>/[K d — (K — l)í] 

4.17 E = QI2n(ti + e 2 )r 2 

4.19 En el interior: E = — P/3e 0 

, „ 2 R 3 P 

en el exterior: E r = 


£„ = 


3e 0 r 3 

J R*P 

3e 0 r 3 


cos 0 

sen0 


CAPITULO 5 

5.1 a = 9.7 x 10“ 41 C • m 2 /V; K 0 = 0-96 x 10“ 10 m 
5.3 2.6 x 10“ 16 m 
5.5 2.94 x 1(T 30 C • m 


CAPITULO 6 


6.1 

6.3 

6.5 

6.9 

6.11 

6.13 

6.15 


18.75 cm 

u= - 1 — 1 + J_ + _L_ 

47t£ 0 [/ 2d + I 4d 4(d+ l) 
4irR 5 Po/15e 0 

(a) A q> = 10.79 V, U = 1.618 jd 

(b) A<p = 21.58 kV, U = 3.24 mJ 
~(R/d)q 

£ t e 2 /( c l ^2 + e 2 ^l) 

23.8 V 


(ya que E 


6.17 


C = 4 ne/ 



0 por detrás dei 
plano) 
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6.19 (a) Kl(Aq>) 0 /[l + (K- l)x] 

(b) (K - l)Q 2 d/2c 0 w[l + (K- l)x] 2 
6.21 [4 mg/2ne 0 (K — 1)] 1/2 
6.25 F x = i(l-l/K)í 0 E 2 A 


CAPITULO 7 

7.1 (a) v = 0.739 x 10“ 3 m/s 
(b) t = 2.5 x 10” 14 s 

_ <Pigi(<*-fl) + Ç>2g2a 

9za + gi(d - a) 

a _ (ffl £ 2 ~ (hMÜfPi ~ 9 * 2 ) 
g 2 a + gi(d-a) 

cos 0 

7.5 (a) q> 1 = —E 0 r cos 6 — \E 0 a 3 —=— en el exterior 

r Á 

<p 2 = -|£o r cos 0 en el interior (b) cr = -?KE 0 cos 0 
7.7 / = 2tc 0 A<jo/ln (^/rj 
7.11 / = 7T0S A<jt)/cosh _1 (£>/2a) 

7.13 (a) 675 W/m 2 , (b) 645 W/m 2 
7.15 20 Q 

7.17 (a) / = ( ^ Kj + i\ Rj/iRt R + R 2 R + R t RA 
(b) R t R 2 /(R 1 + R 2 ) 

7.19 (a) 4R/5 (b) (11/20)1? 

7.21 (a) (R 4 R 5 - R 3 R 6 ) YJ[D + R g (R 3 + R A )(R 5 + 

donde D = R 3 R a R s + /? 4 R s R 6 + R s r 6 r 3 + r 6 r 3 r a 
7.23 Una parte en 4 x 10 6 


CAPITULO 8 

8.3 (a) 0.0048 cm 
(b) 1.64 x 10“ 7 s 

8.5 /= jfi 0 — I 2 = 6.28 N/m 

8.7 B = 3 /2n 0 llna 
8.9 fi 0 IN/4a 
8.11 PqNI 
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U7 B^faJs 

ri9 B = NI/2itr, b/a = 4/3 

8-21 A z = (p 0 1/2n) ln (r/b) entre los conductores 

8.23 (b)Vx(A + V(i) = VxA 


(C) V • (A + =/= W, = -- j L dv 

8.25 (p* w> es univaluado 
8.27 (d) B r = (p 0 //2a) 


3 r 2 

COS 0 — ^2 (5 COS 3 0 — 3 COS 0) + 


Be = (Po//2 a) 


3 r 2 

-sen 0 + ^2 (5 cos 2 0 - 1) sen 0 + 


CAPITULO 9 

9.1 J M = V x M = 0 

Ím = M x n; j M = M en las superfícies cilíndricas, j M = 0 en los lados 
9.3 (b) (4/3)n/? 3 M 0 

9.5 <r M = M 0 x/[x 2 + (b*/a A )(y 2 + z 2 )] 1 ' 2 
Pm = 0 


9.7 

9.9 

9.11 


(b) B z = 3/i 0 M 


i*'- z ^ jL + z 
y^L-z ) 2 + R 1 y/(?L + z ) 2 + R 2 


(a) 0.25 T 

(b) 0.95 T 

(c) 1.52 T 

B; = 2 (p/Po)B 0 /(l + p/p 0 ) 


9.13 


•Jm = 0, = -— (superfície interior), / M = —-~ 

zna 2 nb 


(superfície exterior) 


1m = Xl (interior), I M = ~xl (exterior) 

9.15 (a) 0! = 0, / paralelo; (b) 0j = 90°, I antiparalelo 
9.19 (a) Oxido sinterizado 0.4 T 

35 por ciento Co acerado 0.22 T 
(b) Oxido sinterizado 0.53 T 

35 por ciento Co acerado 0.96 T 
9.21 0.64 T 


CAPITULO 10 

10.3 3.69 x 10“ 4 
10.5 y = 976 
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CAPITULO 11 

11.5 r= r 0 COS cot, r 0 = 2nfNAB = 12.56 V 
11.7 (a) De ba a 

(b) Deòaa 

(c) Deaab 
11.9 \B 2 a 2 r 2 (ogt 

11.11 (fi 0 L/2n) ln (R 2 /R l ) 

11.13 fi 0 na 2 b 2 /4r 3 

11.15 M = (fx 0 h/2n) ln (1 + d/r) 

11.17 (fi 0 /n)ln (d/a) 

11.23 E = Kr/2 en el interior, E = Ka 2 j2r en el exterior 
11.25 Sea V x B = aB-J = J 0 e _( “ 2/wio) ' 


CAPITULO 12 


12.3 U = 

12.5 


1 


s + 2 
N 2 I 2 Afi 2 


[L 1 /? + 2M 12 / 1 / 2 + L 2 /l] 


Ho(l + d) 2 


12.7 (a) F = B 2 oXm A/2» 0 (l+x m ) 

(b) 1.76 x 10“ 4 N 

12.11 (a) y (b)fr 0 jl 2 
12.13 F = -\tx 0 N 2 l 2 ( j b i b _ g2 - 1); colapso 
12.15 I = l 0 


L + M 


12.17 Hierro comercial: 0.018 W/cm 3 

Acero al tungsteno: 0.395 W/cm 3 
12.19 -d(m-B) 

CAPITULO 13 

13.1 (a) / = 0.605 A, 

dl/dt = 1.59 A/s 

(b) I = 1.295 A, 
dl/dt = 0.558 A/s 

(c) / = 1.663 A, 
dl/dt = 0.0062 A/s 

13.3 Q = c¥ 0 [\ - e~' IRC ] 
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115 


■ J =4 


- oj 2 LC) 2 + (o>L) 2 


|Z| 

V 1 + (caRC) 2 
\Z\ ^ L/RC param = 1/^LC; \Z 


\Z\ = R para co = 0; 
| = coL para a> -» oo 


13.7 Z = j?g ~ ^iC'R{wL - 1/toC) + if(oC'j t 2 + (coL - l/mC)al 

a 2 + a> 2 C' 2 /? 2 " ‘ 


donde a = 1 + m 2 C'L - C/C 
13.9 (a) 3.2 x 10“ 2 grados 
(b) de cero a 1.8 MHz 
13.13 (a) /= 1.78 x 10 3 Hz 

(b) /= 1.78 x 10 3 Hz 

(c) /= 0.796 x 10 3 Hz 
13.15 (a) L/C = 2R 2 


(b) L = JlR/m c - C = l/JlR Wc 
13.17 0.0713 - 0.0034Í mA 
13.19 1/73LC 
13.21 V í = —100 — 700i V 


V 2 = 150 - 750i V 


CAPITULO 14 

14.5 F, = (2/5 )na 3 oBl v o 


CAPITULO 15 

15.1 B = B 0 i - B 0 (a/r) 2 (a r cos 0 + a 9 sen 0) en el exterior 
B = H = 0 en el interior 
j s = -2B 0 ^ 1 sen)0 k 

15 3 f? = B o^- b(a/r) 2 {t r cos 0 + a 8 senÉ») en el exterior 

cos 0 - a,/;(r/2) sen0] en el interior, con I, 
una funcôn de Bessel modificada de primera clase, y /J, su prirn^a derivada 

b . „ [I\m ~ (2/a)/,(a/2 )] 

I\(a/k) + (2/a)/, (a/2) 

15.5 (Parajr = a - <5 con ô^ayÀ^a 
u(r) = 3B 0 (2/a)e~ 3/2 
”W = -(3/2)£ 0<? -^ 


CAPITULO 16 

16.1 (a) g = C(A<p)<?-*/ £ 

( b ) -(g/e)C(A(p)e'»'/ £ 

(c) Cero 
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16.3 (a) H = \a õD/ôt = I/2na 

(b) S = \aE dD/õt, hacia el interior 

(c) na 2 dE õD/ôt 

16.7 B= -iE 0s /qxsena>(y/êiiz - t) + jE 0y /cji cos eofy/ejiz — t) 

16.9 A = -i(XE 0 /2nc) cos [2n(z - ct)/X] 

16.11 V*A =-en^-fig<p 

CAPITULO 17 

17.5 E = 700 V/m; B = 2.33 x IO -6 T, rms 

17.7 S = — E 2 = — MEl + El+ 2E t E 2 cos 4) 

cno cno 

17.11 n = l.099^K~ r , k = 0.455^*7; à/X = 0.384 
17.13 (b) 0 = 0.92 x 10 " 6 (£lm ) -1 


CAPITULO 18 

18.1 r,-,. = 1 — ” 2 


12s = ^ ; para n — 1.5, R s = 14.8 por ciento 


18.3 R p s 1 - 4K 


23 


ly/K= T 


_ (h cos 0 t - l) 2 + /c 2 cos 2 0 t 
p — (n cos 0! + l) 2 + k 2 cos 2 6 l 

cos 0 X = l/sjn 1 + k 2 ; 0, = 80.5°, R p = 72 por ciento 
18.9 K t = 1.13; ns3, /c^O.188; a = 2.7° 

18.13 r„=±l,R=l 


18.15 R = * 12 + * 23 ^ 12 - ^ 1 ; para R 12 = R 23 , R = -^ 

1 — J\i2^23 1 + 

18.17 B x = B, cos (xy cos 0)e i(K2 sen9 " <ü ' ) 

£„ = -cB t sen0 cos (xy cos 0) e i< -““»-“‘> 

E z = icB l cos 0 sen (xy cos ff) e ^ Kzm9 - at i 


12 


'12 


18.19 ^<a<-^= 

2 v /2 
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CAPITULO 19 

19J 1= 1.63 x IO" 4 ; 1.36 x 1(T 3 

Í93 2<, = 1560 A 
19.7 k ^ K t I2n m , a = 2 kco Q /c 
199 n^ksO.071 
19.13 (o = y fK 0 /x- K r ^ 1, 

19.15 P = Xo Eo kd CD 0 1 


CAPITULO 20 



donde A es el área de la espira circular 



20.5 (a) 5.23 A; (b) 2.45 x IO" 2 V/m 
20.7 i 

20.9 (a) 8;t/3(t;/c) 3 ; (b) 4.07 x IO -7 
20.11 52.1 nT 1 


CAPITULO 22 


22 3 = ^ ~ " 

1 + u 2 /c 2 (E 2 /c 2 + B 2 ) 
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Anchura natural de línea, 509 
Anisotrópicos, materiales, 87, 111, 212, 367n 
Antiferromagnético, 249 
Armónicos 
cilíndricos, 63 
de zona, 58, 61 

Atenuadón, constantes de, 402, 437 
Autoinductancia, 258-260 

Batería, 158 
Bessel 

función de, 410, 411 
funciones esféricas de, 410 
Betatrón, 267 

Biot-Savart, ley de, 178-180 
Bohr, magnetón de, 244, 245, 251 
Boltzmann, factor de, 114, 318, 482 
Brewster, ângulo de, 428, 433 

Cable coaxial, 106, 187 
Campo 

de cavidad, 87, 88, 107, 110, 239 


de induoáóa, 506 

de radiación para pequenas vekKMadci, 506, 
525-527 

despolarizante, 117 

de una carga pontual aodcnda, 521, 522 
de una carga pontual qoe ac mueve unifòr- 
memente, 518-521, 546,547 
de zona de radiacãón, 506 
dipolar, 42, 192, 507 
magnético, 191,192 
eléctrico, 30, 31,88 

dentro de um didé^rico, 86,87 
macroscópico, 86,109,110 
macroscópico total, 88 
terrestre, 52 
total, 88 

electrostático, 30,80407 

de dos cargas puntuales, 32 
de la Tiena, 52 
escalar, 1, 3 
libre de fuerzas, 270 
local, 108,239,463 

local de Loccatz (véase Lorotfz, campo locai 
de) 

magnético, fmrai de (léase Loteas de campo 
magnético) 
crítico, 346 

de corrientes constantes, 180 
de un circuito distante, 190-192 
wmmscópico, 239 
microscópico, 238 

molecular, 108-111, 239, 240, 462, 463 
vectorial, 1 

Cantidades complejas, 371, 372, 396-399, 
430-438 

Capadtanda, coeficiente de, 130 

Carga, 26, 27 
conservación de, 133, 364 
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densidad de, 29 

densidad volumétrica de, 29 

de polarización, 84, 90, 91 

de prueba, 86, 173 

eléctrica, 26 

externa, 91 

imagen, 67, 68 

ligada, 35, 80, 91, 466, 467-475 
líneas de (véase Líneas de carga) 
puntual, 27, 46, 47, 86, 93, 94, 100-103, 381, 
515 

que se mueve uniformemente, 518, 546 
superficial, densidad de, 29, 96 
Cargas 

fuerza sobre una distribución de, 136, 137 
libres, 36, 80, 90, 117, 118, 466, 475, 484 
Cascadas, 146 
Cauchy 

parte principal de, 487n 
relación de, 474 
Causalidad, 489 

Cavidad con forma de aguja, 87, 88 
Circuito 

de discriminación, 314 
magnético, 228-232 
Circuitos 

acoplados inductivamente, 260, 261, 272, 
273 

c. a., 295-311 
c. d., 157 

en serie, 158, 159, 228, 291-297 
Clausius-Mossotti, ecuación de, 111, 120, 
465 

Coercitividad, 215 
Coherencia, 439n, 510n 
Colisión, tiempo de, 163, 164 
Comportamiento 

de estado estacionário, 289, 295-297 
no periódico (véase Comportamiento tran¬ 
sitório) 

periódico (véase Comportamiento de estado 
estacionário) 

transitório, 289, 291-295 
Compton, efecto, 510 
Condensador, 52, 131-133, 364 
de placas paralelas, 132 
esférico, 142 
Condensadores 
en paralelo, conexión de, 133 
en serie, conexión de, 133 


Condiciones en la frontera, 55-57, 95, 152, 
217-220, 374-378 
tabla, 378 
Conducción, 144 
corriente de, 146 
metálica, 144, 163, 164 
Conductividad, 149, 167 
compleja, 466, 467, 476, 477 
tabla, 150 

Conductor, 35, 36, 144, 316 
iónico, 484 
superiónico, 484 

Conservación de energia, 369, 370 
Constante de tiempo de un circuito, 292, 293 
Constante de tiempo de un medio (véase Re- 
lajación, tiempo de) 

Constante dieléctrica, 91-93, 113, 400 
compleja, 400, 402, 464 
tabla, 93 

Constantes de atenuación (véase Atenuación, 
constantes de) 

Constantes ópticas, 401, 466, 467 
Contracción, efecto de, 326, 329-331 
Contravoltaje, 290, 291 
Coordenadas 
cartesianas, 2, 8, 18 
cilíndricas, 24, 55, 56, 66, 562 
esféricas, 9, 13, 55, 58, 562 
generalizadas, 18, 77 
sistema de, 2, 3 
Corriente 
alterna, 295-311 
atómica, 201, 202 
constante, 151 
de convección, 146 

de desplazamiento, 288n, 328n, 365, 366, 374 
de magnetización, 202 
densidad de, 147, 148 
eléctrica, 144 
generador de, 308 
imagen, 236 
paràsita, 268, 269 
superficial, 205, 206, 219, 377 
transportadora, 201, 211 
valores eficaces de, 300 
Corrientes que varían lentamente, 288-315 
Cosenos, Ley de los, 23 
Coulomb (C), 27, 172, 558 
Coulomb, Ley de, 27, 28, 172, 173, 253, 366 
norma de, 388 
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Covariante 
formulación, 544 
vector, 544 
Crítico, ângulo, 428 
Cuadrivectores, 538 
Cuba o dispositivo electrolítico, 153 
Curie 

punto ferroeléctrico de, 117 
temperatura, 246, 247 


D’Alambert, operador de, 542 
Debye 

distancia de blindaje de, 319 
ecuaciones de, 483 
temperatura de, 165 
tiempo de relajación de, 483 
Decibel (decibelio), 416 
Defasamiento en la reflexión, 420,431,433,439 
Delta, función, 46-48, 186, 206, 469, 564 
Delta de Dirac, función (véase Dirac, función 
delta de) 

Densidad 

de carga (véase Carga , densidad de) 
de carga superficial (véase Carga superficial , 
densidad de) 

de corriente (véase Corrriente, densidad de) 
de energia electrostática (véase Energia elec¬ 
trostática, densidad de) 
de energia en un campo magnético (véase 
Energia en un campo magnético , densidad 
de) 

de potência (véase Potência, densidad de) 
polar magnética, 208 

volumétrica de carga (véase Carga , densidad 
volumétrica de) 

Derivada direccional, 5, 6 
Desarrollo multipolar, 44-46 
Descarga de gas, 146 
Desmagnetización, factor de, 224 
Desplazamiento 

corriente de (véase Corriente de desplaza¬ 
miento) 

eléctrico, 90, 328 
Diamagnético, 212 
Diamagnetismo, origen de, 240-242 
Diferencia de fase compleja, 439, 440 
Dilatación dei tiempo, 536 
Dinâmica de plasmas (véase Plasmas, dinâmica 
de) 


Dipolo eléctrico, 31, 41-44, 53, 374 
en campo externo, 43, 53 
momento de, 42, 45, 46, 81, 502, 514 
Dipolo inducido, 111-113 
Dipolo puntuaL, 42 

Dirac, función delta de, 46-48, 186, 206, 469, 
564 

Disipaáón, factor de, 314 
Dispersión, 393, 461 
anómala, 474 
incoherente, 510 
longitudinal, relación de, 416 
normal, 471 

relación de, 392, 416, 485 
transversal, relación de, 392 
Divergência, 11-14, 17, 20, 21, 48, 49 
teorema de la, 14, 17,48,49 
División vectorial, 4, 5 


Ecuación de continuidad, 148, 366 
Ecuaciones constitutivas, 91, 149, 150, 211, 
360, 361 

Efecto desmagnetizante, 233 
Einstein, postulados de, 533 
Einstein-Stokes, fórmula de, 484 
Electrifícación estática, 566, 567 
Electrodinámica, 515-528 
Electróforo, 141 
Electrólito, 35, 145, 484 
Energia 

conservación de (véase Conservación de ener- 

gía) 

densidad de, 128, 274-276, 369, 397, 398 
densidad de (en un campo magnético), 275, 
276 

electromagnética, 366-370 
electrostática, 121-143 
(densidad de), 126-128 
(termodinâmica), 138 

flujo de, 369, 397, 398, 448 (véase también 
Poynting, vector de) 

libre de Helmholtz (véase Helmholtz, energia 
libre de) 

magnética, 272-274 
métodos de, 133, 134, 276 
potencial, 34, 121-123 
propia, 125, 141 
Equilibrio, teoria dei, 317 
Equilíbrio electrostático, 155, 156 
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Esfera didéetriea. 99, 100 

Esfera magnetizada uniformemente, 221, 222 

Esfera superconductora, 349-351, 356-359 

Espejos magnéticos, 324-326 

Espín, 242, 243 

Estructura espinel, 250 

Eter, 530 

Euler, ecuación de, 326 


Generador, 257, 258, 308 
de corriente (véase Corriente, generador de) 
de Van de Graaf (véase Van de Graaf, 
generador de) 
de voltaje, 308 
homopolar, 267 
ideal de corriente, 308 
Generatriz, función, 77 
Gradiente, 5-9, 17 
Green, teorema de, 21 

Grupo, velocidad de (véase Velocidad de grupo) 


Factor de calidad Q, 301, 302, 314 
de un medio, 386 

Faraday, ley de, 241, 254-258, 366 
en diamagnetismo, 241 
Fem por movimiento, 256 
Ferritas, 249, 250 
Ferroeléctricos, 117-119 
Ferromagnéticos, 214-217 
dominios, 247-249 
Ferromagnetismo, teoria, 244-247 
Fibras ópticas, 429, 430, 459 
Flujo 

exclusión de, 346, 349 
eléctrico, 38 
fuga de, 230 
magnético, 193, 194 
Formulación matricial, 555 
Fourier, transformada de, 393, 489, 490, 565 
Frecuencia, 288n 
angular, 288n 

de resonancia para un circuito en paralelo, 
302 

natural, 294 

Fresnel, coeficientes de, 419, 425-427 
coeficientes complejos de, 431 
Fuerza: 

electromotriz (fem), 157n, 253, 256, 291 
magnética, 172, 257, 258, 276 
magnetomotriz, 229 

Fuerzas, 28-30, 100-103, 133-137, 157, 158, 
172-178, 276-280, 320 
mecânicas, 157, 158 
Fuga de flujo (véase Flujo, fuga de) 

Gauss (G), 172 

Gauss, ley de, 36-41, 89-91, 366 


Hagen-Rubens, relación de, 432, 477, 478 
Helmholtz 
bobina de, 182-184 
ecuación de, 357, 372, 406, 407 
ecuación escalar de, 406 
ecuación vectorial de, 357, 407 
energia libre de, 138 
Henry (H), 260 
Hertz, vector de, 388 

Hidromagnética, formulación, 317, 326-329 
335 

Hierro dulce, 214, 231 
Histéresis 

curva de, 118, 215, 216 
pérdida por, 280-283 


Identidades vectoriales, tabla, 21, 22 
Imágenes 

electrostáticas, 66-69 
lineales, 71-73 

Imán permanente, 222, 223, 231-233 
Impedancia, 296 
de espacio libre, 414 
dei punto de excitación, 310 
de transferencia, 310 
en paralelo, 296, 297 
forma polar, 296 
Impedancias en serie, 297-299 
Imperfecciones, 164, 165 
inducidas térmicamente, 164 
Impurezas, 164, 165 
Incidência, ângulo de, 420-423, 434 
Inclinación, ângulo de, 199 
Inducción, 172-175, 253-270 
campo de (véase Campo de inducción) 
coeficiente de, 130 
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de arrastre sobre una esfera, 344 
electromagnética, 253-270 
magnética, 173 
Inductancia 

en circuitos de c. a., 302-306 
incremental, 259 
mutua, 260-262, 302-306 
Inductancias 
en paralelo, 263-265 
en serie, 263-265 
Inductores 
conexión de, 263-265 
Integral 
de línea, 9, 10 
de superfície, 11 
de volumen, 11 
Intensidad 
dei oscilador, 465 
de onda, 419 
dieléctrica, 92, 93 
dieléctrica (tabla), 93 
magnética, 210 
Interferencia, 443, 444 

Intervalo arbitrário espacio-tiempo, 534, 538 

Joule, razón de calentamiento de, 368 

Kirchhoff, leyes de, 160, 161, 290, 291 
Kramers-Kronig, relaciones de, 485-490 
Kronecker, delta de, 45, 554 

Langevin, fórmula de, 115, 243, 244 
Langevin-Debye, fórmula de, 113-116 
Laplace 

ecuación de, 56-61, 76, 77, 98, 152, 221 
ecuación de (en coordenadas esféricas), 58 
Laplaciano, 19, 20, 48, 55, 56 
Larmor 

frecuencia de, 241 
radio de, 320 

Lawson, condición de, 332 
Legendre 

ecuación de, 60, 77 
polinomios de, 60, 77, 409 
Lenz, ley de, 241, 255 
Lienard-Wiechert, potenciales de, 515 
Lineas 

de campo magnético, 220 


de carga, 71-73 
de desplazamiento, 97 
de fiieiza, 31 
de inducrión, 220 

London, teoria de, 346, 347, 352-360 
Longitud de onda de corte, 448, 454 
Lorentz 

campo local de, 465 
condición de, 379, 384 
contracción de, 535 
curva de, 472 
fuerza de, 173, 253,461 
norma de, 384 

transformadón de, 532, 537, 538 
transformadón de (para campo magnético) 
545 

Lorentz-Drude, teoria de, 461, 475 
Lyddane-Sachs-Teller, reiadón de, 493 

Magnetita, 172, 250 
Magnetización, 201-204 
curva de, 214, 215 
de saturación, 215 
de saturación (tabla), 214 
espontânea, 246 

Magnetón de Bohr (véase Bohr, magnetón de) 
Malla, 160 
análisis de, 306, 307 

Material magnetizado uniformemente, 221 
Matthiessen, regia de, 164 
Maxwell, ecuación de, 365, 366, 560 
Maxwell-Boltzmann, distribución de, 114, 317 
Medio 

conductor, 144,149-152,161,162,373 399 
466 

dieléctrico, 35, 80-107, 466 
transparente, 402, 471, 474 
Médios 

lineales, 92, 113, 161, 461 
no conductores, 389-393 
Meissner, efecto (exclusión de flujo), 346 
Mho, 149, 404 (véase también Siemens) 
Michelson-Morley, experimentos de, 533 
Molécula 
no polar, 111, 112 
polar, 111, 113-116, 430,480 
Momento 

de dipolo electrico (vease Dipolo eléctrico, 
momento de) 
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ii ilittliflii, 133-136, 176, 277 
étfmimewfm magnético, 276, 277 
«fipobr, 42, 45, 46, 81, 192, 502, 514 

dipolar dei agua, 53 
dipolar magnético, 192 
magnético, 178, 191, 192, 204, 321 
magnético intrínseco, 242, 243 
Mott-Zener, fórmula de, 478 
Movilidad (dei electrón), 164 
Movimiento 

de arrastre, 146, 162, 163 
de una partícula en campos eléctrico y mag¬ 
nético, 319-324 


Newmann 
fórmula de, 262, 263 
función de, 410, 411 
Newton, tercera ley de, 179 
Nodo, 160 

Nodos, análisis de, 306 
Norma, 384, 388 
transformación de, 384 


Oersted (Oe), 561 
Ohm (Q), 149 
Ohm, ley de, 149-151 
Onda 

ecuación de, 370-374 
electromagnética transversal, 392, 402 
fase, velocidad de, 390, 448 
guia de, 450 

intensidad de (véase Intensidad de onda) 
longitud de, 288, 289 
longitudinal, 405, 415, 477 
magnética transversal, 408, 447, 460 
monocromática, 371 
plana, 389, 434 

polarización de (véase Polarización de on¬ 
da) 

Ondas 

con fuentes, ecuación de, 378-384 
de Alfvén (véase Alfvén, ondas de) 
eléctricas transversales, 408, 411, 412, 447, 
451, 453, 454 

electromagnéticas, 370, 389 
esféricas, 405-412 
Operador dei, 8, 17, 18 


Operadores diferenciales yectoriales, 562, 563 
Orbital, teoria, 317, 319, 320 
Oscilador armónico, 462 

Paramagnético, 212 
Paramagnetismo, origen dei, 242-244 
Pared de dominio, 247-249 
Pérdida, ângulo de, 484 
Pérdida dieléctrica, 480 
Permeabilidad, 213 

de espacio libre (^ 0 ), 173, 174, 178, 260 
incremental, 217 
relativa, 213 
Permitividad, 92 
de espacio libre (e 0 ), 28 
Plano 

de amplitud constante, 434 
de fase constante, 434 
de incidência, 421 
Plasma, 316-344 
frecuencia de, 334, 476 
frecuencia de (tabla), 476 
velocidad de desplazamiento de, 321 
Plasma-electrón, oscilaciones dei, 333-337, 405 
Plasmas, dinâmica de, 316 
Poisson 

ecuación de, 54-56, 74, 75, 98, 380 
ecuación de (para un plasma), 318, 340 
Polarizabilidad, 111, 116 
atómica, 112, 113 
de deformación, 116 
de orientación, 116 
Polarización 

carga de (véase Carga de polarización) 

circular, 395 

dei dieléctrico, 80, 81 

de onda, 394, 395 

elíptica, 395, 396 

lineal, 395 

P, 421 

s, 421 

Poloidal, 332 
Polos 

magnéticos, 208, 209 
magnéticos aislados, 180 
Potência, 151, 299, 300 
densidad de, 368, 369, 404 
factor de, 299, 300 
media, 299 
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Potencial, 31-35, 188-190, 192, 193, 208, 209, 
379 

coeficiente de, 73, 74, 128 
coulombiano de apantallamiento, 53 
dipolar, 43 
electroquímico, 566 
electrostático, 32-35 
escalar, 379 

escalar magnético, 192, 193, 208, 209 
vectorial, 188, 189, 205, 379 
vectorial magnético, 188-190, 204-206, 379 
Poynting, vector de, 369, 398, 426, 448, 504 
Presión magnética, 327 
Probador, 338 
Producto escalar, 3, 4 
triple, 4 

Producto vectorial, 3, 4 
triple, 4 

Profundidad de penetración, 355,356,402,404, 
436, 478 
Propagación 

entre placas conductoras paralelas, 446 
vector de, 390 

Propiedades magnéticas de la matéria, 201-237 
Punto Curie, ferroeléctrico (véase Curie , punto 
ferroeléctricó) 

Punto de excitación, impedancia dei (véase 
Impedancia dei punto de excitación) 
Punto universal, 538 


Radiación 

amortiguamiento de, 469, 507-511 
de cargas móviles, 501-505 
de dipolo magnético, 412, 513 
de una antena de media onda, 499, 500 
de una carga puntual acelerada, 505, 521, 
522, 526, 527 

de un dipolo oscilante, 495-499 
resistência de, 498, 499 
Radio atómico, 462, 467 
Radio de electrón, 469, 509 
Razón giromagnética, 252 
Rayos X, dispersión de los, 509, 510 
Reactancia, 296 
capacitiva, 296 
inductiva, 296 
Reactor de fusión, 332 
Recta universal, 538 
Recubrimiento antirreflejante, 443 


Reflectancia, 419, 426, 432, 442 
Reílexión 

ângulo de, 420, 421, 423 
total frustrada, 444 
total interna, 429, 436, 444 
y refiraoõón, 417-420 
Rcfinocióa 

ângulo de, 4XM23, 434 
índice de, 373, 393,400 
índice de ( co ap fcj o), 400-403 
Regia de la mano darccfca,4.1L,395 
Relajación, tiempo dc, 156,162,4C 
Relatividad, 174,257k, 531 
principio de la, 531 
teoria especial de la, 529-530 
Reluctancia, 229 
Remanencia (retentividad), 215 
Resistência, 151 
interna, 158 
Resistividad, 149, 150 
tabla, 150 
Resistor, 158 

Resistores, conexión de, 158, 159 
Resonador de cavidad, 454-456 
Resonancia, 300-302 
paramagnética, 39 ln 
Retentividad, 215 
Rotación, 554 

Rotacional, 14-16, 18, 20, 21 


Saturación de la polarización, valor de, 114 

Semiconductores, 35 

Senos, ley de los, 24 

Separaçión de variables, 59 

Siemens (S), 404 

Simultaneidad, 535 

Smakula, ecuación de, 493 

Snell, ley de, 423, 430 

Solenoide, 184, 185, 198 

Stokes, teorema de, 16, 17, 254 

Suma 

de las /, regia de, 465 
regias de, 494 
vectorial, 2 

Sumatoria, convención de la, 543 
Superconductividad, 345-362 
Superconductor, alambre (véase Alambre su- 
perconductor) 

Superconductores tipo I y H, 347 
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Superfície equipotencial, 7, 36, 69 
Superposidón, teorema de, 55, 56 
Susceptibilidad 
de masa, 212 
(tabla), 213 
eléctrica, 91, 92 
magnética, 212, 213 
(tabla), 213 
molar, 212 
paramagnética, 244 


Temperatura Curie (véase Curie, temperatura) 
Temperaturas de resistências, coeficientes, 165 
tabla, 150 

Tensión superficial, 101 
Tensor, 2, 46, 556 
de campo electromagnético, 542n 
de momento cuadripolo, 46 
Termodinâmica, primera ley de la, 138 
Tesla, 173, 193 
Thomson, dispersión de, 510 
Tokamak, 332, 333 
Toroidal 

campo eléctrico, 332 
contracción difundida en forma, 332 
plasma, 332 
Toroide, 198, 225 
Transformación 
galileana, 532 
lineal, 553 
ortogonal, 538, 553 
compleja, 538 

para campo electromagnético, ley de, 545 
para vectores y tensores, ley de, 555, 557 
Transformador, 305 
ideal, 305, 306 

Transmitancia, 419, 426, 442 


Traspuesta de una matriz, 55Í 
Trayectoria libre media, 163 

Unicidad, teorema de, 57, 66, 74 
Unidades, 28, 558-561 
tabla, 561 

Unidades gaussianas, 28, 89, 90, 174n, 184, 
213, 393n, 558 
tabla, 561 

Unidades mks, 28, 558 
tabla, 561 

Unidad imaginaria, 66 
Váinas, 316 

Valores en la frontera, problemas con, 61-73, 
98-103, 220-224, 417 
Van de Graaff, generador de, 157 
Vector, 1, 556 
complejo, 394 
componentes, 2, 3 
covariante, 544 
Velocidad 
de fase, 390, 448 
de grupo, 448 
de la luz, 174, 373, 448 
térmica, 163 
Volt (V), 35 
Voltaje 

aplicado, 157, 158, 290 
de circuito abierto, 158 
valores eficaces de, 300 

Weber (Wb), 193 
por metro cuadrado, 193n 
Weiss, campo molecular de, 245 
Wheatstone, puente de, 170 
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Ya en su tercera edíción, ta obra de los profesores Reitz, Milford y Christy ha logra¬ 
do colocarse como texto clâsico para el estúdio y ensehanza de la teoria electro¬ 
magnética de la luz, formulada matematicamente por James Clerk Maxwell cerca de 
100 aflos atrás. 

Recurriendo a princípios básicos de la física —con enfoque adecuado para licen¬ 
ciaturas en ciências e ingeniería—, los autores explican los fundamentos de la 
electricidad y el magnetismo desde conceptos atómicos elementales de los mate- 
riales. De esta manera, y gracias a la inclusiôn de numerosos ejemplos a través de 
toda la obra, logran acortar la brecha que acostumbra existir entre el desarrollo for¬ 
mal de temas de difícil aprendizaje y los problemas enunciados para su resolución. 
mayor comprensiôn de! campo en general y aplicaciôn práctica. 

Características de Fundamentos de ia teoria electromagnética, tercera edición: 

• Permite la posibilidad de adaptar ia obra a programas de uno o dos semestres 
deduracíón. 

• El texto pone énfasis en las nociones de funciones complejas en dieléctricos e 
indíce de refracciôn. obteniéndose mayor claridad conceptual y menor número 
de fórmulas. 

• Una sección de resúmenes al final de cada capitulo ayuda a identificar concep¬ 
tos y fórmulas clave que aparecen en el texto y 130 problemas adicionales 

amplian y demuestran su aplicaciôn. 
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